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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ‡Î„Â·Â

10.1.  åÖíêàäà  çÄ  ÉêìèèÄï

ÉÛÔÔÓÈ (G , ⋅, e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó G Ò ·ËÌ‡ÌÓÈ ÓÔÂ‡ˆËÂÈ ⋅, ÍÓÚÓ‡fl Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÓÔÂ‡ˆËÂÈ, ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÂ ˜ÂÚ˚ÂÏ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌ-
Ú‡Î¸Ì˚Ï Ò‚ÓÈÒÚ‚‡Ï Á‡Ï˚Í‡ÌËfl (x  ⋅ y ∈ G  ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ G), ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚ÌÓÒÚË
(x ⋅ (y ⋅ z) = (x ⋅ y) ⋅ z ‰Îfl Î˛·˚ı x, y, z ∈ G), ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡
(x ⋅ e = e  ⋅ x = x ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ G ) Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Ó·‡ÚÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ (‰Îfl
Î˛·Ó„Ó x ∈ G ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ x–1 ∈ G, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ x ⋅ x–1 = x–1 ⋅ x = e). Ç ‡‰‰ËÚË‚ÌÓÈ ÙÓÏÂ
Á‡ÔËÒË „ÛÔÔ‡ (G, +, 0) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ G Ò Ú‡ÍÓÈ ·ËÌ‡ÌÓÈ ÓÔÂ‡ˆËÂÈ +, ˜ÚÓ
ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡: x  + y ∈ G ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ G , x  + (y  + z) =
= (x + y) + z ‰Îfl Î˛·˚ı x, y, z ∈ G, x + 0 = 0 + x ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ G, ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ G
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ –x ∈ G, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ x + (–x) = (–x) + x = 0. ÉÛÔÔ‡ (G , ⋅, e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ, ÂÒÎË ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó G. ÉÛÔÔ‡ (G, ⋅, e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡·ÂÎÂ‚ÓÈ, ÂÒÎË
ÓÌ‡ ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì‡, Ú.Â. ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó x ⋅ y = y ⋅ x ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ G.

åÌÓ„ËÂ ËÁ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ÏÂÚËÍ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ
ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ „ÛÔÔÂ (G, ⋅, e), Á‡‰‡ÌÌÓÈ Í‡Í

|| x ⋅ y–1 ||

(ËÎË, ËÌÓ„‰‡, Í‡Í || y–1 ⋅ x ||), „‰Â || ⋅ || – ÌÓÏ‡ „ÛÔÔ˚, Ú.Â. ÙÛÌÍˆËfl || ⋅ ||: G → �, Ú‡Í‡fl
˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ G ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || x || ≥ 0, Ò || x || = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = e;
2) || x || = || x–1 ||;
3) || x ⋅ y || ≤ || x || + | y || (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
Ç ‡‰‰ËÚË‚ÌÓÈ ÙÓÏÂ Á‡ÔËÒË ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ „ÛÔÔÂ (G, +, 0) ÓÔÂ-

‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í || x + (–y) || = || x – y || ËÎË ËÌÓ„‰‡ Í‡Í || (–y) + x ||.
èÓÒÚÂÈ¯ËÏ ÔËÏÂÓÏ ÏÂÚËÍË ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ·ËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÛÎ¸Ú-

‡ÏÂÚËÍ‡ (ËÌÓ„‰‡ ÂÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ı˝ÏÏËÌ„Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ) || x ⋅ y–1 ||H, „‰Â || x ||H = 1
‰Îfl x ≠ e Ë || e ||H = 0.

ÅËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
åÂÚËÍ‡ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â – ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡) d Ì‡ „ÛÔÔÂ (G , ⋅ , e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

·ËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ, ÂÒÎË ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d(x, y) = d(x ⋅ z, y ⋅ z) = d(z ⋅ x, z ⋅ y)

ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl Î˛·˚ı x, y, z ∈ G (ÒÏ. àÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÂÌÓÒ‡). ã˛·‡fl
ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ ‡·ÂÎÂ‚ÓÈ „ÛÔÔÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ·Ë‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ.

åÂÚËÍ‡ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â – ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡) d Ì‡ „ÛÔÔÂ (G, ⋅, e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡-
‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ, ÂÒÎË ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, y) = d (z ⋅ x , z ⋅ y) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl Î˛·˚ı
x, y, z ∈ G, Ú.Â. ÓÔÂ‡ˆËfl Ô‡‚Ó„Ó ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ z fl‚ÎflÂÚÒfl ‰‚ËÊÂÌËÂÏ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (G, d). ã˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl
Í‡Í || x ⋅ y–1 ||, fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ.
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åÂÚËÍ‡ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â – ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡) d Ì‡ „ÛÔÔÂ (G, ⋅, e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÂ‚Ó-
ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ, ÂÒÎË ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, y) = d (z ⋅ x , z ⋅ y) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl Î˛·˚ı
x, y, z ∈ G, Ú.Â. ÓÔÂ‡ˆËfl ÎÂ‚Ó„Ó ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ z fl‚ÎflÂÚÒfl ‰‚ËÊÂÌËÂÏ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (G, d). ã˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl
Í‡Í || y ⋅ x–1 ||, fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÂ‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ.

ã˛·‡fl Ô‡‚Ó‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl, ‡‚ÌÓ Í‡Í Ë ÎÂ‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Î˛·‡fl
·ËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ d  Ì‡ G fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
ÌÓÏÛ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ Í‡Í || x || = d(x, 0).

èÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
åÂÚËÍ‡ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) d Ì‡ ‡·ÂÎÂ‚ÓÈ „ÛÔÔÂ (G, +, 0) Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ, ÂÒÎË ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d(mx, my) = md(x, y)

ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈ G Ë ‚ÒÂı m  ∈ �, „‰Â mx – ÒÛÏÏ‡ m ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, Í‡Ê‰˚È ËÁ
ÍÓÚÓ˚ı ‡‚ÂÌ ı.

ÑËÒÍÂÚÌ‡fl ÔÂÂÌÓÒ‡ ÏÂÚËÍ‡
åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â – ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÔÓÎÛÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚) Ì‡

„ÛÔÔÂ (G , ⋅ , e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÂÌÓÒ‡, ÂÒÎË ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ÔÂÂÌÓÒ‡ (ËÎË ˜ËÒÎ‡ ÔÂÂÌÓÒ‡)

τG
n

n

x
x

n
( ) lim

|| ||=
→∞

˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ı ·ÂÁ ÍÛ˜ÂÌËfl (Ú.Â. Ú‡ÍËı, ˜ÚÓ xn ≠ e ‰Îfl Î˛·Ó„Ó n ∈ �) ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í
˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÚ‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË ÓÚ ÌÛÎfl.

ÖÒÎË ˜ËÒÎ‡ τ G(x) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÌÛÎÂ‚˚ÏË, ÚÓ Ú‡Í‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÂÌÓÒ‡.

ëÎÓ‚‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ (G , ⋅, e) – ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl „ÛÔÔ‡ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Ä ÔÓÓÊ‰‡˛˘Ëı

˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. ëÎÓ‚‡Ì‡fl ‰ÎËÌ‡ w xW
A ( ) ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x ∈ G\{e} ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

w x r x a a a A eW
A a

r
a

i i
r( ) inf{ :  ... , , { }},= = ∈ ∈ ±1

1 1

Ë w eW
A ( ) .= 0

ëÎÓ‚‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ dW
A ,  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Ä, ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚

„ÛÔÔ˚ Ì‡ G, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

w x yW
A ( ),⋅ −1

í‡Í Í‡Í ÒÎÓ‚‡Ì‡fl ‰ÎËÌ‡ wW
A  fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G, ÚÓ dW

A  Ô‡‚ÓËÌ‚‡-

Ë‡ÌÚÌ‡. àÌÓ„‰‡ ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í w y xW
A ( ),− ⋅1  Ë ÚÓ„‰‡ ÓÌ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÎÂ‚Ó-

ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ. àÏÂÌÌÓ, dW
A  – ˝ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ G, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl

Ô‡‚Ó‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ Ë Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÚÂÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ, ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ Î˛·Ó„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ËÁ
Ä ËÎË ËÁ Ä–1 ‰Ó Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ Â ‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ.

ÖÒÎË Ä Ë Ç – ‰‚‡ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÔÓÓÊ‰‡˛˘Ëı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ „ÛÔÔ˚ (G, ⋅, e),
ÚÓ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ( ,  )G dW

A  Ë
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( ,  )G dW
B  fl‚ÎflÂÚÒfl Í‚‡ÁËËÁÓÏÂÚËÂÈ, Ú.Â. ÒÎÓ‚‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌa Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛

‰Ó Í‚‡ÁËËÁÓÏÂÚËË.
ëÎÓ‚‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË „‡Ù‡ ä˝ÎË É „ÛÔÔ˚ (G, ⋅, e), ÔÓÒÚÓÂÌÌÓ„Ó

ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ä. àÏÂÌÌÓ, É fl‚ÎflÂÚÒfl „‡ÙÓÏ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ G, ‚ ÍÓÚÓÓÏ
‰‚Â ‚Â¯ËÌ˚ ı Ë y ∈ G ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ Â·ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ y = aεx, ε = ±1,
a ∈ A.

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÒÎÓ‚‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ (G , ⋅, e) – ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl „ÛÔÔ‡ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Ä ÔÓÓÊ‰‡˛˘Ëı

˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ‚ÂÒÓ‚‡fl ÙÛÌÍˆËfl w: A  → (0, ∞ ), ÚÓ
‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÒÎÓ‚‡Ì‡fl ‰ÎËÌ‡ w xWW

A ( ) ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x ∈ G\{e} ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  

w x w a t x a a a A eWW
A

i

t

i
e

t
e

i i
t( ) inf ( ), :  ... , , { } ,= ∈ = ∈ ∈ ±











=
∑

1
1

1 1�

Ë w eWW
A ( ) .= 0

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÒÎÓ‚‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ dWW
A ,  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl Ä, ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡

ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

w x yWW
A ( ).⋅ −1

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÒÎÓ‚‡Ì‡fl ‰ÎËÌ‡ wWW
A  fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G, ÚÓ

dWW
A  ·Û‰ÂÚ Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ. àÌÓ„‰‡ ÓÌ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í w y xWW

A ( )− ⋅1  Ë ‚ ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÂ‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ.

åÂÚËÍ‡ dWW
A  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÔÂÏÛÏÓÏ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ d Ì‡ G, Ó·Î‡‰‡˛˘Ëı Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ

d(e, a) ≤ w(a) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó a ∈ A.
åÂÚËÍ‡ dWW

A  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÛÔÓ˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË, Ë Í‡Ê‰‡fl Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë-
‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÛÔÓ˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÒÓ‚ÓÈ ÒÎÓ‚‡ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ò ÚÓ˜-
ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó „Û·ÓÈ ËÁÓÏÂÚËË.

åÂÚËÍ‡ dWW
A  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÔÛÚË ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó „‡Ù‡ ä˝ÎË ÉW „ÛÔÔ˚

(G , ⋅, e), ÔÓÒÚÓÂÌÌÓ„Ó ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ä. àÏÂÌÌÓ, ÉW fl‚ÎflÂÚÒfl ‚Á‚Â¯ÂÌÌ˚Ï „‡ÙÓÏ Ò
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ G, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‰‚Â ‚Â¯ËÌ˚ ı Ë y ∈ G ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ Â·ÓÏ Ò
‚ÂÒÓÏ w(a) ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ y = aεx,  ε = ±1, a ∈ A.

åÂÚËÍ‡ ËÌÚÂ‚‡Î¸ÌÓÈ ÌÓÏ˚
åÂÚËÍ‡ ËÌÚÂ‚‡Î¸ÌÓÈ ÌÓÏ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ „ÛÔÔÂ

(G , ⋅, e), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| x ⋅ y–1 ||int,

„‰Â || ⋅ ||int – ËÌÚÂ‚‡Î¸Ì‡fl ÌÓÏ‡ Ì‡ G, Ú.Â. Ú‡Í‡fl ÌÓÏ‡ „ÛÔÔ˚, ˜ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl || ⋅ ||int
Ó·‡ÁÛ˛Ú ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ, Ì‡˜ËÌ‡fl Ò 0.

ä‡Ê‰ÓÈ ËÌÚÂ‚‡Î¸ÌÓÈ ÌÓÏÂ || ⋅ ||int ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ‡Á·ËÂÌËÂ
{B0,..., Bm} ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ G  Ò Bi = {x ∈  G: || x ||int = i} (ÒÏ. ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ò‡Ï‡–äÓ¯ÂÍ‡,
„Î. 16). çÓÏ‡ ï˝ÏÏËÌ„‡ Ë ÌÓÏ‡ ãË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÒÓ·˚ÏË ÒÎÛ˜‡flÏË ËÌÚÂ‚‡Î¸ÌÓÈ
ÌÓÏ˚. é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÌÓÏ‡ ãË – ËÌÚÂ‚‡Î¸Ì‡fl ÌÓÏ‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ Í‡Ê‰˚È ÍÎ‡ÒÒ
ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ Bi = {a, a–1}.
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ë-ÏÂÚËÍ‡
ë-ÏÂÚËÍ‡ d  – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „ÛÔÔÂ (G , ⋅ , e), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ

ÛÒÎÓ‚ËflÏ:
1) ÁÌ‡˜ÂÌËfl d Ó·‡ÁÛ˛Ú ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ, Ì‡˜ËÌ‡fl Ò 0;
2) Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒÙÂ˚ S(x, r) = {y ∈ G: d(x, y) = r} ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚˚·Ó‡

x ∈ G.
ëÎÓ‚‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡, ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ë ÏÂÚËÍ‡ ãË fl‚Îfl˛ÚÒfl ë-ÏÂÚËÍ‡ÏË.

ã˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ ËÌÚÂ‚‡Î¸ÌÓÈ ÌÓÏ˚ ÂÒÚ¸ ë-ÏÂÚËÍ‡.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÔÓfl‰Í‡
èÛÒÚ¸ (G, ⋅, e) – ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ‡·ÂÎÂ‚‡ „ÛÔÔ‡. èÛÒÚ¸ ord(x) – ÔÓfl‰ÓÍ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x ∈ G,

Ú.Â. Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ n, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ xn = e. íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl
|| ⋅ ||ord: G → �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í || ⋅ ||ord = lnord(x), fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G Ë
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ ÔÓfl‰Í‡.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÔÓfl‰Í‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| x ⋅ y–1 ||ord.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÏÓÌÓÏÓÙËÁÏ‡
èÛÒÚ¸ (G , +, 0) – „ÛÔÔa Ë (H , ⋅, e ) – „ÛÔÔa Ò ÌÓÏÓÈ „ÛÔÔ˚ || ⋅ ||H. èÛÒÚ¸ f:

G → H – ÏÓÌÓÏÓÙËÁÏ „ÛÔÔ G Ë H , Ú.Â. ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ f(x + y) =
= f(x) ⋅ f(y ) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈ G . íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl   || || :  ,⋅ →G

f G �  Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

|| || || ( ) || ,x f xG
f

H=  fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G  Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ ÏÓÌÓ-
ÏÓÙËÁÏ‡.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÏÓÌÓÏÓÙËÁÏ‡ – ÏÂÚËÍa ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G, ÓÔÂ‰ÂÎflÂ-
Ï‡fl Í‡Í

|| || .x y G
f−

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl
èÛÒÚ¸ (G , +, 0) – „ÛÔÔa Ò ÌÓÏÓÈ „ÛÔÔ˚ || ⋅ ||G Ë (H , ⋅, e ) – „ÛÔÔa Ò ÌÓÏÓÈ

„ÛÔÔ˚ || ⋅ ||H. èÛÒÚ¸ G × H  = {α  = (x, y): x ∈ G, y ∈ H} – ‰ÂÍ‡ÚÓ‚Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ
G  Ë H , Ë ÔÛÒÚ¸ (x, y) ⋅ (x, t) = (x  + z, y ⋅ t). íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl || ⋅ ||G×H: G × H  →  � ,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í || || || ( , ) || || || || || ,α G H G H G Hx y x y× ×= = + , ÂÒÚ¸ ÌÓÏ‡ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G × H,
Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ÌÓÏÓÈ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl  ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || .α β⋅ −
×

1
G F

ç‡ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÏ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËË G × H ‰‚Ûı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı „ÛÔÔ Ò ËÌÚÂ‚‡Î¸Ì˚ÏË
ÌÓÏ‡ÏË || ||int⋅ G  Ë || ||int⋅ H  ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì‡ ËÌÚÂ‚‡Î¸Ì‡fl ÌÓÏ‡ || || .int⋅ ×G H  àÏÂÌÌÓ,

|| || || ( , || || || ( ) || || ,int intα G H G H G Hx y x m y× ×= = + +1  „‰Â m aa G G= ∈max || || .int

åÂÚËÍ‡ Ù‡ÍÚÓ-ÌÓÏ˚
èÛÒÚ¸ (G, ⋅, e) – „ÛÔÔa Ò ÌÓÏÓÈ „ÛÔÔ˚ || ||⋅ G  Ë (H, ⋅, e) – ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÔÓ‰„ÛÔÔ‡

„ÛÔÔ˚ (G, ⋅, e), xN = N x ‰Îfl Î˛·˚ı x ∈ G . èÛÒÚ¸ (G/N, ⋅, eN) – Ù‡ÍÚÓ-„ÛÔÔ‡
„ÛÔÔ˚ G, Ú.Â. G/N = {xN : x ∈ G: Ò xN = {x ⋅ a: a ∈ N} Ë xN ⋅ yN = xyN. íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl
|| || :  / ,/⋅ →G N G N �  Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í || || min || || ,/xN xaG N

a N
X=

∈
 – ÌÓÏa „ÛÔÔ˚ G/N Ì‡ Ë

Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl Ù‡ÍÚÓ-ÌÓÏÓÈ.



172 ó‡ÒÚ¸ III. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ

åÂÚËÍ‡ Ù‡ÍÚÓ-ÌÓÏ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G/N, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| ( ) || || || ./ /xN yN xy NG N G N⋅ =− −1 1

ÖÒÎË G  = � Ò ÌÓÏÓÈ, ‡‚ÌÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛, Ë N  = m� , m ∈ �, ÚÓ
Ù‡ÍÚÓ-ÌÓÏ‡ Ì‡ �/m� = �m ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÌÓÏÓÈ ãË.

ÖÒÎË ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ „ÛÔÔÂ (G, ⋅, e) Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌa, ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ
ÔÓ‰„ÛÔÔ˚ (N, ⋅ , e) „ÛÔÔ˚ (G , ⋅ , e) ÏÂÚËÍ‡ d ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÛ˛
ÏÂÚËÍÛ (ËÏÂÌÌÓ, ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ) d* Ì‡ G/N ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ

d xN yN d a b d a b
b yN a xN a xN b yN

∗

∈ ∈ ∈ ∈
= 








( , ) max max min ( , ), max min ( , ) .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓÏÏÛÚËÓ‚‡ÌËfl
èÛÒÚ¸ (G, ⋅, e) – ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ÌÂ‡·ÂÎÂ‚‡ „ÛÔÔ‡. èÛÒÚ¸ Z(G) = {c ∈ G: x ⋅ c = c ⋅ x ‰Îfl

Î˛·Ó„Ó z ∈ G} – ˆÂÌÚ G. É‡Ù ÍÓÏÏÛÚËÓ‚‡ÌËfl „ÛÔÔ˚ G ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í „‡Ù
Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ G , ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ x, y ∈  G ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚
Â·ÓÏ ‚ÒflÍËÈ ‡Á, ÍÓ„‰‡ ÓÌË ÍÓÏÏÛÚËÛ˛Ú, Ú.Â. x ⋅ y = y ⋅ x. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Î˛·˚Â
‰‚‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x, y ∈  G, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ÍÓÏÏÛÚËÛ˛Ú, ‚ ‰‡ÌÌÓÏ „‡ÙÂ
ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ ÔÛÚÂÏ x, c, y, „‰Â Ò – Î˛·ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ ËÁ Z(G) (Ì‡ÔËÏÂ, Â). èÛÚ¸ x = x1,
x2,..., xk = y ‚ „‡ÙÂ ÍÓÏÏÛÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl (x – y)N – ÔÛÚÂÏ, ÂÒÎË xi ∉ Z(G) ‰Îfl
Î˛·Ó„Ó i  ∈  {1,…, k}. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ x, y ∈ G \Z(G) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
N-ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ÏË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÍÓÏÏÛÚËÓ‚‡ÌËfl (ÒÏ. [DeHu98]) d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡Ò¯ËÂÌÌÓÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ Ì‡ G, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) d(x, x) = 0;
2) d(x, x) = 1, ÂÒÎË x ≠ y Ë x ⋅ y = y ⋅ x;
3) d(x, x) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ‰ÎËÌÓÈ (x – y)N-ÔÛÚË ‰Îfl Î˛·˚ı N-ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı

˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ı Ë y ∈ G\Z(G);
4) d(x, x) = ∞, ÂÒÎË x, y ∈ G\Z(G) ÌÂ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ ÌËÍ‡ÍËÏ N-ÔÛÚÂÏ.

åÓ‰ÛÎflÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
èÛÒÚ¸ (�m, +, 0), m ≥ 2 – ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ˆËÍÎË˜ÂÒÍ‡fl „ÛÔÔ‡ Ë r ∈ �, r ≥ 2. åÓ‰ÛÎflÌ˚È

r-‚ÂÒ wr(x) ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x ∈ �m = {0, 1,…, m} ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í wr(x) = min{wr(x),
wr(m – x)}, „‰Â wr(x) – ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ r-‚ÂÒ ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ı. áÌ‡˜ÂÌËÂ wr(x) ÏÓÊÌÓ
ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Í‡Í ˜ËÒÎÓ ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ‚ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÌÂÒÏÂÊÌÓÈ ÙÓÏÂ
x e r e r en

n= +…+ +1 0  Ò   e e r e e ri i i i= < + <+�,  | | ,  | |1  Ë | | | |,e ei i< +1  ÂÒÎË e ei i+ <1 0
(ÒÏ. ÏÂÚËÍ‡ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ r-ÌÓÏ˚, „Î. 12).

åÓ‰ÛÎflÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �m, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

wr(x – y).

åÓ‰ÛÎflÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ‰Îfl wr(m) = 1, w r(m) = 2 Ë ‰Îfl
ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÓÒÓ·˚ı ÒÎÛ˜‡Â‚ Ò wr(m) = 3 ËÎË 4. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ
‰Îfl m  = rn ËÎË m  = rn – 1; ÂÒÎË r = 2, ÚÓ ÓÌÓ ·Û‰ÂÚ ÏÂÚËÍÓÈ Ë ‰Îfl m  = 2n  + 1
(ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Ernv85]).

ç‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓÔÛÎflÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �m fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ãË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í
|| || ,x y Lee−  „‰Â || || min{ , }x x m xLee = −  – ÌÓÏ‡ ãË ˝ÎÂÏÂÌÚa x ∈ �m.

åÂÚËÍ‡ G-ÌÓÏ˚
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓÎÂ F

pn  ‰Îfl ÔÓÒÚÓ„Ó ˜ËÒÎ‡  Ë Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ n.



ÉÎ‡‚‡ 10. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ‡Î„Â·Â 173

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ÚÂÎ‡ G  ‚ � n

ÓÔÂ‰ÂÎËÏ G-ÌÓÏÛ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x F
pn∈  Í‡Í   || || inf{ :  }.x x p GG

n= ≥ ∈ +µ µ0 �

åÂÚËÍ‡ G-ÌÓÏ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ F
pn ,  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || .x y G⋅ −1

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d). åÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ ÔÂÂ-

ÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡ „ÛÔÔÂ (SymX , ⋅, id) ‚ÒÂı ÔÂÂ-
ÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ X (id – ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || ,Symf g⋅ −1

„‰Â ÌÓÏ‡ „ÛÔÔ˚ || ||Sym⋅  Ì‡ SymX Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í || || max ( , ( )).Symf d x f x
x X

=
∈

åÂÚËÍ‡ ‰‚ËÊÂÌËÈ
èÛÒÚ¸ (X, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë p ∈ X – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È

˝ÎÂÏÂÌÚ ËÁ ï.
åÂÚËÍÓÈ ‰‚ËÊÂÌËÈ (ÒÏ. [Buse55]) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „ÛÔÔÂ (Ω, ⋅, id) ‚ÒÂı

‰‚ËÊÂÌËÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) (id – ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
Ì‡fl Í‡Í

sup ( ( ), ( )) e ( , )

x X

d p xd f x g x
∈

−⋅

‰Îfl Î˛·˚ı f, g ∈ Ω  (ÒÏ. ÅÛÁÂÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚, „Î. 3). ÖÒÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
(X, d) Ó„‡ÌË˜ÂÌÓ, ÚÓ ÔÓ‰Ó·ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ Ì‡ Ω ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Í‡Í

sup ( ( ), ( )).
x X

d f x g x
∈

ÑÎfl ÔÓÎÛÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ÔÓÎÛÏÂÚËÍÛ ‰‚ËÊÂÌËÈ Ì‡ (Ω , ⋅, id)
ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Í‡Í

d(f(p), g(p)).

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ó·˘ÂÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ „ÛÔÔ˚
èÛÒÚ¸ � – ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÌÂ‰ËÒÍÂÚÌÓÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÎÂ. èÛÒÚ¸

  
�

�

n
n, ,⋅( )  n ≥  2 – ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ �. èÛÒÚ¸ || ⋅ || –

ÓÔÂ‡ÚÓÌ‡fl ÌÓÏ‡, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌ‡fl Ò ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ

  
�

�

n
n, ,⋅( )  Ë ÔÛÒÚ¸ GL(n, �) – Ó·˘‡fl ÎËÌÂÈÌ‡fl „ÛÔÔ‡ Ì‡‰ �. íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl | ⋅ |op:

GL(n , �), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í | | sup{| ln || |||,  | ln || |||},opg g g= −1  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÌÓÏÓÈ
Ì‡ GL(n, �).

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ó·˘ÂÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ „ÛÔÔ˚ ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „ÛÔÔÂ GL(n , �),
Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

| | .opg h⋅ −1

éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡ Ò ÚÓ˜-
ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó „Û·ÓÈ ËÁÓÏÂÚËË, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Î˛·˚Â ‰‚Â ÌÓÏ˚ Ì‡ � fl‚Îfl˛ÚÒfl ·Ë-
ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË.
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èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ÚÓ‡
èÛÒÚ¸ (T, ⋅, e) – Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚È ÚÓ, Ú.Â. ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl „ÛÔÔ‡, ÍÓÚÓ‡fl ËÁÓÏÓ-

ÙÌ‡ ÔflÏÓÏÛ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌË˛ n ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚Ì˚ı „ÛÔÔ  �i
∗  ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏ‡ÍÚÌ˚ı

ÌÂ‰ËÒÍÂÚÌ˚ı ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı ÔÓÎÂÈ �i. íÓ„‰‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÌÂÔÂ˚‚-
Ì˚È „ÓÏÓÏÓÙÏËÁÏ v: T →  � n, ËÏÂÌÌÓ, v(x1,…, xn) = (v1(xn)), „‰Â v1:   � �i

∗ →
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË „ÓÏÓÏÓÙËÁÏ‡ÏË ËÁ   �i

∗  ‚ ‡‰‰ËÚË‚ÌÛ˛
„ÛÔÔÛ �, Á‡‰‡ÌÌ˚ÏË Í‡Í ÎÓ„‡ËÙÏ ‚‡Î˛‡ˆËË. ÇÒflÍËÈ ‰Û„ÓÈ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÌÂÔÂ-
˚‚Ì˚È „ÓÏÓÏÓÙËÁÏ v�: T → �n ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ v� = α ⋅ v Ò α ∈ GL(n, �). ÖÒÎË || ⋅ || fl‚-
ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ Ì‡ �n, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Û˛ ÔÓÎÛÌÓÏÛ   || || || ( ) ||x xT = v  Ì‡ T.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ÚÓ‡ ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „ÛÔÔÂ (T, ⋅, e ), ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  || || || ( ) || || ( ) ( ) || .xy xy x yT
− −= = −1 1v v v

åÂÚËÍ‡ ÉÂÈÁÂÌ·Â„‡
èÛÒÚ¸ (H, ⋅, e) – ÔÂ‚‡fl „ÂÈÁÂÌ·Â„Ó‚‡ „ÛÔÔ‡, Ú.Â. „ÛÔÔ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â H = � ⊗  �

Ò „ÛÔÔÓ‚˚Ï Á‡ÍÓÌÓÏ x y t u s u t s u⋅ = ⋅ = + + +( , ) ( , ) ( , ( ))z z z2�  Ë Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚÓÏ e = (0, 0). èÛÒÚ¸ | |Heis⋅  – „ÂÈÁÂÌ·Â„Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ ç, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  | | | ( , ) | (| | ) .Heis Heis
/x t t= = +z z 4 2 1 4

åÂÚËÍ‡ ÉÂÈÁÂÌ·Â„‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ¯‡·ÎÓÌ‡, ÏÂÚËÍ‡ äÓ‡Ì¸Ë) dHeis ÂÒÚ¸ ÏÂÚ-
ËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ ç, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | .x y H
− ⋅1

ÑÛ„‡fl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ (H, ⋅, e) – ÏÂÚËÍ‡ ä‡ÌÓ–ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË (ËÎË ë-ë
ÏÂÚËÍ‡, ÍÓÌÚÓÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡) d C , ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡
Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÌ˚ı ÔÓÎÂÈ Ì‡ ç. åÂÚËÍË dHeis Ë dC

fl‚Îfl˛ÚÒfl ·ËÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË; ËÏÂÌÌÓ, 
1

π
d x y d x yHeis C( , ) ( , )≤ ≤

≤ d x yHeis ( , ).
åÂÚËÍÛ ÉÂÈÁÂÌ·Â„‡ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Ì‡ Î˛·ÓÈ „ÂÈÁÂÌ·Â-

„Ó‚ÓÈ „ÛÔÔÂ (Hn, ⋅, e) Ò Hn = �n ⊗  �.

åÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ËÌÚÂ‚‡Î‡ÏË
èÛÒÚ¸ G – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÌÚÂ‚‡ÎÓ‚ [a, b] ËÁ �. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó G  Ó·‡ÁÛÂÚ ÔÓÎÛ„ÛÔÔ˚

(G , +) Ë (G , ⋅) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÎÓÊÂÌËfl I + J = {x  + y: x ∈ I, y ∈ J} Ë ÛÏÌÓÊÂÌËfl
I ⋅ J = {x ⋅ y: x ∈ I, y ∈ J} ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

åÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ËÌÚÂ‚‡Î‡ÏË – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ G , Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í max{| |,  | |}I J  ‰Îfl
‚ÒÂı I, J ∈ G, „‰Â ‰Îfl I = [a, b] ËÏÂÂÏ | | | | .I a b= −

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÍÓÎ¸ˆ‡
èÛÒÚ¸ (A, +, ⋅) – Ù‡ÍÚÓË‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎ¸ˆÓ, Ú.Â. ÍÓÎ¸ˆÓÏ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ Ì‡

ÏÌÓÊËÚÂÎË Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ. èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÍÓÎ¸ˆ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Â A\{0}, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

ln
. . .( , )

. . .( , )
,

l c m x y

g c d x y

„‰Â l.c.m.(x, y) – Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ Ó·˘ÂÂ Í‡ÚÌÓÂ Ë g.c.d.(x, y) – Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÈ Ó·˘ËÈ
‰ÂÎËÚÂÎ¸ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ x, y ∈ A\{0}.
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10.2.  åÖíêàäà  çÄ  ÅàçÄêçõï  éíçéòÖçàüï

ÅËÌ‡ÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ R Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ X × X. éÌÓ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‰Û„ Ó„‡Ù‡ (X, R) Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ ï.

ÅËÌ‡ÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ R, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï (ÂÒÎË (x, y) ∈ R, ÚÓ
(y, x) ∈ R), ÂÙÎÂÍÒË‚Ì˚Ï (‚ÒÂ x, x) ∈ R Ë Ú‡ÌÁËÚË‚Ì˚Ï (ÂÒÎË (x, y), (y, z) ∈ R, ÚÓ
(x, z) ∈ R), Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ËÎË ‡Á·ËÂÌËÂÏ (ï Ì‡ ÍÎ‡ÒÒ˚
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË). ã˛·‡fl q-‡Ì‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ x = (x1,…, xn), q  ≥ 2 (Ú.Â.
0 ≤  xi ≤  q  – 1 ‰Îfl 1 ≤  i ≤  n)  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡Á·ËÂÌË˛ {B0,…, bq–1} ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
V, = {1,…, n}, „‰Â Bj = {1 ≤ i ≤ n: xi = j} – ÍÎ‡ÒÒ˚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË.

ÅËÌ‡ÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ R, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï (ÂÒÎË (x, y), (y, x)
∈ R, ÚÓ x = y), ÂÙÎÂÍÒË‚Ì˚Ï Ë Ú‡ÌÁËÚË‚Ì˚Ï, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˜‡ÒÚË˜Ì˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ,
‡ Ô‡‡ (X, R) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ. ó‡ÒÚË˜-
Ì˚È ÔÓfl‰ÓÍ R Ì‡ X Ú‡ÍÊÂ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í  p−  Ò x yp−  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
(x, y) ∈ R. èÓfl‰ÓÍ   p−  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï, ÂÒÎË Î˛·˚Â ‰‚‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x, y ∈ X
Ò‡‚ÌËÏ˚, Ú.Â. x yp−  ËÎË y xp− .

ó‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ( ,  )L p−  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â¯ÂÚÍÓÈ, ÂÒÎË Í‡Ê‰˚Â
‰‚‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x, y ∈ L Ó·Î‡‰‡˛Ú Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂÏ x y∨  Ë ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ x y∧ . ÇÒÂ
‡Á·ËÂÌËfl ï Ó·‡ÁÛ˛Ú Â¯ÂÚÍÛ ËÁÏÂÎ¸˜ÂÌË˛; ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰Â¯ÂÚÍÓÈ Â¯ÂÚÍË
(ÔÓ ‚ÍÎ˛˜ÂÌË˛) ‚ÒÂı ·ËÌ‡Ì˚ı ÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÏÂÌË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÏÂÌË ÏÂÊ‰Û ·ËÌ‡Ì˚ÏË ÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË R1 Ë R2 Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï

ÂÒÚ¸ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ | | .R R1 2∆ . éÌÓ ‚ 2 ‡Á‡ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ
ËÌ‚ÂÒËÈ Ô‡ ÒÏÂÊÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ËÁ ï, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl R2 ËÁ R1.

ÖÒÎË R1, R2 fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Á·ËÂÌËflÏË, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÏÂÌË ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‡ÒÒÚÓfl-

ÌËÂÏ åËÍËÌ‡–óÂÌÓ„Ó Ë 1
1

1 2−
−

| |

( )

R R

n n

∆
 fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ‰ÂÍÒÓÏ ê˝Ì‰‡.

ÖÒÎË ·ËÌ‡Ì˚Â ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl R1, R2 fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚ÏË ÔÓfl‰Í‡ÏË (ËÎË ‡ÌÊË-
Ó‚‡ÌËflÏË, ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ÏË) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÏÂÌË ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò
ÏÂÚËÍÓÈ ËÌ‚ÂÒËË Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ñ‡Ô‡Î‡–äÂÔÍË ÏÂÊ‰Û ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË Í‚‡ÁË„ÛÔÔ‡ÏË (X, +) Ë (X, ⋅)
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í | {( , ) :  } | .x y x y x y+ ≠ ⋅

åÂÚËÍË ÏÂÊ‰Û ‡Á·ËÂÌËflÏË
èÛÒÚ¸ ï – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ò ˜ËÒÎÓÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ n X= | | Ë ÔÛÒÚ¸ Ä, Ç – ÌÂ-

ÔÛÒÚ˚Â ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï. èÛÒÚ¸ PX – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡Á·ËÂÌËÈ ï  Ë P,
Q ∈ PX. èÛÒÚ¸ B1,…, B q – ·ÎÓÍË ‡Á·ËÂÌËfl ê, Ú.Â. ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ X B B qq= ∪…∪ ≥1 2,  . èÛÒÚ¸ P Q∨  ÂÒÚ¸ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ ê Ë Q,
‡ P Q∨  – ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ê Ë Q ‚ Â¯ÂÚÍÂ � ‡Á·ËÂÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÓÔÂ‡ˆËË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ‡Á·ËÂÌËflı:
– ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ ‡Á·ËÂÌËÂ ê ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A\}B} ‚ ‡Á·ËÂÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡

Ä ÎË·Ó ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ËÁ Ç ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ·ÎÓÍ, ÎË·Ó ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ Ò‡ÏÓ„Ó Ç ‚
Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÌÓ‚Ó„Ó ·ÎÓÍ‡;

– Û‰‡ÎÂÌËÂ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ ‡Á·ËÂÌËÂ ê ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä ‚ ‡Á·ËÂÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A\{B}
ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Û‰‡ÎÂÌËfl Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ËÁ Ç ËÁ Í‡Ê‰Ó„Ó ÒÓ‰ÂÊ‡˘Â„Ó Ëı ·ÎÓÍ‡;

– ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ Ó‰ÌÓ ‡Á·ËÂÌËÂ ê ‚ ‰Û„ÓÂ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó
Û‰‡ÎÂÌËfl Ç ËÁ Bi („‰Â B ⊂ Bi, B ≠ Bi) Ë ‰Ó·‡‚ÎÂÌËfl Ç Í‡Í ÌÓ‚Ó„Ó ·ÎÓÍ‡;
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– Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ Ó‰ÌÓ ‡Á·ËÂÌËÂ ê  ‚ ‰Û„ÓÂ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ó‰ÌÓ-
‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó Û‰‡ÎÂÌËfl Ç ËÁ Bi („‰Â B = Bi) Ë ‰Ó·‡‚ÎÂÌËfl Ç ‚ Bj („‰Â j ≠ i);

– ÔÂÂÌÓÒ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ Ó‰ÌÓ ‡Á·ËÂÌËÂ ê ‚ ‰Û„ÓÂ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó
Û‰‡ÎÂÌËfl Ç ËÁ Bi („‰Â B ⊂ Bi) Ë ‰Ó·‡‚ÎÂÌËfl Ç ‚ Bj („‰Â j ≠ i).

éÔÂ‰ÂÎËÏ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Day81]) ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Ï ÓÔÂ‡-
ˆËflÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÏÂÚËÍË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ PX:

1) ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÓÔÓÎÌÂÌËÈ Ë Û‰‡ÎÂÌËÈ Â‰ËÌË˜Ì˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚,
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ê ‚ Q;

2) ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‰ÂÎÂÌËÈ, Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÈ Ë ÔÂÂÌÓÒÓ‚ Â‰ËÌË˜Ì˚ı
Ó·˙ÂÍÚÓ‚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ê ‚ Q;

3) ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‰ÂÎÂÌËÈ, Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÈ Ë ÔÂÂÌÓÒÓ‚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı
‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ê ‚ Q;

4) ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‰ÂÎÂÌËÈ Ë Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·-
‡ÁÓ‚‡ÌËfl ê ‚ Q; ËÏÂÌÌÓ, ÓÌÓ ‡‚ÌÓ | | | | | |;P Q P Q+ − ∨2

5) σ σ σ( ) ( ) ( ),P Q P Q+ − ∧2 , „‰Â σ( ) | | (| | );P P P
P P

i i

u

= −
∈

∑ 1

6) e P Q e P Q( ) ( ) ( ),+ − ∧σ 2  „‰Â e P n
P

n

P

n
P P

i i

i

( ) log
| |

log
| |

.= +
∈

∑2 2

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÂÌ¸Â ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ
ÔÂÂÏÂÒÚËÚ¸ ÏÂÊ‰Û ·ÎÓÍ‡ÏË ‡Á·ËÂÌËfl ê Ò ÚÂÏ, ˜ÚÓ·˚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡Ú¸ Â„Ó ‚ Q
(ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ÛÎ¸‰ÓÁÂ‡, „Î. 21 Ë ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ 2).

10.3.  åÖíêàäà  êÖòÖíéä

ÇÓÁ¸ÏÂÏ ˜‡ÒÚÓÚÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó   ( , ).L p−  èÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ (ËÎË ËÌÙËÏÛÏ)
x y∧  (ÂÒÎË yj ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ) ‰‚Ûı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ı Ë Û fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ,
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚Ë˛ x y x y∧ −p ,  Ë z p− ∧x y,  ÂÒÎË z p− x y, . ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï
Ó·‡ÁÓÏ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ (ËÎË ÒÛÔÂÏÛÏ) x y∨  (ÂÒÎË ÓÌÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ) fl‚ÎflÂÚÒfl
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ, Ú‡ÍËÏ ˜ÚÓ  x y x y, p− ∨  Ë     x y∨ −p z,  ÂÒÎË     x y, .p− z

ó‡ÒÚÓÚÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÒÚ‚Ó ( , )L p−  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â¯ÂÚÍÓÈ, ÂÒÎË Í‡Ê‰˚Â
‰‚‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x, y ∈ L ËÏÂ˛Ú Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ x y∨  Ë ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ x y∧ . ó‡ÒÚÓÚÌÓ
ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó   ( , )L p−  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÂ¯ÂÚÍÓÈ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl (ËÎË
ÌËÊÌÂÈ ÔÓÎÛÂ¯ÂÚÍÓÈ), ÂÒÎË Á‡‰‡Ì‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËfl ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl. ó‡ÒÚË˜ÌÓ
ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó   ( , )L p−  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÂ¯ÂÚÍÓÈ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl (ËÎË
‚ÂıÌÂÈ ÔÓÎÛÂ¯ÂÚÍÓÈ), ÂÒÎË Á‡‰‡Ì‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËfl Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl.

êÂ¯ÂÚÍ‡ � = − ∨ ∧( , , , )L p  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ (ËÎË ÔÓÎÛ-
‰Â‰ÂÍËÌ‰Ó‚ÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ), ÂÒÎË ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÓ‰ÛÎflÌÓÒÚË ıåÛ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ:
ıåÛ ‚ÎÂ˜ÂÚ Ûåı ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  L. éÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÓ‰ÛÎflÌÓÒÚË Á‰ÂÒ¸ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ‰‚‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ı  Ë Û Ò˜ËÚ‡˛ÚÒfl ÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ Ô‡ÓÈ, ˜ÚÓ
Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í ıåÛ, ÂÒÎË   x y x y∧ ∨ = ∧ ∨( ) ( )z z  ‰Îfl Î˛·˚ı   z p− x.  êÂ¯ÂÚÍ‡ �,
‚ ÍÓÚÓÓÈ Í‡Ê‰‡fl Ô‡‡ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ
Â¯ÂÚÍÓÈ (ËÎË ‰Â‰ÂÍËÌ‰Ó‚ÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ). êÂ¯ÂÚÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ ÚÓ„‰‡
Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ Á‡ÍÓÌ ÏÓ‰ÛÎflÌÓÒÚË: ÂÒÎË z p− x,  ÚÓ
x y x y∧ ∨ = ∧ ∨( ) ( )z z  ‰Îfl Î˛·Ó„Ó y. êÂ¯ÂÚÍ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÒÚË·ÛÚË‚ÌÓÈ, ÂÒÎË

  x y x y x∧ ∨ = ∧ ∨ ∧( ) ( ) ( )z z  ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈ L.
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ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ Â¯ÂÚÍË �  ÙÛÌÍˆËfl v: L  → �≥0, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÛÒÎÓ‚Ë˛

  v v v v( ) ( ) ( ) ( )x y x y x y∨ + ∧ ≤ +  ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  L, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛ·‚‡Î˛‡ˆËÂÈ Ì‡ �.
ëÛ·‚‡Î˛‡ˆËfl v Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÁÓÚÓÌÌÓÈ, ÂÒÎË v(x) ≤ v(y) ‚ÒflÍËÈ ‡Á, ÍÓ„‰‡ ,  x yp− ,  Ë
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ, ÂÒÎË v(x) < v(y) ‚ÒflÍËÈ ‡Á, ÍÓ„‰‡   x yp− ,  x ≠ y.

ëÛ·‚‡Î˛‡ˆËfl v Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚‡Î˛‡ˆËÂÈ, ÂÒÎË ÓÌ‡ ËÁÓÚÓÌÌ‡ Ë ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

  v v v v( ) ( ) ( ) ( )x y x y x y∨ + ∧ = +  ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  L. ñÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ
‚‡Î˛‡ˆËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÒÓÚÓÈ (ËÎË ‰ÎËÌÓÈ) Â¯ÂÚÍË �.

åÂÚËÍ‡ ‚‡Î˛‡ˆËË Â¯ÂÚÍË

èÛÒÚ¸     � = − ∨ ∧( , , , )L p  – Â¯ÂÚÍf Ë v – ËÁÓÚÓÌÌ‡fl ÒÛ·‚‡Î˛‡ˆËfl Ì‡ �. èÓÎÛÏÂÚ-
ËÍ‡ ÒÛ·‚‡Î˛‡ˆËË Â¯ÂÚÍË dv Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  2v v v( ) ( ) ( ).x y x y∨ − −

(éÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ú‡ÍÊÂ Á‡‰‡Ì‡ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÔÓÎÛÂ¯ÂÚÍ‡ı). ÖÒÎË v fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÛ·‚‡Î˛‡ˆËÂÈ Ì‡ � , ÚÓ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÏÂÚËÍÛ, ÍÓÚÓ‡fl Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÒÛ·‚‡Î˛‡ˆËË Â¯ÂÚÍË. ÖÒÎË v – ‚‡Î˛‡ˆËfl, ÚÓ dv ÏÓÊÌÓ Á‡-
ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

  v v v v v( ) ( ) ( ) ( ) ( );x x y x y x y∨ − ∧ = + − ∧2

‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ds Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ‚‡Î˛‡ˆËË ÖÒÎË v fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ‚‡Î˛‡ˆËÂÈ Ì‡ �, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍÛ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÛ˛ ÏÂÚËÍÓÈ ‚‡Î˛‡ˆËË
Â¯ÂÚÍË.

ÖÒÎË � = �  (ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ), x y l c m x y∨ = . . .( , )  (Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ
Ó·˘ÂÂ Í‡ÚÌÓÂ), x y g c d x y∧ = . . .( , )  (Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÈ Ó·˘ËÈ ‰ÂÎËÚÂÎ¸) Ë ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl

‚‡Î˛‡ˆËfl v(x) = lnx, ÚÓ 
  
d x y

l c m x y

g c d x yv( , ) ln
. . .( , )

. . .( , )
.=  Ñ‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ Ó·Ó·˘ËÚ¸

Ì‡ Î˛·ÓÂ Ù‡ÍÚÓË‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎ¸ˆÓ (Ú.Â. ÍÓÎ¸ˆÓ Ò Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËÂÈ),
ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ‚‡Î˛‡ˆËÂÈ v, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ v(x) ≥ 0 Ò ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓÎ¸ÍÓ
‰Îfl ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓÈ Â‰ËÌËˆ˚ ÍÓÎ¸ˆ‡ Ë v(xy) = v(x) + v(y).

åÂÚËÍ‡ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÔÓ‰„ÛÔÔ

èÛÒÚ¸ (G , ⋅, e) – „ÛÔÔa Ë �  = (L , ⊂ , ∩) – ÌËÊÌflfl ÔÓÎÛÂ¯ÂÚÍ‡ ‚ÒÂı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı
ÔÓ‰„ÛÔÔ „ÛÔÔ˚ (G, ⋅, e) Ò ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ X ∩ Y Ë ‚‡Î˛‡ˆËÂÈ   v( ) ln | | .X X=

åÂÚËÍ‡ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÔÓ‰„ÛÔÔ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ‚‡Î˛‡ˆËË Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

  
v v v( ) ( ) ( ) ln

| | | |

(| |)
.X Y X Y

X Y

X Y
+ − ∧ =

∩
2 2

ëÍ‡ÎflÌ‡fl Ë ‚ÂÍÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍË

èÛÒÚ¸ �  = (L, ≤ , max, min) – Â¯ÂÚÍ‡ Ò Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂÏ max{x, y} Ë min{x, y}
ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â L ⊂  [0, ∞), ËÏÂ˛˘ËÏ Á‡‰‡ÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡ Í‡Í Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÈ
˝ÎÂÏÂÌÚ Ë Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÚËˆ‡ÌËfl, Ú.Â. ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ L ËÏÂÂÏ
x a x L= − ∈ .

ëÍ‡ÎflÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ L Á‡‰‡ÂÚÒfl ‰Îfl x ≠ y Í‡Í

d x y x y x y( , ) max{min{ , }, min{ , }}.=
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ëÍ‡ÎflÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ d* Ì‡ L L∗ = ∪ ∗{ },  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‰Îfl x ≠ y Í‡Í

d x y

d x y x y L

x x y x

y y x y

∗ =
∈

= ∗ ≠ ∗
= ∗ ≠ ∗






( , )

( , ),

}, , ,

max{ , }, , .

ÂÒÎË , ,

max{ , ÂÒÎË

ÂÒÎË

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ÌÓÏ˚ || ⋅ || Ì‡ �n, n ≥ 2 ‚ÂÍÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Ln Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

|| ( ( , ), , ( , )) ||d x y d x yn n1 1 …

Ë ‚ÂÍÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ (L*)n Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

|| ( ( , ), , ( , )) || .d x y d x yn n
∗ ∗…1 1

ÇÂÍÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Ln n
2 0 1= { , }  Ò l1-ÌÓÏÓÈ  Ì‡ � n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ

îÂ¯Â–çËÍÓ‰ËÏ‡–ÄÓÌÁflÌ‡. ÇÂÍÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ L
m

m

mm
n

n

=
−

… −
−









0
1

1

2

1
1, , , ,  Ò

l1-ÌÓÏÓÈ  Ì‡ � n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl m-ÁÌ‡˜ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ë„‡Ó. ÇÂÍÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡
[0, 1]n Ò l1-ÌÓÏÓÈ  Ì‡ �n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂ˜ÂÚÍÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ë„‡Ó. ÖÒÎË
L ÂÒÚ¸ Lm ËÎË [0, 1] Ë x = (x1,…, xn, xn+1,…, xn+r), y y yn= … ∗ … ∗( , , , , , ),1  „‰Â * ÒÚÓËÚ Ì‡ r
ÏÂÒÚ‡ı, ÚÓ ‚ÂÍÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ë„‡Ó (ÒÏ., Ì‡-
ÔËÏÂ, [CSY01]).

åÂÚËÍË Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â êËÒÒ‡
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó êËÒÒ‡ (ËÎË ‚ÂÍÚÓÌ‡fl Â¯ÂÚÍ‡) ÂÒÚ¸ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌ-

ÌÓÂ  ‚ÂÍÚÓÌÓÂ  ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó    ( , ),RiV p−   ‚  ÍÓÚÓÓÏ  ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl  ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) ÒÚÛÍÚÛ‡ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡
ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏ˚: ËÁ   x yp−  ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ     x y+ − +z zp ,  ‡ ËÁ x f 0, λ ∈ �, λ > 0 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

  λx f 0;
2) ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ x, y ∈ VRi ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ x y V∨ ∈ Ri

(‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ Ë ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ Î˛·Ó„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ì‡ VRi).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ êËÒÒ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ VRi, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

|| || ,Rix y−

„‰Â || ||Ri⋅  – ÌÓÏ‡ êËÒÒ‡, Ú.Â. ÌÓÏ‡ Ì‡ VRi, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ VRi ËÁ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ | | | |,x y≤  „‰Â | | ( ) ( )x x x= − ∨  ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó || || || || .Ri Rix y≤
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (( , || || )Ri RiV ⋅  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ êËÒÒ‡.
Ç ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÎÌÓÚ˚ ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ. ÇÒÂ ÌÓÏ˚ êËÒÒ‡ Ì‡
·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ Â¯ÂÚÍÂ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚.

ùÎÂÏÂÌÚ   e V x V x∈ = ∈+
Ri Ri{ :  }f 0  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÎ¸ÌÓÈ Â‰ËÌËˆÂÈ ‰Îfl VRi, ÂÒÎË ‰Îfl

Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈ VRi ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ λ ∈ �, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ | | .x ep− λ  ÖÒÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó êËÒÒ‡ VRi

ËÏÂÂÚ ÒËÎ¸ÌÛ˛ Â‰ËÌËˆÛ Â, ÚÓ     || || inf{ :  | | }x x e= ∈ −λ λ� p  fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ êËÒÒ‡ Ë Ì‡
VRi ÔÓÎÛ˜ËÏ ÏÂÚËÍÛ ÌÓÏ˚ êËÒÒ‡

  inf{ :  | | }.λ λ∈ − −� x y ep
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ëÎ‡·ÓÈ Â‰ËÌËˆÂÈ ‰Îfl VRi fl‚ÎflÂÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚ Â ËÁ VRi ,
+  Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ e x∧ =| | 0  ‚ÎÂ˜ÂÚ

x = 0. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó êËÒÒ‡ VRi Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ıËÏÂ‰Ó‚˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı
x y V, Ri∈ +  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ n, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ nx yp− .  ê‡‚ÌÓÏÂÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
Ì‡ ‡ıËÏÂ‰Ó‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â êËÒÒ‡ ÒÓ ÒÎ‡·ÓÈ Â‰ËÌËˆÂÈ Â  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  inf{ :  | | }.λ λ∈ − ∧ −� x y e ep

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „‡ÎÂÂË ‰Îfl ÙÎ‡„Ó‚
èÛÒÚ¸ � – Â¯ÂÚÍa. ñÂÔ¸ ë ‚ �  ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ L, ÍÓÚÓÓÂ

fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï, Ú.Â. Î˛·˚Â ‰‚‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ËÁ ë Ò‡‚ÌËÏ˚ ÏÂÊ‰Û
ÒÓ·ÓÈ. îÎ‡„ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˆÂÔ¸ ‚ �, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
‚ÍÎ˛˜ÂÌË˛. ÖÒÎË � fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ ÍÓÌÂ˜Ì˚È
ÙÎ‡„, ÚÓ � ËÏÂÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚È Ë Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚È
˝ÎÂÏÂÌÚ, Ë Î˛·˚Â ‰‚‡ ÙÎ‡„‡ C, D ‚ � ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ n + 1.
íÓ„‰‡ n – ˝ÚÓ ‚˚ÒÓÚ‡ Â¯ÂÚÍË �. Ñ‚‡ ÙÎ‡„‡ ë, D ‚ � Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË, ÂÒÎË
ÓÌË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ËÎË D  ÒÓ‰ÂÊËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ËÌ ˝ÎÂÏÂÌÚ ‚ÌÂ ë. É‡ÎÂÂÂÈ ÓÚ ë Í D
‰ÎËÌ˚ m Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÙÎ‡„Ó‚ C = C0, C1,…, Cm = D, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ
Ci–1 Ë Ci fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË ‰Îfl i = 1,…, m.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „‡ÎÂÂË ‰Îfl ÙÎ‡„Ó‚ (ÒÏ. [Abel91]) ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı
ÙÎ‡„Ó‚ ÔÓÎÛÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ Â¯ÂÚÍË � ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‚˚ÒÓÚ˚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ Í‡Í ÏËÌËÏÛÏ
‰ÎËÌ „‡ÎÂÂÈ ËÁ ë Í D. éÌÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ Í‡Í

| | | | | | | |,C D C C D D∨ − = ∨ −

„‰Â C D c d c C d D∨ = ∨ ∈ ∈{ :  ,  } fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂıÌÂÈ ÔÓ‰ÔÓÎÛÂ¯ÂÚÍÓÈ, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌÓÈ
ë Ë D .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „‡ÎÂÂË ‰Îfl ÙÎ‡„Ó‚ ÏÂÚÓÍ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍË
„‡ÎÂÂË (‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚ Í‡ÏÂ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ÙÎ‡„Ó‚).
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êÄëëíéüçàü  çÄ  ëíêéäÄï
à  èÖêÖëíÄçéÇäÄï

ÄÎÙ‡‚ËÚ – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó � , | �  | ≥ 2, ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
·ÛÍ‚‡ÏË (ËÎË ÒËÏ‚ÓÎ‡ÏË). ëÚÓÍ‡ (ËÎË ÒÎÓ‚Ó) ÂÒÚ¸ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ·ÛÍ‚ Ì‡‰
‰‡ÌÌ˚Ï ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ �. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ
Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ � Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í W(�).

èÓ‰ÒÚÓÍ‡ (ËÎË Ù‡ÍÚÓ, ˆÂÔÓ˜Í‡, ·ÎÓÍ) ÒÚÓÍË x = x 1,…, xn – Î˛·‡fl ÂÂ
ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÒÏÂÌÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ xixi+1...xk Ò 1 ≤  i ≤  k  ≤  n . èÂÙËÍÒÓÏ
ÒÚÓÍË x1...xn fl‚ÎflÂÚÒfl Î˛·‡fl ÂÂ ÔÓ‰ÒÚÓÍ‡, Ì‡˜ËÌ‡˛˘‡flÒfl Ò x1; ÒÛÙÙËÍÒ – Î˛·‡fl
ÂÂ ÔÓ‰ÒÚÓÍ‡, Á‡Í‡Ì˜Ë‚‡˛˘Ë‡flÒfl Ì‡ xn. ÖÒÎË ÒÚÓÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚ¸˛ ÚÂÍÒÚ‡,
ÚÓ ‡Á‰ÂÎËÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡ÍË (ÔÓ·ÂÎ, ÚÓ˜Í‡, Á‡ÔflÚ‡fl Ë Ú.Ô.) ‰Ó·‡‚Îfl˛ÚÒfl Í ‡ÎÙ‡-
‚ËÚÛ �.

ÇÂÍÚÓ – Î˛·‡fl ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ËÁ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, Ú.Â.
ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ÒÚÓÍ‡ Ì‡‰ ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ � . ÇÂÍÚÓÓÏ ˜‡ÒÚÓÚ (ËÎË
‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ) fl‚ÎflÂÚÒfl Î˛·‡fl ÒÚÓÍ‡ x1...xn ÒÓ ‚ÒÂÏË

xi ≥  0 Ë 
i

n

ix
=
∑ =

1

1. èÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (ËÎË ‡ÌÊËÓ‚‡ÌËÂ) – Î˛·‡fl ÒÚÓÍ‡ x1...xn,

‚ ÍÓÚÓÓÈ ‚ÒÂ xi – ‡ÁÎË˜Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1,…, n}.
éÔÂ‡ˆËÂÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Î˛·‡fl ÓÔÂ‡ˆËfl Ì‡ ÒÚÓÍ‡ı, Ú.Â.

ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÂ ·ËÌ‡ÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ÒÚÓÍ.
ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl �  = {O1,…, Om}, ÚÓ ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (ËÎË Â‰ËÌË˜Ì‡fl ˆÂÌ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚË-
Ó‚‡ÌËfl) ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË ı Ë Û ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl
ËÁ �, ÚÂ·Û˛˘ËıÒfl ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Û ËÁ ı. ùÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË „‡Ù‡ ÒÓ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ W(�), „‰Â ıÛ fl‚ÎflÂÚÒfl Â·ÓÏ, ÂÒÎË Û ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ËÁ
ı ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÓÔÂ‡ˆËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �. Ç ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÔËÎÓÊÂÌËflı Í‡Ê-
‰ÓÏÛ ÚËÔÛ ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÒÚ‡‚ËÚÒfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÙÛÌÍˆËfl ˆÂÌ˚; ÚÓ„‰‡
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl Ó·˘‡fl ˆÂÌ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ı
‚ Û. ÖÒÎË Á‡‰‡ÌÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl � Ì‡ ÒÚÓÍ‡ı, ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘‡fl ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÓÊÂÂÎËÈ ÏÂÊ‰Û ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÏË ÒÚÓÍ‡ÏË ı Ë Û
ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ËÁ �, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÓÎÛ˜Â-
ÌËfl Û ËÁ ı, ÏËÌËÏËÁËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚‡˘ÂÌËflÏ ı.

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ÓÔÂ‡ˆËflÏË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ÒÚÓÍ‡ı fl‚Îfl˛ÚÒfl:
– ‚ÒÚ‡‚Û‰ (‚ÒÚ‡‚Í‡-Û‰‡ÎÂÌËÂ) ÒËÏ‚ÓÎ‡;
– Á‡ÏÂÌ‡ ÒËÏ‚ÓÎ‡;
– Ò‚ÓÔ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚, Ú.Â. Ò‰‚Ë„ ÒËÏ‚ÓÎ‡ Ì‡ Ó‰ÌÛ ÔÓÁËˆË˛ ‚Ô‡‚Ó ËÎË ‚ÎÂ‚Ó (˜ÚÓ

ÔÂÂÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÏÂÊÌ˚Â ÒËÏ‚ÓÎ˚);
– ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ ÔÓ‰ÒÚÓÍË, Ú.Â. ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ, ÒÍ‡ÊÂÏ, ÒÚÓÍË x  = x1…xn ‚

ÒÚÓÍÛ x x x x x x x xi j k i j k n1 1 1 1… … … …− − − ;

– ÍÓÔËÓ‚‡ÌËÂ  ÔÓ‰ÒÚÓÍË,  Ú.Â.  ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ,  ÒÍ‡ÊÂÏ,  x  = x1…xn ‚
x x x x x xi j k i n1 1 1… … …− − ;
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– ‡ÌÚËÍÓÔËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ‰ÒÚÓÍË, Ú.Â. Û‰‡ÎÂÌËÂ ÔÓ‰ÒÚÓÍË Ò ÒÓı‡ÌÂÌËÂÏ ‚ ÒÚÓÍÂ
ÂÂ ÍÓÔËË.

çËÊÂ ÔË‚Ó‰flÚÒfl ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ÒÚÓÍ‡ı. é‰Ì‡ÍÓ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‡Ò-
ÒÚÓflÌËfl Ì‡ ÒÚÓÍ‡ı ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ „Î‡‚‡ı 15, 21 Ë 23, „‰Â ÓÌË ·ÓÎÂÂ ÛÏÂÒÚÌ˚, Ò
Û˜ÂÚÓÏ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ„Ó ÛÓ‚Ìfl Ó·Ó·˘ÂÌËfl ËÎË ÒÔÂˆË‡ÎËÁ‡ˆËË.

11.1.  êÄëëíéüçàü  çÄ  ëíêéäÄï  éÅôÖÉé  ÇàÑÄ

åÂÚËÍ‡ ãÂ‚ÂÌ¯ÚÂÈÌ‡
åÂÚËÍ‡ ãÂ‚ÂÌ¯ÚÂÈÌ‡ (ËÎË Ú‡ÒÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï˝ÏÏËÌ„‡, ÏÂÚËÍ‡ ï˝Ï-

ÏËÌ„‡ Ò ÔÓÔÛÒÍ‡ÏË, ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÒËÏ‚ÓÎÓ‚) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Â-
‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ W(�), ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË
Á‡ÏÂÌ˚ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ ËÎË Ëı ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl.

åÂÚËÍ‡ ãÂ‚ÂÌ¯ÚÂÈÌ‡ ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË x = x1…xm Ë y = y1…yn ‡‚Ì‡

min{dH(x*, y*)},

„‰Â x*, y* – ÒÚÓÍË ‰ÎËÌ˚ k, k ≥ max{m, n} Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ  � �= ∪ ∗{ },  Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ
ÔÓÒÎÂ Û‰‡ÎÂÌËfl ‚ÒÂı ÌÓ‚˚ı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ ∗  ÒÚÓÍË x* Ë y* ÔÂ‚‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ı Ë Û
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. á‰ÂÒ¸ ÔÓÔÛÒÍ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÓ‚˚È ÒËÏ‚ÓÎ ∗  Ë x*, y* – Ú‡ÒÓ‚‡ÌËfl
ÒÚÓÍ ı Ë Û ÒÓ ÒÚÓÍ‡ÏË, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘ËÏË ÚÓÎ¸ÍÓ ∗ .

åÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflÏË
åÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflÏË ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡

W(�) ([Corm03]), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÔÓ‰ÒÚÓÍ Ë
‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl.

åÂÚËÍ‡ ÛÔÎÓÚÌÂÌÌÓ„Ó Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl
åÂÚËÍ‡ ÛÔÎÓÚÌÂÌÌÓ„Ó Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ W(�)

([Corm03]), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl
(‚ÒÚ‡‚Û‰), ÒËÏ‚ÓÎ‡ ÍÓÔËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ‰ÒÚÓÍË ‡ÌÚËÍÓÔËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ‰ÒÚÓÍË.

åÂÚËÍ‡ ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl
åÂÚËÍ‡ ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ W(�), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl

‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆË˛ ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl.
ùÚÓ – ‡Ì‡ÎÓ„ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl | X∆Y | ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ï Ë Y . ÑÎfl

ÒÚÓÍ x = x1…xm Ë y = y1…yn ÓÌ‡ ‡‚Ì‡ m + n – 2LCS(x, y), „‰Â ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ LCS(x, y), –
‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓÈ ‰ÎËÌÌÓÈ Ó·˘ÂÈ ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‰Îfl ı Ë Û.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ù‡ÍÚÓ‡ Ì‡ W(�) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í m + n – 2LCS(x, y), „‰Â ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸
LCS(x, y) – ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓÈ ‰ÎËÌÌÓÈ Ó·˘ÂÈ ÔÓ‰ÒÚÓÍË (Ù‡ÍÚÓ‡) ‰Îfl ı Ë Û.

åÂÚËÍ‡ Ò‚ÓÔ‡
åÂÚËÍ‡ Ò‚ÓÔ‡ – ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ W(�), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛-

˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆË˛ Ò‚ÓÔ‡ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚.

åÂÚËÍ‡ ÏÛÎ¸ÚËÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
åÂÚËÍÓÈ ÏÛÎ¸ÚËÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ W(�), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

max{| X – Y |, | Y – X |}

‰Îfl Î˛·˚ı ÒÚÓÍ ı  Ë Û, „‰Â ï , Y – ÏÛÎ¸ÚËÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ ÒÚÓÍ ı, Û,
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.
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åÂÚËÍ‡ Ï‡ÍËÓ‚ÓÍË
åÂÚËÍÓÈ Ï‡ÍËÓ‚ÍË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ W(�) ([EhHa88]), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

Ì‡fl Í‡Í
ln ((diff( , ) ) (diff( , ) ))2 1 1y x y x+ +

‰Îfl Î˛·˚ı ÒÚÓÍ x = x1…xm Ë y = y1…yn, „‰Â diff(x, y) – ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚È ‡ÁÏÂ | M |
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M ⊂  {1,…, m}, Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ Î˛·‡fl ÔÓ‰ÒÚÓÍ‡ ı, ÌÂ ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡fl xi Ò
i ∈ M, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÒÚÓÍÓÈ Û.

ÑÛ„ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ‚ [EhHa88], fl‚ÎflÂÚÒfl

ln2(diff(x, y) + diff(y, x) + 1).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò ˆÂÌÓÈ Ì‡

W(�) (Ç‡Â Ë ‰., 1999), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË ÍÓÔË-
Ó‚‡ÌËfl, ‡ÌÚËÍÓÔËÓ‚‡ÌËfl Ë ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl ÔÓ‰ÒÚÓÍ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÒÚÓ-
Í‡ÏË ı Ë Û fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ˆÂÌÓÈ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ı ‚ Û ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ˝ÚËı
ÓÔÂ‡ˆËÈ, „‰Â ˆÂÌ‡ Í‡Ê‰ÓÈ ÓÔÂ‡ˆËË – ‰ÎËÌ‡ ÂÂ ÓÔËÒ‡ÌËfl. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ‰Îfl
ÓÔËÒ‡ÌËfl ÍÓÔËÓ‚‡ÌËfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ ·ËÌ‡Ì˚È ÍÓ‰, ÚÓ˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÈ ÚËÔ
ÓÔÂ‡ˆËË, ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÏÂÒÚÓÔÓÎÓÊÂÌËfl ÔÓ‰ÒÚÓÍ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰Û„ ‰Û„‡ ‚ ı Ë Û Ë
‰ÎËÌÛ Ò‡ÏÓÈ ÔÓ‰ÒÚÓÍË. äÓ‰ÓÏ ‚ÒÚ‡‚ÍË ‰ÓÎÊÂÌ ÓÔÂ‰ÂÎflÚ¸ ÚËÔ ÓÔÂ‡ˆËË, ‰ÎËÌÛ
ÔÓ‰ÒÚÓÍË Ë ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÔÓ‰ÒÚÓÍË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌÓÏ‡ÎËÓ‚‡ÌÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌÓÏ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË d ÂÒÚ¸ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ì‡

W({0, 1}) ([LCLM04]), Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

max{ ( | ), ( | )}

max{ ( ), ( )}

K x y K y x

K x K y

∗ ∗

‰Îfl Í‡Ê‰˚ı ‰‚Ûı ·ËÌ‡Ì˚ı ÒÚÓÍ ı Ë Û. á‰ÂÒ¸ ‰Îfl ·ËÌ‡Ì˚ı ÒÚÓÍ u Ë v, u* fl‚ÎflÂÚÒfl
Í‡Ú˜‡È¯ÂÈ ·ËÌ‡ÌÓÈ ÔÓ„‡ÏÏÓÈ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl u Ì‡ ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ÂÈ, Ú.Â. ËÒÔÓÎ¸-
ÁÛ˛˘ÂÈ í¸˛ËÌ„-ÔÓÎÌ˚È flÁ˚Í ùÇå, ÒÎÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓ äÓÎÏÓ„ÓÓ‚Û (ËÎË ‡Î„ÓËÚ-
ÏË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÚÓÔËfl) K(u) ÂÒÚ¸ ‰ÎËÌ‡ u* (ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÒÊ‡Ú˚È ‚‡Ë‡ÌÚ u ) Ë
  K u( | )v  – ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯ÂÈ ÔÓ„‡ÏÏ˚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl u, ÂÒÎË v ‰‡ÌÓ Í‡Í ‚ÒÔÓ-
ÏÓ„‡ÚÂÎ¸Ì˚È ‚‚Ó‰.

îÛÌÍˆËfl d(x, y) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ„Ó
˜ÎÂÌ‡: d(x, x) = O((K(x))–1) Ë d(x, z) – d(y, z) = O((max{K(x), K(y), K(z)})–1) (Ò‡‚ÌËÚÂ
d(x, y) Ò ÏÂÚËÍÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ ˝ÌÚÓÔËË) H X Y H Y X( | ) ( | )+  ÏÂÊ‰Û
ÒÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍËÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ï Ë Y).

çÓÏ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÊ‡ÚËfl – ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì W({0, 1})‡ ([LCLM04],
[BGLVZ98]), Á‡‰‡ÌÌÓÂ Í‡Í

C xy C x C y

C x C y

( ) min{ ( ), ( )}

max{ ( ), ( )}

−

‰Îfl Î˛·˚ı ·ËÌ‡Ì˚ı ÒÚÓÍ ı Ë Û, „‰Â C(x), C(y) Ë C(xy) ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ‡ÁÏÂ ÒÊ‡Ú˚ı
(Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÍÓÏÔÂÒÒÓ‡ ë, Ú‡ÍÓ„Ó Í‡Í gzip, bzip2 ËÎË PPMZ)
ÒÚÓÍ ı, Û Ë Ëı ÒÓ˜ÎÂÌÂÌËfl ıÛ. Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ. ùÚÓ –
‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÌÓÏ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË. èÓ‰Ó·ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡ÌÓ Í‡Í 
C xy

C x C y

( )

( ) ( )
.

+
− 1

2
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èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ùÌÚÓÌË–ï‡ÏÏÂ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ùÌÚÓÌË–ï‡ÏÏÂ‡ ÏÂÊ‰Û ·ËÌ‡ÌÓÈ ÒÚÓÍÓÈ x  = x1…xn Ë ÏÌÓÊÂÒÚ-

‚ÓÏ Y ·ËÌ‡Ì˚ı ÒÚÓÍ y = y1…yn ÂÒÚ¸ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ m, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó
m-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1,…, n} ÔÓ‰ÒÚÓÍ‡ ÒÚÓÍË ı, ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡fl ÚÓÎ¸ÍÓ xi
Ò i ∈ M, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÒÚÓÍÓÈ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÒÚÓÍË y ∈ Y, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ ÚÓÎ¸ÍÓ yi Ò i ∈ M.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÑÊ‡Ó
ÑÎfl ÒÚÓÍ x = x1…xm Ë y = y1…yn Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ÒËÏ‚ÓÎ xi Ó·˘ËÏ Ò Û, ÂÒÎË xi = yi, „‰Â

| |
min( , )

.i j
m n− ≤

2
 èÛÒÚ¸ ′ = ′ … ′x x xm1  – ‚ÒÂ ÒËÏ‚ÓÎ˚ ÒÚÓÍË ı, Ó·˘ËÂ Ò Û (‚ ÚÓÏ ÊÂ

ÔÓfl‰ÍÂ, Í‡Í ÓÌË ÒÎÂ‰Û˛Ú ‚ ı), Ë ÔÛÒÚ¸ ′ = ′ … ′y y yn1  – ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì‡fl ÒÚÓÍ‡ ‰Îfl Û.
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÑÊ‡Ó Jaro(x, y) ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË ı Ë Û ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1

3

1′ + ′ + ≤ ≤ ′ ′ ′ = ′
′ ′







m

m

n

n

i m n x y

m n
i i| { min{ , } :  } |

min{ , }
.

ùÚ‡ Ë ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰‚Â ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Ò‚flÁË ‰ÓÍÛÏÂÌÚ‡ˆËË.
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÑÊ‡Ó–ìËÌÍÎÂ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÑÊ‡ÓìËÌÍÎÂ‡ ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË ı Ë Û ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

Jaro( , )
{ , ( , )}

( Jaro( , )),x y
max LCP x y

x y+ −4

10
1

„‰Â Jaro(x, y) – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÑÊ‡Ó Ë LCP(x, y) – ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓ„Ó ·ÓÎ¸¯Ó„Ó Ó·˘Â„Ó
ÔÂÙËÍÒ‡ ‰Îfl ı Ë Û.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ q-„‡ÏÏ˚
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ q-„‡ÏÏ˚ ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË ı Ë Û ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

q x y q y x( , ) ( , )
,

+
2

„‰Â q(x, y) – ˜ËÒÎÓ ÔÓ‰ÒÚÓÍ ‰ÎËÌ˚ q ‚ ÒÚÓÍÂ Û, ÍÓÚÓ˚Â Ú‡ÍÊÂ ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl Í‡Í
ÔÓ‰ÒÚÓÍË ‚ ı, ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Ì‡ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÔÓ‰ÒÚÓÍ ‰ÎËÌ˚ q ‚ Û.

ùÚ‡ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔËÏÂÓÏ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚÂÈ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Ï‡ÍÂÓ‚, Ú.Â.
Ú‡ÍËı, Í ÍÓÚÓ˚Ï ÔËÏÂÌËÏÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ Ï‡ÍÂÓ‚ (ËÁ·‡ÌÌ˚ı ÔÓ‰ÒÚÓÍ ËÎË
ÒÎÓ‚). á‰ÂÒ¸ Ï‡ÍÂ˚ – ˝ÚÓ q-„‡ÏÏ˚, Ú.Â. ÔÓ‰ÒÚÓÍË ‰ÎËÌ˚ q. èËÏÂÓÏ ‰Û„Ëı
ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚÂÈ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Ï‡ÍÂÓ‚ Ì‡ ÒÚÓÍ‡ı, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı ‚ Ò‚flÁË ‰ÓÍÛÏÂÌÚ‡ˆËË,
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl Ü‡ÍÍ‡‰‡ Ë TF-IDF (‚‡Ë‡ÌÚ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË
ÍÓÒËÌÛÒ‡). íËÔÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌÓÈ Ì‡ ÒÎÓ‚‡Â ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË ı Ë y
fl‚ÎflÂÚÒfl | D(x)∆D(y) |, „‰Â D(z) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓÎÌ˚È ÒÎÓ‚‡¸ ÒÚÓÍË z, Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
‚ÒÂı ÂÂ ÔÓ‰ÒÚÓÍ.

åÂÚËÍ‡ ÔÂÙËÍÒ–ï˝ÏÏËÌ„‡
åÂÚËÍ‡ ÔÂÙËÍÒ–ï˝ÏÏËÌ„‡ ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË x  = x1…xm Ë y  = y1…yn

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
(max{m, n} – min{m, n}) + |{1 ≤ i ≤ min{m, n}: xi ≠ yi}|.

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï˝ÏÏËÌ„‡
ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï˝ÏÏËÌ„‡ dwH(x, y) ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË x  = x1…xm Ë y =

= y1…yn ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

i

m

i id x y
=
∑

1

( , ).
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çÂ˜ÂÚÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï˝ÏÏËÌ„‡
ÖÒÎË (� , d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ ÌÂ˜ÂÚÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ï˝Ï-

ÏËÌ„‡ ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË x = x1…xm Ë y  = y1…ym Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò ˆÂÌÓÈ Ì‡ W(�), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡-
ˆËË ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl, Í‡Ê‰‡fl Ò ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ˆÂÌÓÈ q > 0, Ë Ò‰‚Ë„Ó‚ ÒËÏ‚Ó-
ÎÓ‚ (Ú.Â. ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ Ó‰ÌÓÒËÏ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÔÓ‰ÒÚÓÍ), „‰Â ˆÂÌ‡ Á‡ÏÂÌ˚ i Ì‡ j  ÂÒÚ¸
ÙÛÌÍˆËfl f(| i – j |). ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl Ó·˘‡fl ˆÂÌ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ı
‚ Û Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÓÔÂ‡ˆËÈ. ÅÛÍ¯ÚÂÈÌ, äÎÂÈÌ Ë ê‡ËÚ‡, ÍÓÚÓ˚Â ‚ 2001 „.
‚‚ÂÎË ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Îfl ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ‚˚·ÓÍË ËÌÙÓÏ‡ˆËË, ‰ÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ
ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË f – ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ‚Ó„ÌÛÚ‡fl ÙÛÌÍˆËfl
Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ, ÍÓÚÓ‡fl Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÚÓ˜ÍÂ 0. ëÎÛ-
˜‡È f(| i – j |) = C| i – j |, „‰Â C  > 0 – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë | i – j | – Ò‰‚Ë„ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË,
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÇËÍÚÓ‡–èÛÔÛ‡ ‰Îfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‚ÒÔÎÂÒÍÓ‚
(ÒÏ. „Î. 23).

Ç 2003 „. ê‡ÎÂÒÍÛ ÔÂ‰ÎÓÊËÎ ‰Îfl ‚˚·ÓÍË Ó·‡ÁÓ‚ Â˘Â Ó‰ÌÓ ÌÂ˜ÂÚÍÓÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï˝ÏÏËÌ„‡ Ì‡ �m. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ê‡ÎÂÒÍÛ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÒÚÓÍ‡ÏË x = x1…xm

Ë y = y1…ym ÂÒÚ¸ ÌÂ˜ÂÚÍÓÂ Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
Dα(x, y) („‰Â α – Ô‡‡ÏÂÚ) Ò ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË

µ α
i

x yi i i m= − ≤ ≤− −1 1
2

e ,    .( )

íÓ˜ÌÓÂ ÍÓ‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Dα(x, y), ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛ˛˘ÂÂ

Â„Ó ÌÂ˜ÂÚÍÓÂ Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡‚ÌÓ 1
1

2
≤ ≤ >








i m i:  .µ

åÂÚËÍ‡ çË‰ÎÏ‡Ì‡–ÇÛÌ¯‡–ëÂÎÎÂÒ‡
ÖÒÎË (� , d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ ÏÂÚËÍÓÈ çË‰ÎÏ‡Ì‡–ÇÛÌ¯‡–

ëÂÎÎÂÒ‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ãÂ‚ÂÌ¯ÚÂÈÌ‡ Ò ˆÂÌÓÈ, ÏÂÚËÍÓÈ Ó·˘Â„Ó ÒÓ‚ÏÂ˘ÂÌËfl)
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò ˆÂÌÓÈ Ì‡ W(�) ([NeWu70]), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl
�, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl, Í‡Ê‰‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ˆÂÌ˚ q > 0
Ë Á‡ÏÂÌ˚ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚, „‰Â d(i, j) fl‚ÎflÂÚÒfl ˆÂÌÓÈ Á‡ÏÂÌ‡ i Ì‡ j. Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸
ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl Ó·˘‡fl ˆÂÌ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ı  ‚ Û Ò ÔËÏÂÌÂÌËÂÏ ˝ÚËı ÓÔÂ‡ˆËÈ.
ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÓÌ‡ ‡‚Ì‡

min{dwH(x*, y*)},

„‰Â x*, y* – ÒÚÓÍË ‰ÎËÌ˚ k, k ≥ max{m, n} Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ   � �∗ = ∪ ∗{ },  Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ
ÔÓÒÎÂ Û‰‡ÎÂÌËfl ‚ÒÂı ÌÓ‚˚ı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ ∗  ÒÚÓÍË x* Ë y* ÒÓÍ‡˘‡˛ÚÒfl ‰Ó ı Ë Û
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. á‰ÂÒ¸ dwH(x*, y*) ÂÒÚ¸ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
x* Ë y* Ò ‚ÂÒÓÏ d x y qi i( , )∗ ∗ =  (Ú.Â. ÓÔÂ‡ˆËÂÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÒÚ‡‚Í‡-

Û‰‡ÎÂÌËÂ), ÂÒÎË Ó‰Ì‡ ËÁ x yi i
∗ ∗,  fl‚ÎflÂÚÒfl ∗  Ë d x y d i ji i( , ) ( , ),∗ ∗ =  ËÌ‡˜Â.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÓÚÓ–ëÏËÚ‡–ìÓÚÂÏ‡Ì‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÚÓÍË Ò ‡ÙÙËÌÌ˚ÏË
ÔÓÔÛÒÍ‡ÏË) fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÒÔÂˆË‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ò ˆÂÌÓÈ (ÒÏ. [Goto82]).
éÌ‡ ÓÚ·‡Ò˚‚‡ÂÚ ÌÂÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ˜‡ÒÚË ‚ Ì‡˜‡ÎÂ Ë ÍÓÌˆÂ ÒÚÓÍ ı Ë Û Ë ‚‚Ó‰ËÚ
‰‚Â ˆÂÌ˚ ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl Ó‰ÌÛ ‰Îfl ËÌËˆËËÓ‚‡ÌËfl ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓÔÛÒÍ‡ (ÌÂÔÂ-
˚‚Ì˚È ·ÎÓÍ ÓÔÂ‡ˆËÈ ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl) Ë ‰Û„Û˛ (ÏÂÌ¸¯Û˛) ‰Îfl ‡Ò¯ËÂÌËfl
ÔÓÔÛÒÍ‡.
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åÂÚËÍ‡ å‡ÚËÌ‡
åÂÚËÍ‡ å‡ÚËÌ‡ da ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÍ‡ÏË x = x1…xm Ë y = y1…yn ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

| |
| |

sup | ( , ) ( , ) |,
max{ , }

2 2
1

− −

=

− + −∑m n

t

m n
t

t

a
k x k y

� z
z z

„‰Â z – Î˛·‡fl ÒÚÓÍ‡ ‰ÎËÌ˚ t, k(z, x) – fl‰Ó å‡ÚËÌ‡ ([MaSt99]) Ï‡ÍÓ‚ÒÍÓÈ ˆÂÔË

M Mt t= =
∞{ } ,0  Ë ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ a a a a ai t t

t
t∈ = > < ∞=

∞

=

∞

∑{ { } :  ,  0
1

0  – Ô‡‡ÏÂÚ‡.

åÂÚËÍ‡ Å˝‡
åÂÚËÍÓÈ Å˝‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË ËÎË ·ÂÒÍÓ-

ÌÂ˜Ì˚ÏË ÒÚÓÍ‡ÏË x = x1…xm... Ë y = y1…yn..., ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‰Îfl x ≠ y Í‡Í

1

1 + LGCP x y( , )
,

„‰Â LCP(x, y) – ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓ„Ó ‰ÎËÌÌÓ„Ó Ó·˘Â„Ó ÔÂÙËÍÒ‡ ÒÚÓÍ ı Ë Û.

é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓ‡
é·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÌÚÓ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ·ÂÒÍÓÌÂ˜-

Ì˚ÏË ÒÚÓÍ‡ÏË x = x1…xm... Ë y = y1…yn..., ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‰Îfl x ≠ y Í‡Í

aLCP(x,y),

„‰Â ‡  – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ËÁ ËÌÚÂ‚‡Î‡ (0,1), ‡ LCP(x, y) – ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓ„Ó
‰ÎËÌÌÓ„Ó ÔÂÙËÍÒ‡ ÒÚÓÍ ı Ë Û.

Ñ‡ÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl a = 1

2

ÏÂÚËÍ‡ 
1

2LCP x y( , )  ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Î‡Ò¸ Ì‡ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÏ Ù‡ÍÚ‡ÎÂ (ÒÏ. „Î. 1) ‰Îfl [0,1] –

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ä‡ÌÚÓ‡ (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓ‡, „Î. 18).

åÂÚËÍ‡ ÑÛÌÍ‡Ì‡
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï ‚ÒÂı ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘Ëı ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÔÓÒÎÂ‰Ó-

‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ x = {xn}n ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ. éÔÂ‰ÂÎËÏ N(n, x) Í‡Í ˜ËÒÎÓ
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ‚ x  = {x n }n, ÍÓÚÓ˚Â ÏÂÌ¸¯Â n , Ë δ(x) Í‡Í ÔÎÓÚÌÓÒÚ  ̧ ı , Ú.Â.

δ( ) lim
( , )

.x
N n x

nn
=

→∞
 èÛÒÚ¸ Y – ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ ‚ÒÂı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-

ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ x = {xn}n, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı δ(x) < ∞.
åÂÚËÍÓÈ ÑÛÌÍ‡Ì‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Y, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl x ≠ y Í‡Í

1

1 +
+ −

LCP x y
x y

( , )
| ( ) ( ) |,δ δ

„‰Â LCP(x, y) – ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓ„Ó ‰ÎËÌÌÓ„Ó Ó·˘Â„Ó ÔÂÙËÍÒ‡ ÒÚÓÍ ı Ë Û. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÑÛÌÍ‡Ì‡.
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11.2.  êÄëëíéüçàü  çÄ  èÖêÖëíÄçéÇäÄï

èÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ (ËÎË ‡ÌÊËÓ‚‡ÌËÂÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Î˛·‡fl ÒÚÓÍ‡ x1…xn, „‰Â xi –
‡ÁÎË˜Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1…, n}; ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ – Î˛·‡fl ÒÚÓÍ‡
x1…xn, „‰Â | |xi  – ‡ÁÎË˜Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ ËÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1…, n}. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ
(Symn, ⋅, id) „ÛÔÔÛ ‚ÒÂı ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1…, n}, „‰Â id – ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ. ëÛÊÂÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Symn (‚ÒÂı n-ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Ó˜Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚)
Î˛·ÓÈ ÏÂÚËÍË Ì‡ �n fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ Symn; ÓÒÌÓ‚Ì˚Ï ÔËÏÂÓÏ ÒÎÛÊËÚ

lp-ÏÂÚËÍ‡ 
i

n

i i
p

p

x y p
=
∑ −









 ≥

1

1

1| | ,  .

/

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ÓÔÂ‡ˆËflÏË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı fl‚Îfl˛ÚÒfl:
• í‡ÌÒÔÓÁËˆËfl ·ÎÓÍ‡, Ú.Â. ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ ÔÓ‰ÒÚÓÍË.
• èÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ  ÒËÏ‚ÓÎ‡,  Ú.Â.  Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËfl  ·ÎÓÍ‡,  ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó  ËÁ  Ó‰ÌÓ„Ó

ÒËÏ‚ÓÎ‡.
• ë‚ÓÔ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚, Ú.Â. ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÏÂÒÚ‡ÏË ‰‚Ûı ÒÓÒÂ‰ÌËı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚.
• é·ÏÂÌ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚, Ú.Â ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÏÂÒÚ‡ÏË Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ (‚ ÚÂÓËË

„ÛÔÔ ˝ÚÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËÂÈ).
• é‰ÌÓÛÓ‚ÌÂ‚˚È Ó·ÏÂÌ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚, Ú.Â. Ó·ÏÂÌ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ xi Ë xj, i < j, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ‰Îfl

Î˛·Ó„Ó k Ò i < k < j ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÎË·Ó min{xi, xj} > xk, ÎË·Ó xk > max{xi, xj}.
• êÂ‚ÂÒËfl ·ÎÓÍ‡, Ú.Â. ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ, ÒÍ‡ÊÂÏ, ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË x = x1…xn ‚

ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÛ x x X x xi i j n1 1 1 1 1… … …− − + +X X Xj j i  (Ú‡Í, Ò‚ÓÔ – ˝ÚÓ Â‚ÂÒËfl ·ÎÓÍ‡,
ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ ‰‚Ûı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚).

• êÂ‚ÂÒËfl ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ, Ú.Â. Â‚ÂÒËfl ‚ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ, ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ, Ò ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
ÛÏÌÓÊÂÌËÂÏ Ì‡ –1 ‚ÒÂı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ Â‚ÂÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ·ÎÓÍ‡.

çËÊÂ ÔÂÂ˜ËÒÎÂÌ˚ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÛÔÓÚÂ·ÎflÂÏ˚Â ÏÂÚËÍË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ë ‰Û„ËÂ
ÏÂÚËÍË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Symn.

ï˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı
ï˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı dH ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Symn,

ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË Á‡ÏÂÌ˚ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚. ùÚÓ –
·ËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡. èË ˝ÚÓÏ n–dH(x, y) – ˜ËÒÎÓ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ
ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË xy–1.

�-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÔËÏ‡Ì‡
�-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÔËÏ‡Ì‡ – ˝ÚÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Symn:

i

n

i ix y
=
∑ −

1

2( )

(ÒÏ. äÓÂÎflˆËfl �-‡Ì„‡ ëÔËÏ‡Ì‡, „Î. 17)

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ï‡Ò¯Ú‡·ÌÓÈ ÎËÌÂÈÍË ëÔËÏ‡Ì‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ï‡Ò¯Ú‡·ÌÓÈ ÎËÌÂÈÍË ëÔËÏ‡Ì‡ – ˝ÚÓ l1-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Symn:

i

n

i ix y
=
∑ −

1

| |

(ÒÏ. èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ï‡Ò¯Ú‡·ÌÓÈ ÎËÌÂÈÍË ëÔËÏ‡Ì‡, „Î. 17).
é·‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ëÔËÏ‡Ì‡ ·ËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚.
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�-‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÌ‰‡ÎÎ‡
�-‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÌ‰‡ÎÎ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ËÌ‚ÂÒËË, ÏÂÚËÍ‡ Ò‚ÓÔ‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ) I

fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Symn, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó
ÚÓÎ¸ÍÓ Ò‚ÓÔ˚ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚.

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÚÂÓËË „ÛÔÔ, I(x, y) – ˜ËÒÎÓ ÒÏÂÊÌ˚ı Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı
‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ı ËÁ Û. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, I(x, y) ÂÒÚ¸ ˜ËÒÎÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚ı ËÌ‚ÂÒËÈ ı Ë Û,
Ú.Â. Ô‡ (i, j), 1 ≤ < ≤i j n  Ò ( ) ( )x x y yi j i j− − < 0  (ÒÏ. äÓÂÎflˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ �
‡Ì„‡ äÂÌ‰‡ÎÎ‡, „Î. 17).

Ç [BCFS97] Ú‡ÍÊÂ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÏÂÚËÍË, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò ÏÂÚËÍÓÈ I(x, y):
1) 

  
min ( ( , ) ( , ));
Symz

z z
∈

− −+
n

I x I y1 1

2) 
  

max ( ,  );
Symz

z z
∈ n

I x y

3) 
  

min ( ,  ) ( ,  ),
Symz

z z
∈

=
n

I x y T x y  „‰Â í – ÏÂÚËÍ‡ ä˝ÎË;

4) åÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÓ-
ÛÓ‚ÌÂ‚˚È Ó·ÏÂÌ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ñ‡ÌËÂÎÒ‡–ÉËÎ¸·Ó
èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ñ‡ÌËÂÎ¸Ò‡–ÉËÎ¸·Ó ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Symn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl

Î˛·˚ı x, y ∈ Symn Í‡Í ˜ËÒÎÓ ÚÓÂÍ (i, j, k), 1 ≤ i < j < k ≤ n , Ú‡ÍËı ˜ÚÓ (xi, xj, xk) ÌÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÏ Ò‰‚Ë„ÓÏ (yi, yj, yk); ÓÌ‡ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,
ÍÓ„‰‡ ı – ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÈ Ò‰‚Ë„ Û (ÒÏ. [Monj98]).

åÂÚËÍ‡ ä˝ÎË
åÂÚËÍ‡ ä˝ÎË í ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Symn, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �,

‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ Ó·ÏÂÌ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚.
Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÚÂÓËË „ÛÔÔ, T (x, y) ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËÈ,

ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ı ËÁ Û. èË ˝ÚÓÏ n–T(x, y) – ˜ËÒÎÓ ˆËÍÎÓ‚ ‚
ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ xy–1. åÂÚËÍ‡ í fl‚ÎflÂÚÒfl ·ËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ.

åÂÚËÍ‡ ìÎ‡Ï‡
åÂÚËÍ‡ ìÎ‡Ï‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ) U  – ÏÂÚËÍ‡

Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Symn, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË
ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÒËÏ‚ÓÎÓ‚.

ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛-
˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl. èË ˝ÚÓÏ n–U(x, y) = LCS(x, y) =
= LIS(xy–1), „‰Â LCS(x, y) – ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓÈ ‰ÎËÌÌÓÈ Ó·˘ÂÈ ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË (ÌÂ
Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓ‰ÒÚÓÍË) ı Ë Û, ÚÓ„‰‡ Í‡Í LIS(z) – ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓÈ ‰ÎËÌÌÓÈ ‚ÓÁ‡Ò-
Ú‡˛˘ÂÈ ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË z ∈ Symn.

ùÚ‡ ÏÂÚËÍ‡ Ë ‚ÒÂ ¯ÂÒÚ¸ ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ÏÂÚËÍ fl‚Îfl˛ÚÒfl Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ÏË.

åÂÚËÍ‡ Â‚ÂÒËË
åÂÚËÍ‡ Â‚ÂÒËË – ÏÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Symn, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛-

˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË Â‚ÂÒËË ·ÎÓÍÓ‚.

åÂÚËÍ‡ Â‚ÂÒËË ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ
åÂÚËÍ‡ Â‚ÂÒËË ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ (ÔÓ ë‡ÌÍÓÙÙÛ, 1989) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Â‰‡Í-

ÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı 2nn ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1,…, n},
ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ‰Îfl �, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Â„Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‡ˆËË Â‚ÂÒËË ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ. ùÚ‡
ÏÂÚËÍ‡ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‚ ·ËÓÎÓ„ËË, „‰Â ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú
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Ó‰ÌÓıÓÏÓÒÓÏÌ˚È „ÂÌÓÏ, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚È Í‡Í ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÛ „ÂÌÓ‚ (‚‰ÓÎ¸
ıÓÏÓÒÓÏ), Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ËÏÂÂÚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ (Ú.Â. ÁÌ‡Í "+" ËÎË "–").

åÂÚËÍ‡ ˆÂÔÓ˜ÍË
åÂÚËÍ‡ ˆÂÔÓ˜ÍË (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÂ„ÛÔÔËÓ‚ÍË) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Symn

([Page65]), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ Symn Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÏËÌÛÒ 1
ˆÂÔÓ˜ÂÍ (ÔÓ‰ÒÚÓÍ) ′ … ′y yt1, ,  ÒÚÓÍË Û, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ı ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÚÓÍ‡ ËÁ ÌËı, Ú.Â.
x y yt= ′ … ′1, , .

ãÂÍÒËÍÓ„‡ÙË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ãÂÍÒËÍÓ„‡ÙË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Symn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| N(x) – N(y) |,

„‰Â N(x) – ÔÓfl‰ÍÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÓÁËˆËË (ËÁ 1,…, n!), Á‡ÌËÏ‡ÂÏÓÈ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ ı ‚
ÎÂÍÒËÍÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÏ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌËË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Symn.

Ç ÎÂÍÒËÍÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÏ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌËË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Symn Ï˚ ËÏÂÂÏ x x xn= …1 p

p y y yn= …1 ,  ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ËÌ‰ÂÍÒ 1 ≤ i  ≤  n, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ x1 = x1,…, xi–1 = yi–1,
ÌÓ xi < yi.

åÂÚËÍ‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ îÂ¯Â
åÂÚËÍ‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ îÂ¯Â ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl îÂ¯Â Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â

Sym∞ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

i
i

i i

i i

x y

x y=

∞

∑ −
+ −

1

1

2 1

| |

| |
.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ˜ËÒÎ‡ı, ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ı Ë Ï‡ÚËˆ‡ı

12.1.  êÄëëíéüçàü  çÄ  óàëãÄï

Ç ˝ÚÓÈ „Î‡‚Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ˚Â Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‚‡ÊÌ˚Â ÏÂÚËÍË Ì‡ ÍÎ‡ÒÒË-
˜ÂÒÍËı ˜ËÒÎÓ‚˚ı ÒËÒÚÂÏ‡ı: ÔÓÎÛÍÓÎ¸ˆÂ � Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, ÍÓÎ¸ˆÂ � ˆÂÎ˚ı
˜ËÒÂÎ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÓÎflı 	 , �  Ë � ‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı, ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı Ë ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı
˜ËÒÂÎ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‡Î„Â·‡ � Í‚‡ÚÂÌËÓÌÓ‚.

åÂÚËÍË Ì‡ Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÎ‡ı

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ıÓÓ¯Ó ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÏÂÚËÍ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â � Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı
˜ËÒÂÎ:

1. | n–m |; ÒÛÊÂÌËÂ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍË (ËÁ �) Ì‡ �.
2. p–α , „‰Â α – Ì‡Ë·ÓÎ¸¯‡fl ÒÚÂÔÂÌ¸ ‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ , ‰ÂÎfl˘‡fl m–n ‰Îfl

m ≠ n (Ë ‡‚Ì‡fl 0 ‰Îfl m = n); ÒÛÊÂÌËÂ -‡‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÏÂÚËÍË (ËÁ 	) Ì‡ �.

3. ln
. . .( , )

. . .( , )
;

l c m m n

g c d m n
 ÔËÏÂ ÏÂÚËÍË ‚‡Î˛‡ˆËË Â¯ÂÚÍË.

4. wr(n – m), „‰Â wr(n) – ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ r-‚ÂÒ ˜ËÒÎ‡ n; ÒÛÊÂÌËÂ ÏÂÚËÍË ‡ËÙ-
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ r-ÌÓÏ˚  (ËÁ �) Ì‡ �.

5. 
| |n m

mn

−
 (ÒÏ. å-ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 19)

6. 1
1+
+m n

 ‰Îfl m ≠ n (Ë ‡‚Ì‡fl 0 ‰Îfl m = n); ÏÂÚËÍ‡ ëÂÔËÌÒÍÓ„Ó.

ÅÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Ó ˝ÚËı ÏÂÚËÍ Ì‡ � ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌ˚ Ì‡ �. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó,
Î˛·Û˛ ËÁ ‚˚¯ÂÔÂÂ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÏÂÚËÍ ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï. ç‡ÔËÏÂ, ÏÂÚËÍÛ ëÂÔËÌÒÍÓ„Ó ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú

Ó·˚˜ÌÓ Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏ Ò˜ÂÚÌÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â X = {xn: n ∈ �} Í‡Í 1
1+
+m n

 ‰Îfl ‚ÒÂı

x, xn ∈ X Ò m ≠ n (Ë Í‡Í 0, ËÌ‡˜Â).

åÂÚËÍ‡ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ r-ÌÓÏ˚

èÛÒÚ¸ r ∈ �, r ≥ 2. èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌÓÈ r-‡ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ı Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ

x e r e r en
n= + ⋅⋅ ⋅ + +1 0 ,

„‰Â ei ∈ � Ë | |e ri <  ‰Îfl ‚ÒÂı i = 0,…, n. r-ÄÌ‡fl ÙÓÏ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ,
ÂÒÎË ˜ËÒÎÓ ÂÂ ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ. åËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ÙÓÏ‡ ÌÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â. é‰Ì‡ÍÓ ÂÒÎË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ei, 0 ≤ i ≤ n – 1,
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÛÒÎÓ‚ËflÏ | |e e ri i+ <+1  Ë | | | |,e e ei i i+ <+ +1 1  ÂÒÎË eiei+1 < 0, ÚÓ ‚˚¯Â-
ÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ÙÓÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Ë ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ; ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·Ó·-
˘ÂÌÌÓÈ ÌÂÒÏÂÊÌÓÈ ÙÓÏÓÈ. ÄËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ r-‚ÂÒ wr(x) ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ı ÂÒÚ¸
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ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ‚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ r-ÙÓÏÂ ˜ËÒÎ‡ ı, ‚ ˜‡ÒÚ-
ÌÓÒÚË ‚ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÌÂÒÏÂÊÌÓÈ ÙÓÏÂ.

åÂÚËÍ‡ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl r-ÌÓÏ˚ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Ernv85]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

wr(x – y).

-Ä‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸  – ÔÓÒÚÓÂ ˜ËÒÎÓ. ã˛·ÓÂ ÌÂÌÛÎÂ‚ÓÂ ‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ı ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸

ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Í‡Í x p
c

d
= α , „‰Â Ò  Ë d – ˆÂÎ˚Â ˜ËÒÎ‡, ‚Á‡ËÏÌÓ-ÔÓÒÚ˚Â Ò  , Ë α  –

ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ. -Ä‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ÌÓÏ‡ ˜ËÒÎ‡ ı
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í | | .x pp = −α  äÓÏÂ ÚÓ„Ó, Ï˚ Ò˜ËÚ‡ÂÏ, ˜ÚÓ | | .0 0p =

-Ä‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â 	  ‡ˆËÓ-
Ì‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | .x y p−

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÎÂÊËÚ ‚ ÓÒÌÓ‚Â ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‡Î„Â·˚  -‡‰Ë˜ÂÒÍËı ˜ËÒÂÎ.
àÏÂÌÌÓ, ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂ äÓ¯Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ 

  
( ,  | | )	 x y p−  ‰‡ÂÚ ÔÓÎÂ 	p

-‡‰Ë˜ÂÒÍËı ˜ËÒÂÎ, ÚÓ˜ÌÓ Ú‡Í ÊÂ Í‡Í ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂ äÓ¯Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
( ,  | |)	 x y−  Ò Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ | |x y−  ‰‡ÂÚ ÔÓÎÂ � ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ.

ç‡ÚÛ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ç‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |
, ,

, .
x y

y x x y

x y x y
− =

− − <
− − ≥





ÂÒÎË

ÂÒÎË

0

0

ç‡ �  ‚ÒÂ lp-ÏÂÚËÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò ÌÂÈ. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( ,  | |)� x y−
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔflÏÓÈ (ËÎË Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÔflÏÓÈ).

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓ„Ó ‰Û„Ëı ÔÓÎÂÁÌ˚ı ÏÂÚËÍ Ì‡ �. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‰Îfl ‰‡ÌÌÓ„Ó
0 < α  < 1 Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
| | .x y− α

åÂÚËÍ‡ ÌÛÎÂ‚Ó„Ó ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl
åÂÚËÍÓÈ ÌÛÎÂ‚Ó„Ó ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1+ −| |,x y

ÂÒÎË Ó‰ÌÓ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÓ ËÁ ˜ËÒÂÎ ı Ë Û fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï, Ë Í‡Í

| |x y−

ËÌ‡˜Â, „‰Â | |x y−  – Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Gile87]).

ä‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓÎÛÔflÏÓÈ
ä‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓÎÛÔflÏÓÈ  Á‡‰‡ÂÚÒfl Ì‡ ÔÓÎÛÔflÏÓÈ �>0 Í‡Í

max , ln .0
y

x







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ê‡Ò¯ËÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔflÏÓÈ
ê‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔflÏÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚Â � ∪  {+∞} ∪  {–∞}. éÒÌÓ‚Ì˚Ï ÔËÏÂÓÏ (ÒÏ., ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, [Cops68]) Ú‡ÍÓÈ
ÏÂÚËÍË fl‚ÎflÂÚÒfl

| ( ) ( ) |,f x f y−

„‰Â f x
x

x
( )

| |
=

+1
 ‰Îfl x ∈ �, f(+∞) = 1 Ë f(–∞) = –1. ÑÛ„‡fl ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ‡fl ÏÂÚ-

ËÍ‡ Ì‡ � ∪  {+∞} ∪  {–∞} Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

| arctgx – arctgy |,

„‰Â − < <1

2

1

2
π πarctg x  ‰Îfl –∞ < x < ∞ Ë arctg( ) .±∞ = ± 1

2
π

åÂÚËÍ‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÏÓ‰ÛÎfl
åÂÚËÍÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÏÓ‰ÛÎfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �  ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı

˜ËÒÂÎ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í
| z – u |,

„‰Â ‰Îfl Î˛·Ó„Ó z ∈ � ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ   | | | |z z z z z= + = +1 2 1
2

2
2i  fl‚ÎflÂÚÒfl Â„Ó

ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï ÏÓ‰ÛÎÂÏ. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , | |)� z − u  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔ-
ÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ (ËÎË ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ Ä„‡Ì‡). Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂ‡ ‰Û„Ëı ÔÓ-
ÎÂÁÌ˚ı ÏÂÚËÍ Ì‡ �  ÏÓÊÌÓ ÔË‚ÂÒÚË ÏÂÚËÍÛ ÅËÚ‡ÌÒÍÓÈ ÊÂÎÂÁÌÓÈ ‰ÓÓ„Ë,
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÛ˛ Í‡Í

  | | | |z + u

‰Îfl z ≠  u (Ë ‡‚ÌÛ˛ 0, ËÌ‡˜Â); -ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ, 1 ≤  p  ≤ ∞ (ÒÏ. (p, q)-
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 19), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÛ˛ Í‡Í

  

| |

(| | | | ) /
z

z

−
+

u

up p p1

‰Îfl   | | | |z + ≠u 0 (Ë ‡‚ÌÛ˛ 0, ËÌ‡˜Â); ‰Îfl p = 0 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ,
Á‡‰‡‚‡ÂÏÛ˛ ‰Îfl   | | | |z + ≠u 0 Í‡Í

  

| |

max{| |, | |}
.

z
z
− u

u

ïÓ‰‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ïÓ‰‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ d χ  ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â   � �= ∪ ∞{ }, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

Ì‡fl Í‡Í

 
d u

u

u
χ ( , )

| |

| | | |
z

z

z
= −

+ +

2

1 12 2

‰Îfl ‚ÒÂı z, u ∈ � Ë Í‡Í

 
dχ ( , )

| |
z

z
∞ =

+

2

1 2

‰Îfl ‚ÒÂı z ∈ � (ÒÏ. å-ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 19). åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
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( , )� dχ  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛. éÌ‡ „ÓÏÂÓÏÓÙÌ‡ Ë

ÍÓÌÙÓÏÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÒÙÂÂ.
àÏÂÌÌÓ, ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÒÙÂ‡ – ˝ÚÓ ÒÙÂ‡ ‚ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â 
3, ‡Ò-

ÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
3, Ì‡ ÍÓÚÓÛ˛ ‚ ÒÚÂÂÓ„‡-
ÙË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÂÍˆËË ‚Á‡ËÏÌÓ-Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚÒfl ‡Ò¯ËÂÌÌ‡fl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl
ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸. Ö‰ËÌË˜ÌÛ˛ ÒÙÂÛ   S x x x x x x2

1 2 3
3

1
2

2
2

3
2 1= ∈ + + ={( , , ) :  }
  ÏÓÊÌÓ ‡Ò-

ÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ËÏ‡ÌÓ‚Û ÒÙÂÛ, ‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸   �  ÏÓÊÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ËÚ¸ Ò ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛
x3 = 0 Ú‡Í, ˜ÚÓ ÂÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÓÒ¸ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò x1-ÓÒ¸˛, ‡ ÏÌËÏ‡fl ÓÒ¸ – Ò x2-ÓÒ¸˛.
èË ÒÚÂÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÂÍˆËË Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ z ∈ � ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓ˜ÍÂ
(x1, x2, x3) ∈  S2, ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ Í‡Í ÚÓ˜Í‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÎÛ˜‡, ÔÓ‚Â‰ÂÌÌÓ„Ó ËÁ
"ÒÂ‚ÂÌÓ„Ó ÔÓÎ˛Ò‡" (0, 0, 1) ÒÙÂ˚ ‚ ÚÓ˜ÍÛ z ÒÙÂ˚ S2; "ÒÂ‚ÂÌ˚È ÔÓÎ˛Ò"
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Û‰‡ÎÂÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ. ïÓ‰‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl
ÚÓ˜Í‡ÏË p, q ∈ S2 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ëı ÔÓÓ·‡Á‡ÏË     z, .u ∈ �

ïÓ‰‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ì‡
� �n n= ∪ ∞{ }. àÏÂÌÌÓ ‰Îfl Î˛·˚ı

d x y
x y

x y
χ ( , )

|| ||

|| || || ||
= −

+ +

2

1 1

2

2
2

2
2

Ë ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ �n

d x
x

χ ( , )
|| ||

,∞ =
+

2

1 2
2

„‰Â || ||⋅ 2  – Ó·˚˜Ì‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (�n, dχ) Ì‡-
Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ åfi·ËÛÒ‡. ùÚÓ ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
(ÒÏ. èÚÓÎÂÏÂÂ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ , „Î.1).

ÖÒÎË Á‡‰‡Ì˚ α > 0, β ≥ 0, p ≥ 1, ÚÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ıÓ‰‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �  (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡  ( , || || )�n ⋅ 2  Ë ‰‡ÊÂ Ì‡ Î˛·ÓÏ ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ( , || ||)),V ⋅  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  

| |

( | | ) ( | | )
./ /

z

z

−
+ ⋅ +

u

up p p pα β α β1 1

éÌ‡ ÎÂ„ÍÓ Ó·Ó·˘‡ÂÚÒfl Ë Ì‡ ÒÎÛ˜‡È � �( ).n

ä‚‡ÚÂÌËÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡

ä‚‡ÚÂÌËÓÌ˚ – ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÌÂÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚ÌÓÈ ‡Î„Â·˚ Ò ‰ÂÎÂÌËÂÏ � Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ �,
„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍË Â‡ÎËÁÛÂÏ˚Â ‚ ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ([Hami66]). ä‚‡ÚÂ-
ÌËÓÌ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ÙÓÏÂ q q q i q j q k qi= + + + ∈1 2 3 4 ,  ,�  „‰Â Í‚‡ÚÂÌËÓÌ˚ i, j Ë
k Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÓÒÌÓ‚Ì˚ÏË Â‰ËÌËˆ‡ÏË Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏ,
ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï Í‡Í Ô‡‚ËÎ‡ É‡ÏËÎ¸ÚÓÌ‡: i2 = j2 = k2 = –1 Ë ij = –ji = k.

çÓÏ‡ || ||q  Í‚‡ÚÂÌËÓÌ‡ q = q1 + q2i + q3j + q3k ∈ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || ,    .q qq q q q q q q q i q j q k= = + + + = − − −1
2

2
2

3
2

4
2

1 2 3 4

ä‚‡ÚÂÌËÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �  ‚ÒÂı Í‚‡-
ÚÂÌËÓÌÓ‚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ Í‡Í || || .x y−
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12.2.  êÄëëíéüçàü  çÄ  åçéÉéóãÖçÄï

åÌÓ„Ó˜ÎÂÌ – ‚˚‡ÊÂÌËÂ, fl‚Îfl˛˘ÂÂÒfl ÒÛÏÏÓÈ ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ó‰ÌÓÈ ËÎË ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, ÛÏÌÓÊÂÌÌ˚ı Ì‡ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚. åÌÓ„Ó˜ÎÂÌ ÓÚ Ó‰ÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ Ò
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ÏË) ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í   P P= =( )z

    
= ∈ ∈

=
∑
k

n

k
k

k ka a a
0

z ,  ( ).� �  åÌÓÊÂÒÚ‚Ó �  ‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı)

ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓ‚ Ó·‡ÁÛ˛Ú ÍÓÎ¸ˆÓ (�, +, ⋅, 0). éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡‰ � (Ì‡‰ �).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡
åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â � ‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ-

‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓ‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| P – Q ||,

„‰Â || ⋅ || – ÌÓÏ‡ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡, Ú.Â. Ú‡Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl || ⋅ ||: � → �, ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı P, Q ∈ � Ë
Î˛·Ó„Ó ÒÍ‡Îfl‡ k ËÏÂÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || P || ≥ 0 Ò || P || = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ P  = 0;
2) || || | | || ||;kP k P=
3) || || || || || ||P Q P Q+ ≤ +  (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ � Ó·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ÌÓÏ. lp-ÌÓÏ‡

(1 ≤ p ≤ ∞) ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ P a
k

n

k
k( )z z=

=
∑

0

 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || | | ,

/

P ap
k

n

k
p

p

=










=
∑

0

1

‰‡‚‡fl ÓÒÓ·˚Â ÒÎÛ˜‡Ë || || | |,  || || | |P a P a
k

n

k
k

n

k1
0

2
0

2= =
= =
∑ ∑  Ë || || max | | .P a

k n
k∞

≤ ≤
=

0

áÌ‡˜ÂÌËÂ || ||P ∞  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÒÓÚÓÈ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡. Lp-ÌÓÏ‡ (1 ≤ p ≤ ∞) ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡

  
P a

k

n

k
k( )z z=

=
∑

0

 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

P P
d

L
i p

p

p
=









∫

0

2 1

2

π
θ θ

π
| (e ) | ,

/

‰‡‚‡fl ÓÒÓ·˚Â ÒÎÛ˜‡Ë L P
d

P P
d

L
i

L
i

1 2
0

2

0

2

2 2
= =∫ ∫

π
θ

π
θθ

π
θ
π

| (e ) | ,  | (e ) |  Ë P
L∞

=

  
=

=
sup | ( ) | .
| |z

z
1

P

åÂÚËÍ‡ ÅÓÏ·¸ÂË
åÂÚËÍ‡ ÅÓÏ·¸ÂË (ËÎË ÒÍÓ·Ó˜Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚

ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â � ‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓ‚,
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ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í
[P – Q]p,

„‰Â [⋅]p, 0 ≤ p ≤ ∞, ÂÒÚ¸ -ÌÓÏ‡ ÅÓÏ·¸ÂË. ÑÎfl ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ P a
k

n

k
k( )z z=

=
∑

0

 ÓÌ‡ Á‡‰‡-

ÂÚÒfl Í‡Í

[ ] | | ,

/

P
n

k
ap

k

n p

k
p

p

= 















=

−

∑
0

1 1

„‰Â 
n

k






 – ·ËÌÓÏË‡Î¸Ì˚È ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ.

12.3.  êÄëëíéüçàü  çÄ  åÄíêàñÄï

m × n Ï‡ÚËˆ‡ A = ((aij)) Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ � ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Ú‡·ÎËˆÛ, ÒÓÒÚÓfl˘Û˛ ËÁ m
ÒÚÓÍ Ë n ÒÚÓÎ·ˆÓ‚ Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË aij ËÁ ÔÓÎfl �. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı m × n Ï‡ÚËˆ Ò
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ÏË) ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í Mm,n. éÌÓ Ó·‡-
ÁÛÂÚ „ÛÔÔÛ (Mm,n, +, 0m,n), „‰Â ((aij)) + ((bij)) = ((aij + bij)), ‡ Ï‡ÚËˆ‡ 0m,n ≡ 0, Ú.Â. ‚ÒÂ ÂÂ
˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ‡‚Ì˚ 0. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ mn-ÏÂÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡‰
� (Ì‡‰ �). í‡ÌÒÔÓÌËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ ‰Îfl Ï‡ÚËˆ˚ A = ((aij)) ∈ Mm,n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
Ï‡ÚËˆ‡ AT = ((aij)) ∈ Mn,m. ëÓÔflÊÂÌÌÓÈ Ú‡ÌÒÔÓÌËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ (ËÎË
ÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ) ‰Îfl Ï‡ÚËˆ˚ A = ((aij)) ∈ Mm,n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÚËˆ‡
A a Mij n m

∗ = ∈(( )) .,

å‡ÚËˆ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡‰‡ÚÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ, ÂÒÎË m = n. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Í‚‡‰-
‡ÚÌ˚ı n × n Ï‡ÚËˆ Ò ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ÏË) ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl
Í‡Í Mn. éÌÓ Ó·‡ÁÛÂÚ ÍÓÎ¸ˆÓ (Mn, +, 0), „‰Â + Ë 0n ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í ÛÍ‡Á‡ÌÓ ‚˚¯Â,

‡ (( )) (( )) .a b a bij ij
k

n

ik kj⋅ =




















=
∑

1

 éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ n2-ÏÂÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡‰ � (Ì‡‰ �). å‡ÚËˆ‡ A = ((aij)) ∈ Mn Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ, ÂÒÎË
aij = a j i ‰Îfl ‚ÒÂı i, j ∈  {1,…, n}, Ú.Â., ÂÒÎË A = A T. ëÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÚËÔ˚
Í‚‡‰‡ÚÌ˚ı n × n Ï‡ÚËˆ fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌË˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ 1n = ((cij)) Ò cii = 1 Ë cij = 0,
i ≠ j. ìÌËÚ‡Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡ U = ((uij)) ÂÒÚ¸ Í‚‡‰‡ÚÌ‡fl Ï‡ÚËˆ‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í
U –1 = U*, „‰Â U–1 – Ó·‡ÚÌ‡fl Ï‡ÚËˆ‡ ‰Îfl U , Ú.Â. U  ⋅ U–1 = 1n. éÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ
Ï‡ÚËˆÂÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÚËˆ‡ A ∈ Mm,n, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ A*A = 1n.

ÖÒÎË ‰Îfl Ï‡ÚËˆ˚ A ∈ Mn ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚ÂÍÚÓ ı, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ Ax = λx ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó
ÒÍ‡Îfl‡ λ , ÚÓ λ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ Ï‡ÚËˆ˚ Ä, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-
˘ËÏ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ‚ÂÍÚÓÛ ı. ÑÎfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ A ∈ Mm,n, ÂÂ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚Â
ÁÌ‡˜ÂÌËfl si(A) ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í Í‚‡‰‡ÚÌ˚Â ÍÓÌË ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ï‡ÚËˆ˚
A*A, „‰Â A* – ÒÓÔflÊÂÌÌ‡fl Ú‡ÌÒÔÓÌËÓ‚‡ÌÌ‡fl Ï‡ÚËˆ‡ ‰Îfl Ä . éÌË fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË, ÔË˜ÂÏ s1(A) ≥ s2(A) ≥ … .

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚
åÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Mm,n ‚ÒÂı

‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) m  × n Ï‡ÚËˆ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| A – B ||,
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„‰Â || ⋅ || – ÌÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚, Ú.Â. Ú‡Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl || ⋅ ||: M m , n  → � , ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı
A, B ∈ Mm,n Ë ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÒÍ‡Îfl‡ k ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || A || ≥ 0 Ò || A || = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ A  = 0m,n;
2) || kA || k | || A ||;
3) || A + B || ≤ || A || + || B || (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
ÇÒÂ ÏÂÚËÍË ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ Mm,n ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚. çÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚ || ⋅ || Ì‡

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Mn ‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) Í‚‡‰‡ÚÌ˚ı n × n Ï‡ÚËˆ
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛ·ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓÈ, ÂÒÎË ÓÌ‡ ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏ‡ Ò ÛÏÌÓÊÂÌËÂÏ Ï‡ÚËˆ,
Ú.Â. || AB || ≤ || A || ⋅ || B || ‰Îfl ‚ÒÂı A, B ∈ Mn. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó Mn Ò ÒÛ·ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓÈ
ÌÓÏÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ ‡Î„Â·ÓÈ.

èÓÒÚÂÈ¯ËÏ ÔËÏÂÓÏ ÏÂÚËÍË ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡
Ì‡ Mm,n (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Mm,n(�) ‚ÒÂı Ï‡ÚËˆ m × n Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ËÁ
ÔÓÎfl �), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í || A – B ||H, „‰Â || A  ||H – ÌÓÏ‡ ï˝ÏÏËÌ„‡ Ï‡ÚËˆ˚
A ∈ Mm,n, Ú.Â. ˜ËÒÎÓ ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ï‡ÚËˆ˚ Ä.

åÂÚËÍ‡ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÌÓÏ˚
åÂÚËÍ‡ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÌÓÏ˚ (ËÎË ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚, ÔÓ‰˜Ë-

ÌÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Mn ‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı
(ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) Í‚‡‰‡ÚÌ˚ı n × n Ï‡ÚËˆ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| A – B ||nat,

„‰Â || ⋅ ||nat – ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÌÓÏ‡ Ì‡ M n. ÖÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÌÓÏ‡ || ⋅ ||nat Ì‡ Mn,
ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ÌÓÏÓÈ ‚ÂÍÚÓ‡ || x ||^ x ∈ �n (x ∈ �n), ÂÒÚ¸ ÒÛ·ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚Ì‡fl
ÌÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| | sup
|| ||

|| ||
sup || || sup || || .nat

|| || || || || ||
A

Ax

x
Ax Ax

x x x
= = =

≠ = ≤0 1 1

ç‡ÚÛ‡Î¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÌÓÏ˚ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Ì‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Mm,n ‚ÒÂı m × n ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) Ï‡ÚËˆ: ÂÒÎË Á‡‰‡Ì˚
ÌÓÏ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ 

  
⋅

� m  Ì‡ �m Ë 
 
⋅

� n  Ì‡ �n, ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÌÓÏ‡ || A ||nat Ï‡ÚËˆ˚ A

∈ Mm,n, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ÌÓÏ‡ÏË 
 
⋅

� m  Ë 
  

⋅
� n , ÂÒÚ¸ ÌÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl

Í‡Í 

  

|| || sup .natA Ax
x n

m=
=�

�
1

åÂÚËÍ‡ -ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚
åÂÚËÍ‡ -ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ Mn,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || ,natA B p−

„‰Â || ||nat⋅ p  – -ÌÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚, Ú.Â. ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÌÓÏ‡, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl lp-ÌÓÏÓÈ
‚ÂÍÚÓ‡, 1 ≤ p ≤ ∞:

|| || max || || ,nat
|| ||

A Axp

x
p

p

=
=1

„‰Â

|| || | | .

/

x xp
i

n

i
p

p

=










=
∑

1

1
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å‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÒÚÓÎ·ˆÓ‚ (ÚÓ˜ÌÂÂ, Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚË-
ÍÓÈ ÌÓÏ˚ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚ı ÒÛÏÏ ÔÓ ÒÚÓÎ·ˆ‡Ï) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ 1-ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚
|| ||natA B− 1  Ì‡ M n. 1-çÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚ || || ,nat⋅ 1 , ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl l1-ÌÓÏÓÈ  ‚ÂÍÚÓ-
‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÌÓÏÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚ı ÒÛÏÏ ÔÓ ÒÚÓÎ·ˆ‡Ï.
ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ A = ((aij)) ∈  Mn ÂÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

|| || max | | .natA a
j n

i

n

ij
1

1
1

=
≤ ≤

=
∑

å‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÒÚÓÍ (ÚÓ˜ÌÂÂ, Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ
ÌÓÏ˚ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚ı ÒÛÏÏ ÔÓ ÒÚÓÍ‡Ï) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ �-ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚
|| ||natA B− ∞  Ì‡ M n. ∞-çÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚ || || ,nat⋅ ∞  ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl l∞-ÌÓÏÓÈ  ‚ÂÍÚÓ‡,
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÌÓÏÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚ı ÒÛÏÏ ÔÓ ÒÚÓÍ‡Ï. ÑÎfl
Ï‡ÚËˆ˚ A = ((aij)) ∈ Mn ÂÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

|| || max | | .natA a
j n

j

n

ij
∞

≤ ≤
=

= ∑
1

1

åÂÚËÍ‡ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÓÈ ÌÓÏ˚ – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ 2-ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ || ||natA B− 2  Ì‡ Mn.
ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ A = ((aij)) ∈ Mn ÂÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

|| A ||sp = (Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ A*A)1/2,

„‰Â Ï‡ÚËˆ‡ A a Mij n
∗ = ∈(( )  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Ú‡ÌÒÔÓÌËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ

Ï‡ÚËˆ˚ Ä (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ äË î‡Ì‡, „Î. 14).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ îÓ·ÂÌËÛÒ‡
åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ îÓ·ÂÌËÛÒ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ Mm,n, ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌ‡fl Í‡Í
|| A – B ||Fr,

„‰Â || ⋅ ||Fr – ÌÓÏ‡ îÓ·ÂÌËÛÒ‡. ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ A = ((aij)) ∈ Mm,n ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || | | .FrA a
i

m

j

n

ij=
= =
∑ ∑

1 1

2

éÌ‡ ‡‚Ì‡ Ú‡ÍÊÂ Í‚‡‰‡ÚÌÓÏÛ ÍÓÌ˛ ËÁ ÒÎÂ‰‡ Ï‡ÚËˆ˚ A*A, „‰Â Ï‡ÚËˆ‡
A aji

∗ = (( ))  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓÔflÊÂÌÌÓÈ Ú‡ÌÒÔÓÌËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ ‰Îfl Ï‡ÚËˆ˚ Ä
ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, Í‚‡‰‡ÚÌÓÏÛ ÍÓÌ˛ ËÁ ÒÛÏÏ˚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ λ i Ï‡Ú-

Ëˆ˚ A*A: || || ( )Fr

min{ , }

A Tr A A
i

m n

i= =∗

=
∑

1

λ  (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ò‡ÚÂÌ‡, „Î. 13). ùÚ‡

ÌÓÏ‡ ÔÓÓÊ‰ÂÌ‡ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Mm,n, ÌÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÛ·ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓÈ ‰Îfl m = n.

åÂÚËÍ‡ (c, p)-ÌÓÏ˚
èÛÒÚ¸ k ∈ �, k ≤ min{m, n}, c ∈ �k, c1 ≥ c2 ≥ ⋅⋅⋅ ≥ ck > 0 Ë 1 ≤ p < ∞. åÂÚËÍ‡ (c, p)-

ÌÓÏ˚ – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ Mm,n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || ,( , )A B c p
k−
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„‰Â || ||( , )⋅ c p
k  (c, p)-ÌÓÏ‡ Ì‡ Mm,n. ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ A ∈ Mm,n ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || ( ) ,( , )

/

A c s Ac p
k

i

k

i i
p

p

=










=
∑

1

1

„‰Â s1(A) ≥ s2(A) ≥ ⋅⋅⋅ ≥ sk(A) – ÔÂ‚˚Â k ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ï‡ÚËˆ˚ Ä. ÖÒÎË p = 1,
ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ò-ÌÓÏÛ. ÖÒÎË, ·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, c1 = ⋅ ⋅ ⋅ = c k = 1, ÚÓ ËÏÂÂÏ k-ÌÓÏÛ
äË î‡Ì‡.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ äË î‡Ì‡
ÑÎfl k ∈ �, k ≤ min{m, n} ÏÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ äË î‡Ì‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚

Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ Mm,n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || ,KFA B k−

„‰Â || ||KF⋅ k  – k-ÌÓÏ‡ äË î‡Ì‡ Ì‡ Mm,n. ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ A ∈ Mm,n ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
ÒÛÏÏ‡ ÂÂ ÔÂ‚˚ı k ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ:

|| || ( ).KFA s Ak

i

k

i=
=
∑

1

ÑÎfl k = 1 Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÔÂÍÚ‡Î¸ÌÛ˛ ÌÓÏÛ. ÑÎfl k = min{m, n} ËÏÂÂÏ ÒÎÂ‰Ó‚Û˛
ÌÓÏÛ.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ò‡ÚÂÌ‡
ÖÒÎË ‰‡ÌÓ 1 ≤ p < ∞, ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ò‡ÚÂÌ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡

Mm,n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || ,SchA B p−

„‰Â || ||Sch⋅ p  – -ÌÓÏ‡ ò‡ÚÂÌ‡ Ì‡ Mm,n. ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ A ∈ Mm,n ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
ÍÓÂÌ¸ -È ÒÚÂÔÂÌË ËÁ ÒÛÏÏ˚ -ı ÒÚÂÔÂÌÂÈ ‚ÒÂı ÂÂ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ:

|| || ( ) .Sch

min{ , } /

A s Ap

i

m n

i
p

p

=










=
∑

1

1

ÑÎfl p = 2 Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÌÓÏÛ îÓ·ÂÌËÛÒ‡, ‡ ‰Îfl p = 1 – ÒÎÂ‰Ó‚Û˛ ÌÓÏÛ.

åÂÚËÍ‡ ÒÎÂ‰Ó‚ÓÈ ÌÓÏ˚
åÂÚËÍÓÈ ÒÎÂ‰Ó‚ÓÈ ÌÓÏ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ì‡ Mm,n, ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ÒÛÏÏ‡ ‚ÒÂı ÂÂ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ :

|| A – B ||tr,

„‰Â || ⋅ ||tr – ÒÎÂ‰Ó‚‡fl ÌÓÏ‡ Ì‡ Mm,n. ÑÎfl Ï‡ÚËˆ˚ A ∈ M m,n ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
ÒÛÏÏ‡ ‚ÒÂı ÂÂ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ:

|| || ( ).tr

min{ , }

A s A
i

m n

i=
=
∑

1
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åÂÚËÍ‡ êÓÁÂÌ·Î˛Ï‡–ñÙ‡ÒÏ‡Ì‡
èÛÒÚ¸ Mm,n(�q) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı m × n Ï‡ÚËˆ Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ËÁ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓÎfl

�q. çÓÏ‡ êÓÁÂÌ·Î˛Ï‡–ñÙ‡ÒÏ‡Ì‡ || ⋅ ||RT Ì‡ Mm,n(�q) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡-
ÁÓÏ: ÂÒÎË m = 1 Ë a = (ξ1, ξ2,…, ξn) ∈ M1,n(�q), ÚÓ || 01,n ||RT = 0 Ë || a ||RT = max{i|ξi ≠ 0}
‰Îfl a ≠ 01,n; ÂÒÎË A  = (a 1,…, am)T ∈  M m,n(�q), a j ∈ M1,n(�q), 1 ≤  j  ≤  m , ÚÓ

|| || || || .RT RTA a
j

m

j=
=
∑

1

åÂÚËÍÓÈ êÓÁÂÌ·Î˛Ï‡–ñÙ‡ÒÏ‡Ì‡ ([RoTs96]) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚
Ï‡ÚËˆ˚ (Ì‡ Ò‡ÏÓÏ ‰ÂÎÂ ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍ‡) Ì‡ Mm,n(�q), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| A – B ||RT.

ì„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ „‡ÒÒÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó G(m, n) ‚ÒÂı n-ÏÂÌ˚ı ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚

Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ 
m; ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ
‡ÁÏÂÌÓÒÚË n(m–n).

ÖÒÎË ËÏÂ˛ÚÒfl ‰‚‡ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ A, B ∈ G (m, n), ÚÓ „Î‡‚Ì˚Â Û„Î˚
π θ θ
2

01≥ ≥ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ ≥n  ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl (‰Îfl k = 1,…, n) ËÌ‰ÛÍÚË‚ÌÓ Í‡Í

cos max max ( ) ,θk
x A y B

T k T kx y x y= =
∈ ∈

ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl || || || || ,  ,  x y x x y yT i T i
2 2 1 0 0= = = =  ‰Îfl 1 ≤ i ≤ k – 1, „‰Â

|| ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡. ÉÎ‡‚Ì˚Â Û„Î˚ ÏÓ„ÛÚ Á‡‰‡‚‡Ú¸Òfl Ú‡ÍÊÂ ˜ÂÂÁ ÓÚÓ-
ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Â Ï‡ÚËˆ˚ Q A Ë QB, Ì‡ ÍÓÚÓ˚Â Ì‡ÚflÌÛÚ˚ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ä Ë Ç
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ: ËÏÂÌÌÓ n  ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ï‡ÚËˆ˚
QAQB ∈ Mn ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì˚ Í‡Í cosθ1,…, cosθn.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl (ÔÓ
ÇÓÌ„Û, 1967) Í‡Í

2
1

2

i

n

i
=
∑ θ .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ÚËÌ‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ln
cos

.
i

n

i=
∏

1
2
1

θ

ÖÒÎË ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ‡‚ÚÓÂ„ÂÒÒË‚Ì˚Â ÏÓ‰ÂÎË, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
å‡ÚËÌ‡ ÏÓÊÂÚ ‚˚‡Ê‡Ú¸Òfl ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÂÔÒÚ‡ ‡‚ÚÓÍÓÂÎflˆËÓÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË
˝ÚËı ÏÓ‰ÂÎÂÈ (ÒÏ. äÂÔÒÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ÚËÌ‡, „Î. 21).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÄÁËÏÓ‚‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

θ1.

éÌÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚‡ÊÂÌÓ Ú‡ÍÊÂ ˜ÂÂÁ ÙËÌÒÎÂÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË
G(m, n).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÔÛÒÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

sinθ1.
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éÌÓ ÏÓÊÂÚ ‚˚‡Ê‡Ú¸Òfl Ú‡ÍÊÂ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÔÓÂÍÚË-
Ó‚‡ÌËfl Í‡Í l2-ÌÓÏ‡ ‡ÁÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Ä  Ë Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ. åÌÓ„ËÂ ‚‡Ë‡ˆËË ˝ÚÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ ÚÂÓËË ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl
(ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÔÓÔÛÒÍ‡, „Î. 18).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÓ·ÂÌËÛÒ‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

2
1

2

i

n

i
=
∑ sin .θ

éÌÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚‡ÊÂÌÓ Ú‡ÍÊÂ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÔÓ-
ÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl Í‡Í ÌÓÏ‡ îÓ·ÂÌËÛÒ‡ ‡ÁÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Ä Ë Ç

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 
i

n

i
=
∑

1

2sin θ  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ıÓ‰‡Î¸Ì˚Ï

‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ.

èÓÎÛÏÂÚËÍË Ì‡ ÒıÓ‰ÒÚ‚‡ı
ëÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰‚Â ÔÓÎÛÏÂÚËÍË ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÒıÓ‰ÒÚ‚ d1 Ë d2 Ì‡

‰‡ÌÌÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ï (·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı
ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı Ï‡ÚËˆ).

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ãÂÏ‡Ì‡ (ÒÏ. ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÌ‰‡ÎÎ‡ Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı, „Î. 11)
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  

| {({ , },{ , }) :  ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) } |

| |
,

x y u d x y d u d x y d u

X

v v v1 1 2 2
2

0

1

2

− − <
+





„‰Â ({x, y}, {u, v}) – Î˛·‡fl Ô‡‡ ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı Ô‡ {x, y}, {u, v} ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ x, y, u,
v ËÁ ï.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ä‡ÛÙÏ‡Ì‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  

| {({ , },{ , }) :  ( ( , ) ( , )) ) ( , ) ( , )) } |

| {({ , },{ , }) :  ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) } |
.

x y u d x y d u d x y d u

x y u d x y d u d x y d u

v v v
v v v

1 1 2 2

1 1 2 2

0

0

− − <
− − ≠
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îÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚È ‡Ì‡ÎËÁ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Î‡ÒÚ¸˛ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË, ÍÓÚÓ‡fl Á‡ÌËÏ‡ÂÚÒfl
ËÁÛ˜ÂÌËÂÏ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚. í‡ÍÓÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÒÎÓ‚‡ ÙÛÌÍˆËÓ-
Ì‡Î¸Ì˚È ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÓÚ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ËÒ˜ËÒÎÂÌËfl, „‰Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËË,
‡„ÛÏÂÌÚÓÏ ÍÓÚÓ˚ı fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËfl. ç‡ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÏ ˝Ú‡ÔÂ ÔÂ‰ÏÂÚÓÏ
ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl ËÁÛ˜ÂÌËÂ ÔÓÎÌ˚ı ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÌ˚ı
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, Ú.Â. ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡
ÔËÏÂÓÏ ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ËÁÏÂËÏ˚ı ÔÓ
ãÂ·Â„Û ÙÛÌÍˆËÈ, -fl ÒÚÂÔÂÌ¸ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÍÓÚÓ˚ı ËÏÂÂÚ ÍÓÌÂ˜Ì˚È
ËÌÚÂ„‡Î. ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ‚ ÍÓÚÓ-
ÓÏ ÌÓÏ‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ËÁ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl. èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, ‚ ÙÛÌÍˆËÓ-
Ì‡Î¸ÌÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ ËÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â ÎËÌÂÈÌ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚Â
Ì‡ ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı Ë „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı.

13.1.  åÖíêàäà  çÄ  îìçäñàéçÄãúçõï  èêéëíêÄçëíÇÄï

èÛÒÚ¸ I ⊂  �  – ÓÚÍ˚Ú˚È ËÌÚÂ‚‡Î (Ú.Â. ÌÂÔÛÒÚÓÂ Ò‚flÁÌÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó)
‚ �. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f : I → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ
Ì‡ I, ÂÒÎË ÓÌ‡ ‡ÁÎÓÊËÏ‡ ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡ ‚ ÓÚÍ˚ÚÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Ux0

 Í‡Ê‰ÓÈ

ÚÓ˜ÍË x0 ∈  I : f(x ) = 
n

n
nf x

n
x x

=

∞

∑ −
0

0
0

( ) ( )

!
( )  ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x  ∈ Ux0

.  èÛÒÚ¸ D ⊂  �  –

Ó·Î‡ÒÚ¸ (Ú.Â. ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó) ‚ �. äÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl
f : I → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ (ËÎË ÔÓÒÚÓ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ) Ì‡ D ,
ÂÒÎË ÓÌ‡ ‡ÁÎÓÊËÏ‡ ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡ ‚ ÓÚÍ˚ÚÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË
z0 ∈  D. äÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl f fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡ D ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,
ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ „ÓÎÓÏÓÙÌ‡ Ì‡ D , Ú.Â. Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ

′ = −
−→

f
f f

( ) lim
( ) ( )

z
z z
z zz z

0
0

00

 ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ z0 ∈  D.

àÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
àÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl L1-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â C[a, b] ‚ÒÂı

ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ ‰‡ÌÌÓÏ ÓÚÂÁÍÂ [a, b],
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

a

b

f x g x dx∫ −| ( ) ( ) | .

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í
C a b[ , ]

1  Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
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Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó (ËÎË Ò˜ÂÚÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó) ÚÓÔÓÎÓ-
„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı

ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f : X → �(�) Í‡Í 
X

f x g x dx∫ −| ( ) ( ) | .

ê‡‚ÌÓÏÂÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ê‡‚ÌÓÏÂÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË sup-ÏÂÚËÍ‡) ÂÒÚ¸ L�-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â C[a, b]

‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ ‰‡ÌÌÓÏ ÓÚÂÁÍÂ
[a, b], ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

sup | ( ) ( ) | .
[ , ]x a b

f x g x
∈

−

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í
C a b[ , ]

∞  Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

é·Ó·˘ÂÌËÂÏ C a b[ , ]
∞  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ C(X), Ú.Â.

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â,
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı) ÙÛÌÍˆËÈ f : X → � ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï Ò L∞-ÏÂÚËÍÓÈ
sup | ( ) ( ) | .
x X

f x g x
∈

−

ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ C(X, Y) ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı) ÙÛÌÍˆËÈ f : X → Y ËÁ Ó‰ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚ‡ (X, dX) ‚ ‰Û„ÓÈ
(X, dY) sup-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÙÛÌÍˆËflÏË f, g ∈  C(X, Y) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
sup ( ( ), ( )).
x X

Yd f x g x
∈

 åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó C a b[ , ]
∞  Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

C a b[ , ]
1  fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚‡ÊÌÂÈ¯ËÏË ÒÎÛ˜‡flÏË ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ C pa b

p
[ , ],  1 ≤ ≤ ∞

Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â C[a, b] Ò L p-ÏÂÚËÍÓÈ 
a

b
p

p

f x g x dx∫ −








| ( ) ( ) | .

/1

 èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó C a b
p

[ , ]

fl‚ÎflÂÚÒfl ÔËÏÂÓÏ Lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ·‡ÍÓ‚Ó‰‡
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÓ·‡ÍÓ‚Ó‰‡ Ì‡Á˚‡‚ÂÚÒfl

ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÙÛÌÍˆËÈ f : [0, 1] → X, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

inf sup ( ( ), ( ( )),
[ , ]σ

σ
t

d f t g t
∈ 0 1

„‰Â σ: [0, 1] → [0, 1] ÂÒÚ¸ ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl, Ú‡Í‡fl
˜ÚÓ σ(0) = 0, σ(1) = 1. Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚÌ˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍË îÂ¯Â.
èËÏÂÌflÂÚÒfl ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ÍË‚˚ÏË.

åÂÚËÍ‡ ÅÓ‡
èÛÒÚ¸ � – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÏÂÚËÍÓÈ ρ. çÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl

f : �  → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ, ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ε > 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
l = l(ε) > 0, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È ËÌÚÂ‚‡Î [t0, t0 + l(ε)] ÒÓ‰ÂÊËÚ ÔÓ ÏÂÌ¸¯ÂÈ ÏÂÂ Ó‰ÌÓ
˜ËÒÎÓ τ , ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ρ(f(t), f(t + τ)) < ε, –∞ < t < +∞.

åÂÚËÍÓÈ ÅÓ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ  ̊|| f – g || Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Äê ‚ÒÂı ÔÓ˜ÚË
ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÌÓÏÓÈ

|| ||  sup | ( ) | .f f t
t

=
−∞< <+∞
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íÂÏ Ò‡Ï˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Äê ÔÂ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. çÂÍÓÚÓ-
˚Â Ó·Ó·˘ÂÌËfl ÔÓ˜ÚË ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ ·˚ÎË ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ
‰Û„Ëı ÌÓÏ; ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÚÂÔ‡ÌÓ‚‡, ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ç˝ÈÎfl, ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡
Ë åÂÚËÍÛ ÅÓıÌÂ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÚÂÔ‡ÌÓ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÚÂÔ‡ÌÓ‚‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÁÏÂËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ

f : �  → �  Ò ÒÛÏÏËÛÂÏÓÈ -È ÒÚÂÔÂÌ¸˛ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÏ ËÌÚÂ„‡ÎÂ,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

  

sup | ( ) ( ) | .

/

x
x

x l
p

p

l
f x g x dx

∈

+

∫ −










�

1
1

êêêê‡‡‡‡ÒÒÒÒÒÒÒÒÚÚÚÚÓÓÓÓflflflflÌÌÌÌËËËËÂÂÂÂ    ÇÇÇÇÂÂÂÂÈÈÈÈÎÎÎÎflflflfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÚÓÏ ÊÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â, Á‡‰‡ÌÌÓÂ Í‡Í

  

lim sup | ( ) ( ) | .

/

l x
x

x l
p

p

l
f x g x dx

→∞ ∈

+

∫ −










�

1
1

ùÚËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËflÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÔÓ˜ÚË ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË
ëÚÂÔ‡ÌÓ‚‡ Ë Ç˝ÈÎfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÁÏÂËÏ˚ı

ÙÛÌÍˆËÈ f : �  → �  Ò ÒÛÏÏËÛÂÏÓÈ -È ÒÚÂÔÂÌ¸˛ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÏ
ËÌÚÂ„‡ÎÂ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

lim | ( ) ( ) | .

/

T
T

T
p

p

T
f x g x dx

→∞
−
∫ −











1

2

1

ùÚËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËflÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÔÓ˜ÚË ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË
ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡.

• åÂÚËÍ‡ ÅÓıÌÂ‡
ÑÎfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ò ÏÂÓÈ (Ω, �, µ) ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, || ⋅ ||V) Ë 1 ≤ p ≤ ∞

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÅÓıÌÂ‡ (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ãÂ·Â„‡–ÅÓıÌÂ‡) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ËÁÏÂËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f : Ω → V, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ || || .

( , )
f

L Vp Ω
< ∞  á‰ÂÒ¸

ÌÓÏ‡ ÅÓıÌÂ‡ | ||
( , )

f
L Vp Ω

 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
Ω
∫









|| ( ) || ( )

/

f dV
p

p

ω µ ω

1

 ‰Îfl 1 ≤ p < ∞ Ë

Í‡Í ess f Vω ω∈Ω || ( ) || . ‰Îfl p = ∞.

-ÏÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡
èË ‰‡ÌÌÓÏ 1 ≤ p  ≤ ∞  ÔÛÒÚ¸ Lp(∆ ) – Lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÎÂ·Â„Ó‚˚ı ËÁÏÂËÏ˚ı

ÙÛÌÍˆËÈ f Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ 

  

∆
∆

= ∈ < =








 < ∞∫{ :| | } c || || | ( ) | ( ) .

/

z z z z� 1

1

f f dp
p

p

µ

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÅÂ„Ï‡Ì‡ Lp
a ( )∆  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

Lp(∆), ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ, Ë -ÏÂÚËÍÓÈ ÅÂ„Ï‡Ì‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
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Lp-ÏÂÚËÍ‡ Lp
a ( )∆  (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡, „Î. 7). ã˛·ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÅÂ„Ï‡Ì‡

fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

åÂÚËÍ‡ ÅÎÓı‡

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÅÎÓı‡ Ç Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ ∆ = {z ∈ � : | z | < 1} ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó

‚ÒÂı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ f Ì‡ ∆ , Ú‡ÍËı ˜ÚÓ 
  
|| ||  sup( | | ) | ( ) |  .Bf f= − ′ < ∞

∈z
z z

∆
1 2

èË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ÔÓÎÌÓÈ ÔÓÎÛÌÓÏ˚ || ⋅ ||B ÌÓÏ‡ Ì‡ Ç Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

|| ||   | ( ) | || || .Bf f f= +0

åÂÚËÍÓÈ ÅÎÓı‡ Ì‡Á˚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || f – g || Ì‡ Ç; ÓÌ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ Ç ‚
·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

åÂÚËÍ‡ ÅÂÒÓ‚‡
ÖÒÎË 1 < p  < ∞ , ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÅÂÒÓ‚‡ Bp Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ ∆  ] {z ∈

∈ �  : | z | < 1} ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ f ‚ ∆ , Ú‡ÍËı ˜ÚÓ

  

|| || ( | | ) | ( ) | ( ) ,

/

f f dB
p p

p

p
= − ′









∫

∆

1 2

1

z z zλ  „‰Â 
 
d

dλ µ
( )

( )

( | | )
z

z

z
=

−1 2 2  – ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂ‡

åfi·ËÛÒ‡ Ì‡ ∆. èË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ÔÓÎÌÓÈ ÔÓÎÛÌÓÏ˚ || ||⋅ Bp
 ÌÓÏ‡ Bp Ì‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl

Í‡Í
|| ||   | ( ) || || .f f f Bp

= +0

åÂÚËÍ‡ ÅÂÒÓ‚‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || f – g || Ì‡ Bp. éÌ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ Bp ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó B2 fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÑËËıÎÂ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı
Ì‡ ÙÛÌÍˆËÈ ∆ Ò Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌsÏ ÏÂÚËÍÓÈ
ÑËËıÎÂ. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÅÎÓı‡ Ç ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í B∞.

åÂÚËÍ‡ ï‡‰Ë
ÖÒÎË 1 ≤ p  < ∞ , ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ï‡‰Ë Hp(∆) ÂÒÚ¸ ÍÎ‡ÒÒ ÙÛÌÍˆËÈ, ‡Ì‡ÎËÚË-

˜ÂÒÍËı Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ ∆ = {z ∈ � : | z | < 1} Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÓÒÚ‡ ‰Îfl ÌÓÏ˚ ï‡‰Ë || || :⋅

H p

|| || sup | ( ) | .
( )

/

f f re d
H

r

i p

p

p ∆
=









 < ∞

< <
∫

0 1
0

2 1

1

2π
θ

π
θ

åÂÚËÍ‡ ï‡‰Ë – ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || ||
( )

f g
H p−

∆
 Ì‡ Hp(∆). éÌ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ Hp(∆) ‚

·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.
Ç ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï‡‰Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„‡ÏË Lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚

ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡. í‡ÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Í‡Í ‚ Ò‡ÏÓÏ
Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ, Ú‡Í Ë ‚ ÚÂÓËË ‡ÒÒÂflÌËfl Ë ÚÂÓËË ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl (ÒÏ. „Î. 18).

åÂÚËÍ‡ ˜‡ÒÚË
åÂÚËÍÓÈ ˜‡ÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Ó·Î‡ÒÚË D ‚ �2, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

sup  ln
( )

( )
 

f H

f x

f y∈ +









204 ó‡ÒÚ¸ III. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ �
2, „‰Â H + – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËı

ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ Ó·Î‡ÒÚË D.
Ñ‚‡Ê‰˚ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ‡fl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f : D → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡ D, ÂÒÎË ÂÂ Î‡ÔÎ‡ÒË‡Ì ∆f
f

x

f

x
= ∂

∂
+ ∂

∂

2

1
2

2

2
2  Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ Ì‡ D .

åÂÚËÍ‡ éÎË˜‡
èÛÒÚ¸ M(u) – ˜ÂÚÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl

‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ‰Îfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó u Ë lim ( ) lim ( ( )) .
u u

u M u u M u
→

−

→∞

−= =
0

1 1 0  Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â

ÙÛÌÍˆËfl p(v) = M'(v) ÌÂ Û·˚‚‡ÂÚ Ì‡ [0, ∞), p(0) = 
  
lim ( )
v

v
→

=
0

0p  Ë p(v) > 0 ÔË v > 0.

ÖÒÎË Á‡‰‡Ú¸ 

  
M u p d

u

( ) ( )
| |

= ∫
0

v v Ë 

  
N u p d

u

( ) ( )
| |

= ∫ −

0

1 v v, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ô‡Û (M (u), N(u))

‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ.
èÛÒÚ¸ (M(u), N(u)) ·Û‰ÂÚ Ô‡‡ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ë ÔÛÒÚ¸

G – Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ �Ú. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó éÎË˜‡ L GM
∗ ( )  ÂÒÚ¸

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÁÏÂËÏ˚ı ÔÓ ãÂ·Â„Û ÙÛÌÍˆËÈ f Ì‡ G, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ
ÛÒÎÓ‚Ë˛ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËfl ‰Îfl ÌÓÏ˚ éÎË˜‡ || f ||M:

|| || sup ( ) ( ) : ( ( )) .f f t g t dt N g t dtM

G G

= ≤











< ∞∫ ∫ 1

åÂÚËÍ‡ éÎË˜‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || f – g ||M Ì‡ L GM
∗ ( ).  éÌ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ L GM

∗ ( ).  ‚
·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ([Orli32]).

ÖÒÎË M(u) = up, 1 < p < ∞, ÚÓ L GM
∗ ( ).  ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Lp(G) Ë Lp-ÌÓÏ‡

|| f ||p ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò || f ||M Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÏÌÓÊËÚÂÎfl. çÓÏ‡ éÎË˜‡
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ ÌÓÏÂ ã˛ÍÒÂÏ·Û„‡ || f ||M ≤ || f ||M ≤ 2|| f ||(M).

åÂÚËÍ‡ éÎË˜‡–ãÓÂÌˆ‡
èÛÒÚ¸ w : (0, ∞) →(0, ∞) – ÌÂ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl. èÛÒÚ¸ M : [0, ∞) → [0, ∞) –

ÌÂÛ·˚‚‡˛˘‡fl Ë ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ò M(0) = 0 Ë ÔÛÒÚ¸ G – Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ �n.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ éÎË˜‡–ãÓÂÌˆ‡ Lw, M(G) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ËÁÏÂË-
Ï˚ı ÔÓ ãÂ·Â„Û ÙÛÌÍˆËÈ f Ì‡ G, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛
‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËfl ‰Îfl ÌÓÏ˚ éÎË˜‡–ãÓÂÌˆ‡ || f ||w, M:

|| || inf : ( )
( )

,,

*

f w x M
f x

dxw M = >






≤











< ∞

∞

∫λ
λ

0 1
0

„‰Â f x t f t x*( ) sup{ : (| |  ) }= ≥ ≥µ  – ÌÂ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ f.
åÂÚËÍ‡ éÎË˜‡–ãÓÂÌˆ‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ || f – g  ||w, M Ì‡ L w, M(G). éÌ‡

ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ Lw, M(G) ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó éÎË˜‡–ãÓÂÌˆ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ éÎË˜‡

L GM
* ( )  (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ éÎË˜‡) Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ãÓÂÌˆ‡ Lw, M(G), 1 ≤ q < ∞  ‚ÒÂı

ËÁÏÂËÏ˚ı ÔÓ ãÂ·Â„Û ÙÛÌÍˆËÈ f Ì‡ G, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛
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‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËfl ‰Îfl ÌÓÏ˚ ãÓÂÌˆ‡ || f ||w, q:

|| || ( )( ( )) .,
*

/

f w x f xw q
q

q

=








 < ∞

∞

∫
0

1

åÂÚËÍ‡ ÉÂÎ¸‰Â‡
èÛÒÚ¸ Lα(G) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f, Á‡‰‡ÌÌ˚ı

Ì‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �
n Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÉÂÎ¸‰Â‡ Ì‡ G.

îÛÌÍˆËfl f Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÉÂÎ¸‰Â‡ ‚ ÚÓ˜ÍÂ y  ∈ G  Ò ËÌ‰ÂÍÒÓÏ (ËÎË
ÔÓfl‰ÍÓÏ) α (0 < α ≤ 1) Ë Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ A(y), ÂÒÎË | f(x) – f(y) | ≤ A(y) | x – y |α ‰Îfl
‚ÒÂı x ∈ G, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÎËÁÍËı Í Û. ÖÒÎË A A y

y G
= < ∞

∈
sup( ( )) ,  ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÉÂÎ¸‰Â‡

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌ˚Ï Ì‡ G  Ë Ä Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÉÂÎ¸‰Â‡ ‰Îfl G .

ÇÂÎË˜ËÌ‡ | | sup
| ( ) ( ) |

| |
,   

,
f

f x f y

x yx y G
α α α= −

−
≤ ≤

∈
0 1 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl α-ÔÓÎÛÌÓÏÓÈ ÉÂÎ¸‰Â‡

‰Îfl f Ë ÌÓÏ‡ ÉÂÎ¸‰Â‡ ‰Îfl f ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
|| || sup | ( ) | | .

( )
f f x f

L G
x G

α α= +
∈

åÂÚËÍ‡ ÉÂÎ¸‰Â‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || ||
( )

f g
L G

− α  Ì‡ Lα(G). éÌ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ

Lα(G) ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

åÂÚËÍ‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ëÓ·ÓÎÂ‚‡ Wk, p ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ

f Ë ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‰Ó ÔÓfl‰Í‡ k Ó·Î‡‰‡˛Ú ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ Lp-ÌÓÏÓÈ. îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ËÏÂfl
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó G ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎËÏ

W W G f L G f L G i kk p k p
p

i
p

, , ( )( ) { ( ) : ( ),  },= = ∈ ∈ ≤ ≤1

„‰Â f ii
x x nn

n( ) ,  ,= ∂ …∂ +…+ =
1
1

1
α α α α  Ë ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ·ÂÛÚÒfl ‚ ÒÎ‡·ÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ.

çÓÏ‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ Ì‡ Wk, p ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || || || .,
( )f fk p

i

k
i

p=
=
∑

0

èË ˝ÚÓÏ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÂ‚ÓÂ Ë ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ˜ËÒÎ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, Ú.Â. ÌÓÏ‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í || ||  || || || || ,,

( )f f fk p p
k

p= +  ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡
‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌÓÈ ÌÓÏÂ. ÑÎfl p  = ∞  ÌÓÏ‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ ‡‚Ì‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ
ÒÛÔÂÏÛÏÛ ‰Îfl 

  
| |  :  || || | ( ) |,,f f f xk

x G
∞

∈
= esssup  Ú.Â. fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÙËÏÛÏÓÏ ‚ÒÂı ˜ËÒÂÎ

a ∈ �, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó |  f(x) | > a ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÏÂ˚ ÌÛÎ¸.
åÂÚËÍ‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || f – g ||k, p Ì‡ Wk, p; ÓÌ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ Wk, p ‚

·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ëÓ·ÓÎÂ‚‡ Wk, 2 Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í Hk. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÎ¸·Â-

ÚÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl 〈 〉 = 〈 〉 =
=
∑f g f gk
i

k
i i

L, ,( ) ( )

1
2

=
=
∑ ∫
i

k

G

i if g d
1

( ) ( ) ( ).µ ω
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èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ – ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚Â ‡Ì‡ÎÓ„Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ C1 (ÙÛÌÍˆËÈ Ò
ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË) ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚
˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı.

• åÂÚËÍË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ˝ÍÒÔÓÌÂÌÚ˚

èÛÒÚ¸ G – ÌÂÔÛÒÚÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �n Ë ÔÛÒÚ¸ p : G →
→ [1, ∞) – ËÁÏÂËÏ‡fl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ˝ÍÒÔÓÌÂÌ-
ÚÓÈ. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ãÂ·Â„‡ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ˝ÍÒÔÓÌÂÌÚ˚ Lp( ⋅ )(G) ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı

ËÁÏÂËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f : G → � , ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÏÓ‰ÛÎfl ρp

G

p xf f x dx( )
( )( ) | ( ) |⋅ = ∫

ÍÓÌÂ˜ÂÌ. çÓÏ‡ ã˛ÍÒÂÏ·Û„‡ Ì‡ ˝ÚÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || inf{ : ( / ) }.( ) ( )f fp p⋅ ⋅= > ≤λ ρ λ0 1

åÂÚËÍ‡ ÎÂ·Â„Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ˝ÍÒÔÓÌÂÌÚ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚
|| f – g ||p( ⋅ ) Ì‡ Lp( ⋅ )(G).

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ëÓ·ÓÎÂ‚‡ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ˝ÍÒÔÓÌÂÌÚ˚ W1, p( ⋅ )(G) ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚Ó Lp( ⋅ )(G), ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ ÙÛÌÍˆËÈ f, ‡ÒÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸Ì˚È „‡‰ËÂÌÚ ÍÓÚÓ˚ı
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓ˜ÚË ‚Ò˛‰Û Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ |  ∇ f | ∈ Lp( ⋅ )(G). çÓÏ‡

|| ||   || || || ||, ( ) ( ) ( )f f fp p p1 ⋅ ⋅ ⋅= + ∇

ÔÂ‚‡˘‡ÂÚ W1, p( ⋅ )(G) ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. åÂÚËÍ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡
ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ˝ÍÒÔÓÌÂÌÚ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ || f – p ||1, p( ⋅ ) Ì‡ W1, p( ⋅ ).

åÂÚËÍ‡ ò‚‡ˆ‡

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ò‚‡ˆ‡ (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·˚ÒÚÓ Û·˚‚‡˛˘Ëı ÙÛÌÍˆËÈ) S(�n)
ÂÒÚ¸ ÍÎ‡ÒÒ ÙÛÌÍˆËÈ ò‚‡ˆ‡, Ú.Â. ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ
f : �n → �, ÍÓÚÓ˚Â Û·˚‚‡˛Ú Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË, Ú‡Í ÊÂ Í‡Í ‚ÒÂ Ëı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â,
·˚ÒÚÂÂ, ˜ÂÏ Î˛·‡fl Ó·‡ÚÌ‡fl ÒÚÂÔÂÌ¸ ı. íÓ˜ÌÂÂ, f fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ò‚‡ˆ‡, ÂÒÎË
ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËfl:

  

|| || sup  
( , , )

  ,f x x
f x x

x xx
n

n

nn

n
n

nα β
β β

α α

α α= … ∂ …
∂ …∂

< ∞
∈

+…+

�
1

1

1

1
1

1

‰Îfl Î˛·˚ı ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ α  Ë β. ëÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÔÓÎÛÌÓÏ
|| ⋅ ||αβ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÛ˛ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ S(�n), ÍÓÚÓÓÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Ï Ë ÔÓÎÌ˚Ï.

åÂÚËÍ‡ ò‚‡ˆ‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ S(�n), ÍÓÚÓ‡fl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
‰‡ÌÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËË (ÒÏ. C˜ÂÚÌÓ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, „Î. 2).

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡ S(�n) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
îÂ¯Â ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡, Ú.Â. ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ F-ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚Ó.

ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÂ„Ï‡Ì‡

èÛÒÚ¸ G ⊂ �n – Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ò ÌÂÔÛÒÚÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸˛ G0 Ë ÔÛÒÚ¸ f –
ÙÛÌÍˆËfl ÅÂ„Ï‡Ì‡ Ò ÁÓÌÓÈ G.

ääää‚‚‚‚‡‡‡‡ÁÁÁÁËËËË‡‡‡‡ÒÒÒÒÒÒÒÒÚÚÚÚÓÓÓÓflflflflÌÌÌÌËËËËÂÂÂÂ    ÅÅÅÅÂÂÂÂ„„„„ÏÏÏÏ‡‡‡‡ÌÌÌÌ‡‡‡‡ Df : G × G0 → �≥0 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

D x y f x f y f y x yf ( , ) ( ) ( ) ( ), ,= − − 〈∇ − 〉
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„‰Â ∇ = ∂
∂

… ∂
∂







f
f

x

f

xn1

, , .  D f(x, y) = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = y, Df(x, y) +

+ Df(y, z) – Df(x, z) = 〈∇ f(z) – ∇ f(y), x – y〉  ÌÓ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Df ÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ Ë ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï.

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f, ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ ÍÓÚÓÓÈ ÒÓ‰ÂÊËÚ G, Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ÅÂ„Ï‡Ì‡ Ò ÁÓÌÓÈ G, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) f ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ‡ Ì‡ G;
2) f ÒÚÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎ‡ Ë ÌÂÔÂ˚‚Ì‡ Ì‡ G;
3) ‰Îfl ‚ÒÂı δ ∈ � ÌÂÔÓÎÌ˚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÓ‚Ìfl É(x, δ) = {y ∈

∈ G0 : Df(x, y) ≤ δ}  fl‚Îfl˛ÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ÏË ‰Îfl ‚ÒÂı x ∈  G;
4) ÂÒÎË {yn}n ⊂  G0 ÒıÓ‰ËÚÒfl Í y*, ÚÓ Df(y*, yn) ÒıÓ‰ËÚÒfl Í 0;
5) ÂÒÎË   { }x Gn n�  Ë   { }y Gn n� 0  – Ú‡ÍËÂ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, ˜ÚÓ {yn}n Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡,

lim
n yn

y
→

∗=  Ë lim ( , ) ,
n

f n nD x y
→∞

= 0  ÚÓ lim .
n

nx y
→∞

∗=

ÖÒÎË G = �n, ÚÓ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ‰Îfl ÒÚÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÙÛÌÍˆËË ·˚Ú¸

ÙÛÌÍˆËÂÈ ÅÂ„Ï‡Ì‡ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰: lim
( )

|| ||
.

|| ||x

f x

x→∞
= ∞

13.2. åÖíêàäà  çÄ  ãàçÖâçõï  éèÖêÄíéêÄï

ãËÌÂÈÌ˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËfl T : V → W ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ‚ÂÍÚÓÌ˚ÏË
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË V, W Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ �, ÍÓÚÓ‡fl ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏ‡ Ò Ëı ÎËÌÂÈÌ˚ÏË ÒÚÛÍ-
ÚÛ‡ÏË, Ú.Â. ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  V Ë Î˛·Ó„Ó ÒÍ‡Îfl‡ k ∈ � ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡: T(x + y) = T(x) + T(y) Ë T(kx) = kT(x).

åÂÚËÍ‡ ÓÔÂ‡ÚÓÌÓÈ ÌÓÏ˚

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, || ⋅ ||V) Ì‡ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (W, || ⋅ ||W). éÔÂ‡ÚÓÌ‡fl
ÌÓÏ‡ || T || ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ T : V → W ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÂ í ‡ÒÚfl„Ë‚‡ÂÚ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ËÁ V, Ú.Â.

  
|| ||  sup

|| ( ) ||

|| ||
sup || ( ) || sup || ( ) || .

|| || || || || ||
T

T
T T

V V V

W

V
W W= = =

≠ = ≤v v v

v
v

v v
0 1 0

ãËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ T  : V → W  ËÁ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V ‚ ÌÓÏËÓ-
‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó W Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ÓÔÂ‡ÚÓÌ‡fl ÌÓÏ‡
ÍÓÌÂ˜Ì‡. ÑÎfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÎËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó„‡ÌË-
˜ÂÌÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ ÌÂÔÂ˚‚ÂÌ.

åÂÚËÍÓÈ ÓÔÂ‡ÚÓÌÓÈ ÌÓÏ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â B(V, W)
‚ÒÂı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ V ‚ W, ÍÓÚÓ‡fl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| T – P ||.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (B(V, W)) || ⋅ ||) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı
ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚. Ñ‡ÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï, ÂÒÎË Ú‡ÍÓ‚˚Ï
fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó W. ÖÒÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó V = W ÔÓÎÌÓÂ, ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
B(V, V) ÂÒÚ¸ ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ‡Î„Â·‡, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÔÂ‡ÚÓÌ‡fl ÌÓÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛ·ÏÛÎ¸-
ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓÈ ÌÓÏÓÈ.
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ãËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ T : V → W ËÁ ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V ‚ ‰Û„ÓÂ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó W Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï, ÂÒÎË ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Î˛·Ó„Ó Ó„‡ÌË˜ÂÌ-
ÌÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ V – ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚‡ W. ã˛·ÓÈ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï (Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,
ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï). èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (K(V, W), || ⋅ ||) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â K(V, W) ‚ÒÂı ÍÓÏÔ‡ÍÚ-
Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ V ‚ W Ò ÓÔÂ‡ÚÓÌÓÈ ÌÓÏÓÈ ||  ⋅ || Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚.

åÂÚËÍ‡ fl‰ÂÌÓÈ ÌÓÏ˚

èÛÒÚ¸ B(V, W) – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚, ÓÚÓ·‡-
Ê‡˛˘Ëı ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || ⋅ ||V) ‚ ‰Û„ÓÂ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
(W, || ⋅ ||W). é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‰Îfl V Í‡Í V' Ë
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ x' ∈ V' ‚ ÚÓ˜ÍÂ x ∈ V  Í‡Í 〈 x, x'〉 . ãËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ T ∈
∈ B(V, W) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl fl‰ÂÌ˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ, ÂÒÎË Â„Ó ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â

  

x T x x x y
i

i ia ( ) , ,= 〈 ′ 〉
=

∞

∑
1

 „‰Â { }′xi i  Ë { }yi i  fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ‚ V' Ë W

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ú‡ÍËÏË ˜ÚÓ 
i

i V i Wx y
=

∞

′∑ ′ < ∞
1

|| || || || .  Ñ‡ÌÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl fl‰ÂÌ˚Ï Ë ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ í ‚ ‚Ë‰Â ÒÛÏÏ˚
ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ‡Ì„‡ 1 (Ú.Â. Ò Ó‰ÌÓÏÂÌ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ). ü‰ÂÌ‡fl ÌÓÏ‡
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ í ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  
|| || inf || || || || ,T x y

i
i V i WÔËÒ = ′

=

∞

′∑
1

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï fl‰ÂÌ˚Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏ í.
åÂÚËÍ‡ fl‰ÂÌÓÈ ÌÓÏ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || T – P ||ÔËÒ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â N(V, W)

‚ÒÂı fl‰ÂÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚, ÓÚÓ·‡Ê‡˛˘Ëı V ‚ W. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (N(V, W), || ⋅ ||ÔËÒ)
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ fl‰ÂÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚ÓÏ.

ü‰ÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‰Îfl
ÍÓÚÓÓ„Ó ‚ÒÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â ÎËÌÂÈÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏ ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â – fl‰ÂÌ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚. ü‰ÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÚÓËÚÒfl Í‡Í ÔÓÂÍÚË‚Ì˚È
ÔÂ‰ÂÎ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Hα Ò Ú‡ÍËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó α ∈ I
ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË β ∈  I, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Hβ ⊂  Hα Ë ÓÔÂ‡ÚÓ ‚ÎÓÊÂÌËfl Hβ � x → x ∈ Hα
fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ ÉËÎ¸·ÂÚ‡-òÏË‰Ú‡. çÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚Îfl-
ÂÚÒfl fl‰ÂÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓ.

åÂÚËÍ‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ fl‰ÂÌÓÈ ÌÓÏ˚

èÛÒÚ¸ F(V, W) – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‡Ì„‡
(Ú.Â. Ò ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ), ÓÚÓ·‡Ê‡˛˘Ëı ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó (V, || ⋅ ||V) ‚ ‰Û„ÓÂ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (W, || ⋅ ||W). ãËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ

T ∈ F(V, W)  ÏÓÊÌÓ  ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸  ‚  ‚Ë‰Â x T x x x y
i

n

i ia ( ) , ,= 〈 ′ 〉
=
∑

1

  „‰Â  { }′xi i   Ë  { }yi i

fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏË ËÁ V' (·‡Ì‡ıÓ‚‡ ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‰Îfl
V) Ë W  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡ 〈x, x'〉  – ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ x' ∈  V' Ì‡ ‚ÂÍÚÓÂ x ∈  V.
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äÓÌÂ˜Ì‡fl fl‰ÂÌ‡fl ÌÓÏ‡ í ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || inf || || || || , T x yf
i

n

i V i WÔËÒ = ′
=

′∑
1

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏ í .
åÂÚËÍ‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ fl‰ÂÌÓÈ ÌÓÏ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || T – P ||f ÔËÒ Ì‡ ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚Â F( V, W). èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó F(V, W), || ⋅ ||f ÔËÒ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
fl‰ÂÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‡Ì„‡. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÚÌ˚Ï ÎËÌÂÈÌ˚Ï
ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‰ÂÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ N(V, W).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

H H1 1
, || ||⋅( )  ‚ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó H H2 2

, || || .⋅( )  çÓÏ‡ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡

|| T ||HS ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ T : H1 →H2 Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

|| || || ( ) || ,HS

/

T T e
I

H=










∈
∑
α

α 2

2

1 2

„‰Â (eα)α ∈  I – ÓÚÓ„ÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ ‚ ç1. ãËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ T : H1 → H2

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡, ÂÒÎË || || .HST 2 < ∞
åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || T – P ||HS Ì‡ ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚Â S(H1, H2) ‚ÒÂı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡ ËÁ H1 ‚ H2.
ÑÎfl H1 = H2 = H ‡Î„Â·‡ S(H, H) = S(H) Ò ÌÓÏÓÈ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡ fl‚ÎflÂÚ-

Òfl ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ ‡Î„Â·ÓÈ. éÌ‡ ÒÓ‰ÂÊËÚ Í‡Í ÔÎÓÚÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÓÔÂ‡ÚÓ-
˚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‡Ì„‡ Ë ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û K(H) ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓ-
Ó‚. ëÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 , 〉HS Ì‡ S(H ) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Ë 〈 T, P〉 HS =
= 

α
α α

∈
∑ 〈 〉

l

T e P e( ), ( )  Ë || || , .HS HS
/T T T= 〈 〉 1 2  ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,  S(H)  fl‚ÎflÂÚÒfl  „ËÎ¸·ÂÚÓ-

‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ‚˚·Ó‡ ·‡ÁËÒ‡ (eα)α ∈  l).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÒÓ ÒÎÂ‰ÓÏ
ÑÎfl „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ç ÌÓÏ‡ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÒÓ ÒÎÂ‰ÓÏ ‰Îfl ÎËÌÂÈÌÓ„Ó

ÓÔÂ‡ÚÓ‡ T : H → H Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

|| || | | ( ), ,tcT T e e
I

= 〈 〉
∈

∑
α

α α

„‰Â | T | – ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ í ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ ‡Î„Â·Â B(X) ‚ÒÂı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı
ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ ç ‚ ÒÂ·fl, ‡ (eα)α ∈  l – ÓÚÓ„ÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ ‚ ç. éÔÂ‡ÚÓ
T : H → H  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÒÓ ÒÎÂ‰ÓÏ, ÂÒÎË || T ||tc < ∞. ã˛·ÓÈ Ú‡ÍÓÈ
ÓÔÂ‡ÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ ‰‚Ûı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÒÓ ÒÎÂ‰ÓÏ – ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || T – P ||tc Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
L(H) ‚ÒÂı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÒÓ ÒÎÂ‰ÓÏ ËÁ ç ‚ ÒÂ·fl. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó L(H) Ò ÌÓÏÓÈ || ⋅ ||tc
Ó·‡ÁÛÂÚ ·‡Ì‡ıÓ‚Û ‡Î„Â·Û, ÍÓÚÓ‡fl ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ‚ ‡Î„Â·Â K(H) (‚ÒÂı ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı
ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ ç ‚ ÒÂ·fl), Ë ÒÓ‰ÂÊËÚ ‡Î„Â·Û S(H) (‚ÒÂı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–
òÏË‰Ú‡ ËÁ ç ‚ ÒÂ·fl).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ -ÍÎ‡ÒÒ‡ ò‡ÚÂÌ‡
ÇÓÁ¸ÏÂÏ 1 ≤ p < ∞. ÑÎfl ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓ„Ó „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ç ÌÓÏ‡
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-ÍÎ‡ÒÒ‡ ò‡ÚÂÌ‡ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ T : H → H ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || | | ,Sch

/

T sp

n
n

p

p

=








∑

1

„‰Â {sn}n – ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÒËÌ„ÛÎflÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ í. äÓÏÔ‡ÍÚÌ˚È
ÓÔÂ‡ÚÓ T : H → H Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ -ÍÎ‡ÒÒ‡ ò‡ÚÂÌ‡, ÂÒÎË || || .SchT p < ∞

åÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ -ÍÎ‡ÒÒ‡ ò‡ÚÚ� ÂÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || ||SchT P p−  Ì‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Sp(H) ‚ÒÂı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ -ÍÎ‡ÒÒ‡ ò‡ÚÂÌ‡ ËÁ ç Ì‡ ÒÂ·fl. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó Sp(H) Ò
ÌÓÏÓÈ || ||Sch⋅ p  Ó·‡ÁÛÂÚ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. S1(H) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÎ‡ÒÒÓÏ ÓÔÂ‡-
ÚÓÓ‚ ÒÓ ÒÎÂ‰ÓÏ ‰Îfl ç Ë S2(H) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÎ‡ÒÒÓÏ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ÉËÎ¸·ÂÚ‡–òÏË‰Ú‡
‰Îfl ç (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ò‡ÚÂÌ‡, „Î. 12).

çÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èÛÒÚ¸ (V, || ⋅ ||) – ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. èÛÒÚ¸ V' – ÏÌÓÊÂÒÚ-

‚Ó ‚ÒÂı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÓÌ‡ÎÓ‚ í ËÁ V ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÂ ÔÓÎÂ (� ËÎË �) Ë
ÔÛÒÚ¸ || ⋅ ||' – ÓÔÂ‡ÚÓÌ‡fl ÌÓÏ‡ Ì‡ V', ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || sup | ( ) | .
|| ||

T T x
x

′=
≤1

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V', || ⋅ ||') fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, || ⋅ ||).

í‡Í, ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚‡ l lp

n
p( )∞  fl‚ÎflÂÚÒfl l lq

n
q( )∞  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. é·‡ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÔÓÒÚ-

‡ÌÒÚ‚‡ ‰Îfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ë (ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ ‚ÒÂı ÒıÓ‰fl˘ËıÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ Ò l�-ÏÂÚËÍÓÈ) Ë C0 (ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ ‚ÒÂı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ (Ò

l�-ÏÂÚËÍÓÈ), ÒıÓ‰fl˘ËıÒfl Í ÌÛÎ˛) ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Îfl˛ÚÒfl Ò l1
∞ .

èÓÒÚÓflÌÌ‡fl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÌÓÈ ‡Î„Â·˚
èÛÒÚ¸ � – ÓÔÂ‡ÚÓÌ‡fl ‡Î„Â·‡ ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡flÒfl  ‚ B(H) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚e ‚ÒÂı Ó„‡ÌË-

˜ÂÌÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ì‡ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ç. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ T ∈
∈ B(H) ÔÛÒÚ¸ β(T, A) = sup{|| P⊥ TP||; P – ÔÓÂÍˆËfl Ë P ⊥ �P = (0)}. èÛÒÚ¸ dist(T, �) ÂÒÚ¸
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ í Ë ‡Î„Â·ÓÈ �, Ú.Â. Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ÌÓÏ‡ ÓÔÂ‡ÚÓ‡
T – A, „‰Â Ä  ÔÓ·Â„‡ÂÚ �. ç‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ë (ÂÒÎË ÓÌ‡
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ) Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ T ∈ B(H) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

dist(T, �) ≤ C(T, �),

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl ‡Î„Â·˚ �.
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èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÁÏÂËÏÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (Ω, � , P),
„‰Â � ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ËÁÏÂËÏ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ω, ‡ P – ÏÂ‡ Ì‡ �
Ò P(Ω) = 1. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ω Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‚˚·ÓÓÍ. ùÎÂÏÂÌÚ a ∈ �
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ·˚ÚËÂÏ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÂ ÒÓ·˚ÚËÂ – ˝ÚÓ ÔÓ‰ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ω , ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ËÌ ˝ÎÂÏÂÌÚ; P(a) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸˛ ÒÓ·˚ÚËfl ‡. åÂ‡ ê Ì‡ � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÈ ÏÂÓÈ, ËÎË
Á‡ÍÓÌÓÏ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl (‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ), ËÎË ÔÓÒÚÓ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ (‚ÂÓflÚ-
ÌÓÒÚÂÈ).

ëÎÛ˜‡ÈÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ï ÂÒÚ¸ ËÁÏÂËÏ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ËÁ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ
(Ω, � , P ) ‚ ËÁÏÂËÏÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÒÓÒÚÓflÌËÈ
‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ; Ó·˚˜ÌÓ ·ÂÛÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ Ò ·ÓÂ-
ÎÂ‚ÓÈ α -‡Î„Â·ÓÈ, Ú‡Í ˜ÚÓ X : Ω → �. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÈ χ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚
ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÒÛ˘ËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ê; ˝ÎÂÏÂÌÚ x ∈ χ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÒÓÒÚÓflÌËÂÏ.

á‡ÍÓÌ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÓÊÌÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÔËÒ‡Ú¸ ˜ÂÂÁ ÍÛÏÛÎfl-
ÚË‚ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl (CDF, ÙÛÌÍˆË˛ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl, ÍÛÏÛÎflÚË‚ÌÛ˛
ÙÛÌÍˆË˛ ÔÎÓÚÌÓÒÚË) F(x), ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÒÎÛ˜‡ÈÌ‡fl
‚ÂÎË˜ËÌ‡ ï  ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ ı: F (x) = P (X ≤ x) = P (ω ∈
∈ Ω : X(ω) < x).

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Î˛·‡fl ÒÎÛ˜‡ÈÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ï ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ Ú‡ÍÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ
‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ, ÍÓÚÓ˚Ï ËÌÚÂ‚‡ÎÛ [a, b] ÒÚ‡‚ËÚÒfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸
P(a ≤ X ≤ b) = P(ω ∈ Ω : a ≤ X(ω) ≤ b), Ú.Â. ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸, ˜ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ï ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ [a, b].

ê‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï, ÂÒÎË F(x) ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚË ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÒÍ‡˜ÍÓ‚ ÔË xi; ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï, ÂÒÎË F(x)
ÌÂÔÂ˚‚Ì‡. å˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ (Í‡Í ‚ ·ÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Â ÔËÎÓÊÂÌËÈ) ÚÓÎ¸ÍÓ ‰ËÒÍÂÚ-
Ì˚Â ËÎË ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl, Ú.Â. ÙÛÌÍˆËfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl
F : � → � fl‚ÎflÂÚÒfl ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ˜ËÒÎ‡
ε > 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ˜ËÒÎÓ δ > 0, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔÓÔ‡ÌÓ
ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ËÌÚÂ‚‡ÎÓ‚ [xk, yk], 1 ≤ k ≤ n ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 

1≤ ≤
∑ − <

k n
k ky x( ) δ

‚ÎÂ˜ÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 
1≤ ≤
∑ − <

k n
k kF y F x| ( ) ( ) |  .ε

á‡ÍÓÌ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ú‡ÍÊÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ
˜ÂÂÁ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ (PDF, ÙÛÌÍˆË˛ ÔÎÓÚÌÓÒÚË,
ÙÛÌÍˆË˛ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË)  (ı) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚. ÑÎfl
‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÙÛÌÍˆËfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË
‚Ò˛‰Û ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÈ Ë ÙÛÌÍˆËfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl
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p(x) = F'(x) ÙÛÌÍˆËË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl; ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, F x P X x p t dt
x

( ) ( ) ( )= ≤ =
−∞
∫  Ë

a

b

p t dt P a X b∫ = ≤ ≤( ) ( ). ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ‰ËÒÍÂÚÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÙÛÌÍˆËfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË

(ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ï) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl p x P X xi( ) ( ),= =
Ú‡Í ˜ÚÓ F x p x

x x
i

i

( ) ( ).=
≤

∑  Ç ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓÏÛ Í‡Ê‰ÓÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÂ

ÒÓ·˚ÚËÂ ËÏÂÂÚ ‚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÌÓÎ¸.
ëÎÛ˜‡ÈÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ï ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‰Îfl "ÔÂÂÌÓÒ‡" ÏÂ˚ ê Ì‡ Ω Ì‡ ÏÂÛ dF Ì‡

�. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÂıÌË˜ÂÒÍËÏ ËÌÒÚÛ-
ÏÂÌÚÓÏ, ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ,
‡ ËÌÓ„‰‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ë ‰Îfl Ëı ÔÓÒÚÓÂÌËfl.

Ç ÚÂÓËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ ÏÂÚËÍË ÏÂÊ‰Û ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÓÒÚ˚ÏË
ÏÂÚËÍ‡ÏË, ‡ ÏÂÚËÍË ÏÂÊ‰Û ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ÏË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÎÓÊÌ˚ÏË
ÏÂÚËÍ‡ÏË [Rach91]. ÑÎfl ÔÓÒÚÓÚ˚ Ï˚ ·Û‰ÂÏ Ó·˚˜ÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ‰ËÒÍÂÚ-
Ì˚È ‚‡Ë‡ÌÚ ÏÂÚËÍ ÚÂÓËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ, Ó‰Ì‡ÍÓ ·ÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Ó ËÁ ÌËı ÓÔÂ‰Â-
Îfl˛ÚÒfl Ì‡ Î˛·ÓÏ ËÁÏÂËÏÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. ÑÎfl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÈ ÏÂÚËÍË d ÛÒÎÓ-
‚ËÂ P(X = Y) = 1 ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d(X, Y) = 0. ÇÓ ÏÌÓ„Ëı
ÒÎÛ˜‡flı Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÒÓÒÚÓflÌËÈ χ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓÓÂ ·‡ÁÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ë
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Â„Ó ÎËÙÚËÌ„ÓÏ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÒÔÂ-
‰ÂÎÂÌËÈ.

Ç ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÂ ÏÌÓ„ËÂ ËÁ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÌËÊÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË
P1 Ë P2 ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl Í‡Í ÏÂ˚ ÒÚÂÔÂÌË ÒÓ„Î‡ÒËfl ÏÂÊ‰Û ÓˆÂÌË‚‡ÂÏ˚Ï (P2) Ë
ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÏ (P1) ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË.

Ñ‡ÎÂÂ ÔÓ ÚÂÍÒÚÛ ÒËÏ‚ÓÎÓÏ 
[X] Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÊË‰‡ÌËÂ (ËÎË
ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ) ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ï: ‚ ‰ËÒÍÂÚÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â 
[X] = 

x

xp x∑ ( ),

a ‰Îfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl 
 

[ ] ( ) .X xp x dx= ∫  ÑËÒÔÂÒËÂÈ ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÎË˜ËÌ‡


[X – 
[X])2]. àÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl pX = p(x) = P(X = x), FX = F(x) =
= P(X ≤ x), p(x, y) = P(X = x, Y = y).

14.1.   êÄëëíéüçàü  çÄ  ëãìóÄâçõï  ÇÖãàóàçÄï

ÇÒÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Z ‚ÒÂı ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı
‚ÂÎË˜ËÌ Ò Ó‰ÌËÏ Ë ÚÂÏ ÊÂ ÌÂÒÛ˘ËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ χ; Á‰ÂÒ¸ X, Y ∈  Z.

Lp-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË

Lp-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Z c χ ⊂ � Ë 
[| Z |p] < ∞ ‰Îfl ‚ÒÂı
Z ∈ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  

( [| | ]) | | ( , ) ./

( , )

/


 X Y x y p x yp p

x y

p

p

− = −










∈ ×
∑1

1

χ χ
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ÑÎfl p = 1, 2 Ë ∞ ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÌÊÂÌÂÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÒÂ‰ÌÂ-
Í‚‡‰‡ÚË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÒÛÔÂÏÛÏ‡ ÏÂÊ‰Û
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË.

àÌ‰ËÍ‡ÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡

àÌ‰ËÍ‡ÚÓÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Z, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  


[ ] ( , ) ( , ).
( , ) ( , ) ,  

1 1X Y
x y

x y
x y x y

p x y p x y≠
∈ ×

≠
∈ × ≠

= =∑ ∑
χ χ χ χ

(ÒÏ. ï˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡, „Î. 1).

ä ÏÂÚËÍ‡ äË î‡Ì‡

ä ÏÂÚËÍ‡ äË î‡Ì‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ä Ì‡ Z, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

inf{ : (| | ) }.ε ε ε> − > <0 P X Y

ùÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÛ˜‡ÂÏ d(x, y) = | X – Y | ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl.

K* ÏÂÚËÍ‡ äË î‡Ì‡

K* ÏÂÚËÍ‡ äË î‡Ì‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ K* Ì‡ Z, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í



| |

| |

| |

| |
( , ).

( , )

X Y

X Y

x y

x y
p x y

x y

−
+ −







= −
+ −∈ ×

∑1 1χ χ

ÇÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (χ , d) ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ Z
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

inf{ : ( ( , ) ) }.ε ε εP d X Y > <

14.2.  êÄëëíéüçàü  çÄ  áÄäéçÄï  êÄëèêÖÑÖãÖçàü

ÇÒÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â � ‚ÒÂı Á‡ÍÓÌÓ‚
‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ËÏÂ˛Ú
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÈ χ; Á‰ÂÒ¸ P1, P2 ∈ �.

Lp-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÔÎÓÚÌÓÒÚflÏË

Lp-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÔÎÓÚÌÓÒÚflÏË ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ � (‰Îfl Ò˜ÂÚÌÓ„Ó χ), ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·Ó„ p > 0 Í‡Í

x

p pp x p x∑ −








| ( ) ( ) | ) .min( , / )

1 2
1 1

ÑÎfl p = 1 ÂÂ ÔÓÎÓ‚ËÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÔÓÎÌÓÈ ‚‡Ë‡ˆËË (ËÎË ËÁÏÂÌflÂÏ˚Ï
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÎÂ‰‡). íÓ˜Â˜Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ sup | ( ) ( ) |

x
p x p x1 2−  ÒÓÓÚ‚ÂÚ-

ÒÚ‚ÛÂÚ p = ∞.
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èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ å‡ı‡Î‡ÌÓ·ËÒ‡
èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ å‡ı‡Î‡ÌÓ·ËÒ‡ (ËÎË Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Í‚‡‰‡ÚË˜Ì‡fl

ÏÂÚËÍ‡) ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡fl Ì‡ � (‰Îfl χ ⊂ �n), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

  
( [ ] [ ]) ( [ ] [ ])
 
 
 
P P

T
P PX X A X X

1 2 1 2

1− −−

‰Îfl ‰‡ÌÌÓÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎeÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ Ä.

àÌÊÂÌÂÌ‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡
àÌÊÂÌÂÌÓÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ � (‰Îfl χ ⊂  �), ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

 

| [ ] [ ] |    ( ( ) ( ))  .
 
P P
x

X X x p x p x
1 2 1 2− = −∑

åÂÚËÍ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl ÔÓÚÂË ÔÓfl‰Í‡ m
åÂÚËÍ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl ÔÓÚÂË ÔÓfl‰Í‡ m ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ � (‰Îfl χ ⊂  �), ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  

sup
( )

!
( ( ) ( )).

t x t

mx t

m
p x p x

∈ ≥
∑ − −

�
1 2

åÂÚËÍ‡ äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡–ëÏËÌÓ‚‡
åÂÚËÍÓÈ äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡–ëÏËÌÓ‚‡ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡, ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ

ÏÂÚËÍÓÈ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ � (‰Îfl χ ⊂  �), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  
sup | ( ) ( ) | .
t

P X x P X x
∈

≤ − ≤
�

1 2

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛËÔÂ‡ Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  
sup( ( ) ( )) sup( ( ) ( ))
x x

P X x P X x P X x P X x
∈ ∈

≤ − ≤ + ≤ − ≤
� �

1 2 2 1

(ÒÏ. åÂÚËÍ‡ èÓÏÔÂÈ˛–ù„„ÎÂÒÚÓÌ‡,  „Î. 9).
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÄÌ‰ÂÒÓÌ‡–Ñ‡ÎËÌ„‡ Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

 

sup
| ( ) ( )

ln ( )( ( ))
.

x

P X x P X x

P X x P X x∈

≤ − ≤
≤ − ≤�

1 2

1 11

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÌÍÓ‚Ë˜‡–Ñ‡ıÏ˚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  

sup( ( ) ( )) ln
( )( ( ))x

P X x P X x
P X x P X x∈

≤ − ≤
≤ − ≤

+
�

1 2
1 1

1

1

+ ≤ − ≤
≤ − ≤∈

 sup( ( ) ( )) ln
( )( ( ))

.
x

P X x P X x
P X x P X x�

2 1
1 1

1

1

íË ‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‚ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÂ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÒÚÂ-
ÔÂÌË ÒÓ„Î‡ÒËfl, ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ‰Îfl ‡Ò˜ÂÚ‡ ËÒÍÓ‚ÓÈ ÒÚÓËÏÓÒÚË ‚ ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÒÙÂÂ.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡ÏÂ‡–ÙÓÌ åËÁÂÒ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡ÏÂ‡–ÙÓÌ åËÁÂÒ‡ ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ � (‰Îfl χ ⊂  � ), ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

−∞

+∞

∫ ≤ − ≤( ( ) ( )) .P X x P X x dx1 2
2

éÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Í‚‡‰‡Ú L2-ÏÂÚËÍË ÏÂÊ‰Û ÍÛÏÛÎflÚË‚Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË
ÔÎÓÚÌÓÒÚË.

åÂÚËÍ‡ ãÂ‚Ë
åÂÚËÍ‡ ãÂ‚Ë – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ � (ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl χ ⊂  �), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

inf{ : ( ) ( ) ( )ε ε ε ε ε< ≤ − − ≤ ≤ ≤ ≤ + +0 1 2 1P X x P X x P X x

‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ �}

éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍË èÓıÓÓ‚‡ ‰Îfl (χ, d) = (�, | x – y |).

åÂÚËÍ‡ èÓıÓÓ‚‡
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (χ , d) ÏÂÚËÍ‡ èÓıÓÓ‚‡ Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ0

Òfl Í‡Í

  inf{ : ( ) ( ) ( ) ( ) },ε ε εε ε> ∈ ≤ ∈ + ∈ ≤ ∈ +0 1 2 2 1P X B P X B P X B P X B  Ë  

„‰Â Ç – Î˛·ÓÂ ·ÓÂÎÂ‚ÒÍÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ χ, ‡ B x d x yε ε= <{ : ( , ) ,
y B∈ }.

ùÚÓ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ (ÔÓ ‚ÒÂÏ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌ˚Ï ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏ Ô‡ (X, Y) ÒÎÛ˜‡È-
Ì˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ ï, Y, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ Ëı Ï‡„ËÌ‡Î¸Ì˚ÂÏË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl P1
Ë P2 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ) ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ÏË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË
ï Ë Y.

åÂÚËÍ‡ Ñ‡‰ÎË
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (χ, d) ÏÂÚËÍ‡ Ñ‡‰ÎË Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

sup | [ ( )] [ ( )] |  sup  ( )( ( ) ( ))  .
f F

P P
f F x

f X f X f x p x p x
∈ ∈ ∈

− = −∑
 

1 2 1 2

χ

„‰Â F f f fd= → + ≤∞{ : ,  || || Lip ( ) }χ � 1  Ë Lip ( ) sup
| ( ) ( ) |

( , )
.

, ,  
d

x y x y
f

f x f y

d x y
= −

∈ ≠χ

åÂÚËÍ‡ òÛÎ¸„Ë
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (χ, d) ÏÂÚËÍ‡ òÛÎ¸„Ë Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

sup  | ( ) | ( )) | ( ) | ( ))  ,/ /

f F x

p p

x

p pf x p x f x p x
∈ ∈ ∈

∑ ∑








 −











χ χ
1

1
2

1

„‰Â F f fd= → ≤{ : ,  Lip ( ) }χ � 1  Ë Lip ( ) sup
| ( ) ( ) |

( , )
.

, ,  
d

x y x y
f

f x f y

d x y
= −

∈ ≠χ
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èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ áÓÎÓÚ‡Â‚‡
èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ áÓÎÓÚ‡Â‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

sup  ( )( ( ) ( ))  ,
f F x

f x p x p x
∈ ∈

∑ −
χ

1 2

„‰Â F – Î˛·ÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÙÛÌÍˆËÈ (‰Îfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl F – Î˛·ÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
Ú‡ÍËı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ); ÒÏ. åÂÚËÍ‡ òÛÎ¸„Ë, åÂÚËÍ‡
Ñ‡‰ÎË.

åÂÚËÍ‡ Ò‚ÂÚÍË

èÛÒÚ¸ G – ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì‡fl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ‡fl ‡·ÂÎÂ‚‡ „ÛÔÔ‡ Ë ÔÛÒÚ¸ ë(G) –
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ G ,
ÍÓÚÓ˚Â Ó·‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. á‡ÙËÍÒËÛÂÏ ÙÛÌÍˆË˛ g  ∈ C(G),
Ú‡ÍÛ˛ ˜ÚÓ | g | fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÈ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÏÂÂ ï‡‡‡ Ì‡ G  Ë
{ : ˆ( ) }*β β∈ =G g 0  ËÏÂÂÚ ÔÛÒÚÛ˛ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸: Á‰ÂÒ¸ G* – ‰Û‡Î¸Ì‡fl „ÛÔÔ‡ ‰Îfl G  Ë
ĝ  – ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ îÛ¸Â ‰Îfl g.

åÂÚËÍ‡ Ò‚ÂÚÍË ûÍË˜‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‰Îfl Î˛·˚ı
‰‚Ûı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÏÂ Å˝‡ ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ P1 Ë P2 Ì‡ G Í‡Í

sup ( )( )( ) | .
x G

y G

g xy dP dP y
∈ ∈

−∫ −1
1 2

Ñ‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÊÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ‡ÁÌÓÒÚ¸ T g T gp p1 2
( ) ( )−

ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ò‚ÂÚÍË Ì‡ C(G), „‰Â ‰Îfl Î˛·ÓÈ f ∈ C(G) ÓÔÂ‡ÚÓ Tpf(x) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl

Í‡Í 
y G

f xy dP y
∈

−∫ ( ) ( ).1

åÂÚËÍ‡ ÌÂÒıÓ‰ÒÚ‚‡

ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (χ , d) ÏÂÚËÍ‡ ÌÂÒıÓ‰ÒÚ‚‡ Ì‡ �  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ-
Òfl Í‡Í

sup{| ( ) ( ) |:P X B P X B1 2∈ − ∈  B – Î˛·ÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ¯‡}.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ÌÂÒıÓ‰ÒÚ‚‡

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‰‚ÓÈÌÓ„Ó ÌÂÒıÓ‰ÒÚ‚‡ ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË P1
Ë P2, Á‡‰‡ÌÌ˚ÏË Ì‡‰ ‡ÁÌ˚ÏË ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ÏË �1 Ë �2 ËÁÏÂËÏ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚, ÓÔÂ‰Â-
ÎflÂÏ‡fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

D P P D P P( , ) ( , ),1 2 2 1+

„‰Â D P P P C B C P B B( , ) sup{inf{ ( ) :  } ( ) :  }1 2 2 2 1 1= ∈ − ∈� � �  – ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ãÂ ä‡Ï‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ãÂ ä‡Ï‡ ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ P1

Ë P2 (Á‡‰‡ÌÌ˚ı Ì‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı χ1 Ë χ2), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
Ó·‡ÁÓÏ:

max{ ( , ),  ( , )},δ δP P P P1 2 2 1
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„‰Â  δ
χ

( , ) inf | ( ) ( ) |P P BP X x BP X x
B

x
1 2 1 2 2 2 2 2

2 2

= = − =
∈
∑  – ÌÂ‚flÁÍ‡  ãÂ  ä‡Ï‡.  á‰ÂÒ¸

BP X x p x b x x
x

1 2 2 1 1 2 1

1 1

( ) ( ) ( | ),= =
∈
∑

χ

 „‰Â Ç – ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ Ì‡‰ χ1 × χ2 Ë

b x x
B X x X x

B X x

B X x X x

B X x X x
x

( | )
( , )

( )

( , )

( , )
.2 1

1 1 2 2

1 1

1 1 2 2

1 2 2

2

= = =
=

= = =
= =

∈
∑

χ

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, BP X x2 2 2( )=  fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ Ì‡‰ χ2,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ 
x

b x x
2 2

2 1 1
∈
∑ =

χ

( | ) . ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ãÂ ä‡Ï‡ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÚÂÓËË

‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ P1 Ë P2 Á‡‰‡Ì˚ Ì‡‰ ‡ÁÌ˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË; ˝ÚÓ ÂÒÚ¸
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍËÏË ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ÏË (ÏÓ‰ÂÎflÏË).

åÂÚËÍ‡ ëÍÓÓıÓ‰‡–ÅËÎËÌ„ÒÎË
åÂÚËÍ‡ ëÍÓÓıÓ‰‡–ÅËÎËÌ„ÒÎË – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

inf max sup | ( ) ( ( )) | sup | ( ) |, sup  ln
( ) ( )

 ,
f x x x y

P X x P X f x f x x
f y f x

y x1 2≤ − ≤ − −
−







≠

„‰Â f: � → � – ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl.

åÂÚËÍ‡ ëÍÓÓıÓ‰‡
åÂÚËÍÓÈ ëÍÓÓıÓ‰‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

inf : max sup | ( ) ( ( )) |, sup | ( ) | ,ε ε> < − ≤ −







<








0 1 2
x x

P X x P X f x f x x

„‰Â f: � → � – ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅËÌ·‡ÛÏ‡–éÎË˜‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅËÌ·‡ÛÏ‡–éÎË˜‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

  
sup (| ( ) ( ) |),
x

f P X x P X x
∈

≤ − ≤
�

1 2

„‰Â f: �≥0 → �≥0 – Î˛·‡fl ÌÂÛ·˚‚‡˛˘‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ò f(0) = 0 Ë f(2t) ≤ Kf(t)
‰Îfl Î˛·Ó„Ó t > 0 Ë ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó K. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË ÏÂÚËÍÓÈ,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÓ·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ d P P K d P P d P P( , ) ( ( , ) ( , )).1 2 2 3 3 2≤ +

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅËÌ·‡ÛÏ‡–éÎË˜‡ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‚ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ
Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [0, 1], „‰Â ÓÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl

Í‡Í 
0

1

∫ −H f x g x dx(| ( ) ( ) |) ,  „‰Â ç – ÌÂÛ·˚‚‡˛˘‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ËÁ [0, ∞) ‚

[0, ∞), ÍÓÚÓ‡fl Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ ‚ ÌÛÎÂ Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ éÎË˜‡:

sup
( )

( )
.

t

H t

H t>
< ∞

0

2
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛ„ÎÓ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛ„ÎÓ‚‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

∫ ≤ − ≤f P X x P X x dx( ( ) ( ) ,1 2

„‰Â f: � ≥0  → �≥0 – ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ˜eÚÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ò f(0) = 0 Ë f s t( )+ ≤
≤ +K f s f t( ( ) ( ))  ‰Îfl Î˛·˚ı s, t ≥ 0 Ë ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó K ≥ 1. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÓ˜ÚË ÏÂÚËÍÓÈ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÓ·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ d P P K d P P d P P( , ) ( ( , ) ( , )).1 2 1 3 3 2≤ +

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÛ·Ë–ê‡Ó

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÂÔÂ˚‚ÌÛ˛ ‚˚ÔÛÍÎÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛   φ( ) : ( , )t 0 ∞ → �  Ë ÔÓÎÓÊËÏ
φ φ( ) lim ( ) ( , ].0

0
= ∈ −∞ ∞

→t
t  Ç˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ φ ‚ÎÂ˜ÂÚ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËË

δφ : [ , ] ( , ],0 1 2 → −∞ ∞  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Í‡Í δ φ φ φφ( , )
( ) ( )

x y
x y x y= + − +



2 2

 ÂÒÎË (x, y) ≠

≠ (0, 0) Ë δφ(0, 0) = 0.
ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÛ·Ë–ê‡Ó Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

x

p x p x∑ δφ( ( ), ( )).1 2

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÂ„Ï‡Ì‡
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÛ˛ ‚˚ÔÛÍÎÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ φ(t): (0, ∞) → � Ë ÔÓÎÓ-

ÊËÏ φ φ( ) lim ( ) ( , ].0
0

= ∈ −∞ ∞
→t

t  Ç˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ φ ‚ÎÂ˜ÂÚ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËË

δφ : [ , ] ( , ],0 1 2 → −∞ ∞  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Í‡Í ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË

  δ φ φ φφ( , ) ( ) ( ) ( )( ),u u uv v v v= − − ′ −    0 1< ≤u,  v  Ì‡ [0, 1]2.
ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÂ„Ï‡Ì‡ Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1

m

i ip q∑ δφ( , )

(ÒÏ. ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÂ„Ï‡Ì‡).

f-‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ óËÁ‡‡
f-‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ óËÁ‡‡  ÂÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �×�, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

x

p x f
p x

p x∑ 



2

1

2

( )
( )

( )
,

„‰Â f: �≥0 → � – ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl.
ëÎÛ˜‡Ë f(t ) = t ln t Ë f(t) = (t  – 1)2/2 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ‡ÒÒÚÓflÌË˛ äÛÎÎ·‡Í‡–

ãÂÈ·ÎÂ‡ Ë �2-‡ÒÒÚÓflÌË˛, ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÌËÊÂ. ëÎÛ˜‡È f(t) = | t – 1 | ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ

L1-ÏÂÚËÍÂ ÏÂÊ‰Û ÔÎÓÚÌÓÒÚflÏË, ‡ ÒÎÛ˜‡È f t t( ) = −( )4 1  (Ú‡Í ÊÂ Í‡Í Ë ÒÎÛ˜‡È

f t t t( ) ( ) )= + −2 1 4  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Í‚‡‰‡ÚÛ ÏÂÚËÍË ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡.



ÉÎ‡‚‡ 14. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÚÂÓËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ 219

èÓÎÛÏÂÚËÍË ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í Í‚‡‰‡ÚÌ˚È ÍÓÂÌ¸ f-‡ÒıÓÊ-
‰ÂÌËfl óËÁ‡‡ ‚ ÒÎÛ˜‡flı f t t t( ) ( ) /( )= − +1 12  (ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ç‡Ê‰˚–äÛÒ‡), f t( ) =

= − | | /t a a1 1  Ò 0 < a ≤ 1 (ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ å‡ÚÛ¯ËÚ˚) Ë f t
t t

a

a a a a

( )
( ) ( )

/

/ ( ) /

= + − +
−

−1 2 1

1 1

1 1

(ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ éÒÚÂÂÈıÂ‡).

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ‰ÓÒÚÓ‚ÂÌÓÒÚË

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ‰ÓÒÚÓ‚ÂÌÓÒÚË (ËÎË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl, ‡ÙÙËÌÌÓÒÚ¸
ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡) Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

ρ( , ) ( ) ( ).P P p x p x
x

1 2 1 2= ∑
åÂÚËÍ‡ ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË ‰ÓÒÚÓ‚ÂÌÓÒÚË, ÏÂÚËÍ‡ ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡
ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡–ä‡ÍÛÚ‡ÌË) Ì‡ � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

2 2 11 2

2
1 2

1 2
1 2

x

p x p x P P∑ −( )







 = −( ) ( ) ( ( , )) .

/

/ρ

ùÚÓ – L2-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û Í‚‡‰‡ÚÌ˚ÏË ÍÓÌflÏË ÙÛÌÍˆËÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚË.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÒÂ‰ÌÂ„Ó „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÒÂ‰ÌÂ„Ó „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÂÒÚ¸ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

2 1 2

1 2

p x p x

p x p x
x

( ) ( )

( ) ( )
.

+∑
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ 1 Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl
Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË ‰ÓÒÚÓ‚ÂÌÓÒÚË, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 1 Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl Ì‡ � ÓÔÂ‰Â-

ÎflÂÚÒfl Í‡Í

(arccos ρ(P1, P2))2.

ì‰‚ÓÂÌËÂ Ú‡ÍÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔËÏÂÌflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‚ ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÂ Ë Ï‡¯ËÌÌÓÏ
Ó·Û˜ÂÌËË, „‰Â ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ îË¯Â‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ 2 Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl
Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË ‰ÓÒÚÓ‚ÂÌÓÒÚË, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 2 Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl Ì‡ � ÓÔÂ‰Â-

ÎflÂÚÒfl Í‡Í

–ln ρ(P1, P2).

�2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ
�2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË �2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ çÂÈÏ‡Ì‡) ÂÒÚ¸ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �, ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

( ( ) ( ))

( )
.

p x p x

p x
x

1 2
2

2

−∑
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�2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ èËÒÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

( ( ) ( ))

( )
.

p x p x

p x
x

1 2
2

1

−∑
ÇÂÓflÚÌÓÒÚÌ‡fl ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl �2-ÏÂ‡ ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

ÌÓÂ Í‡Í

2 1 2
2

1 2

( ( ) ( ))

( ) ( )
.

p x p x

p x p x
x

−
−∑

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Á‰ÂÎÂÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‡Á‰ÂÎÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ � (‰Îfl Î˛·Ó„Ó Ò˜ÂÚÌÓ-

„Ó χ), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

max
( )

( )
.

x

p x

p x
1 1

2

−






(çÂ ÔÛÚ‡Ú¸ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‡Á‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ‚˚ÔÛÍÎ˚ÏË ÚÂÎ‡ÏË.)

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÎÎ·‡Í‡–ãeÈ·ÎÂ‡

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡ (ËÎË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ˝ÌÚÓÔËfl, ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ
ËÌÙÓÏ‡ˆËË, KL-‡ÒÒÚÓflÌËÂ) ÂÒÚ¸ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

  

KL P P L p x
p x

p xP
x

( , ) [ln ] ( ) ln
( )

( )
,1 2 1

1

2
1

= = ∑


„‰Â L
p x

p x
= 1

2

( )

( )
 – ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

KL P P p x p x p x p x H P P H P
x x

( , ) ( ( ) ln ( )) ( ( ) ln ( )) ( , ) ( ),1 2 1 2 1 1 1 2 1= − + = −∑ ∑

„‰Â H P( )1  – ˝ÌÚÓÔËfl P1, ‡ H P P( , )1 2  – ÔÂÂÍeÒÚÌ‡fl ˝ÌÚÓÔËfl P1 Ë P2. ÖÒÎË P2

fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ Ï‡„ËÌ‡ÎÓ‚ P1, ÚÓ KL-‡ÒÒÚÓflÌËÂ KL(P1, P2) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ËÌÙÓÏ‡ˆËË ò˝ÌÌÓÌ‡ Ë ‡‚ÌÓ 
( , )

( , ) ln
( , )

( ) ( )
x y

p x y
p x y

p x p y∈ ×
∑

χ χ
1

1

1 1

 (ÒÏ. ‡Ò-

ÒÚÓflÌËÂ ò˝ÌÌÓÌ‡).

äÓÒÓÂ ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ
äÓÒÓÂ ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ – Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

KL P aP a P( , ( ) ),1 2 11+ −

„‰Â a ∈  [0, 1] – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë KL – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

ÒÎÛ˜‡È a = 1 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ KL(P1, P2). äÓÒÓÂ ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ Ò a = 1

2
 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

K-‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂÏ.
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ê‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÙÙË
ê‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂÏ ÑÊÂÙÙË (ËÎË J-‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ‚ÂÒËfl

‡ÒÒÚÓflÌËfl äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡,  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

KL P P KL P P p x
p x

p x
p x

p x

p x
x

( , ) ( , ) ( ) ln
( )

( )
( ) ln

( )

( )
.1 2 2 1 1

1

2
2

2

1

+ = +




∑

ÑÎfl P1 → P2 ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÙÙË ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ �2-‡ÒÒÚÓflÌË˛.

ê‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÌÒÂÌ‡–ò˝ÌÌÓÌ‡
ê‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÌÒÂÌ‡–ò˝ÌÌÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

aKL P P a KL P P( , ) ( ) ( , ),1 3 2 31+ −

„‰Â P aP a P3 1 21= + −( )  Ë a ∈ [0, 1] – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ (ÒÏ. èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ flÒÌÓÒÚË).

ç‡ flÁ˚ÍÂ ˝ÌÚÓÔËË H P p x p x
x

( ) ( ) ln ( )= ∑  ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÌÒÂÌ‡–ò˝ÌÌÓÌ‡

‡‚ÌÓ H aP a P aH P a H P( ( ) ) ( ) ( ) ( ).1 2 1 21 1+ − − − −
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ íÓÔÒÂ ÂÒÚ¸ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ‚ÂÒËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡

Ì‡ �. éÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

KL P P KL P P p x
p x

p x
p x

p x

p x
x

( , ) ( , ) ( ) ln
( )

( )
( ) ln

( )

( )
,1 3 2 3 1

1

3
2

2

3

+ = +




∑

„‰Â P P P3 1 2
1

2
= +( ).  ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ íÓÔÒÂ ÂÒÚ¸ Û‰‚ÓÂÌÌÓÂ ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÌÒÂÌ‡–

ò˝ÌÌÓÌ‡ Ò a = 1

2
.  çÂÍÓÚÓ˚Â ‡‚ÚÓ˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú ÚÂÏËÌ "‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ ÑÊÂÌÒÂÌ‡–

ò˝ÌÌÓÌ‡" ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ‰‡ÌÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ‡. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚÓÊÂ ÏÂÚËÍÓÈ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl,
ÌÓ Â„Ó Í‚‡‰‡ÚÌ˚È ÍÓÂÌ¸ – ÏÂÚËÍ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl ÔÓ ÑÊÂÌÒÂÌÛ–òËÏ‡ÌÓ‚Ë˜Û ÂÒÚ¸ ÒËÏÏÂÚË˜-

Ì‡fl ‚ÂÒËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡ Ì‡ �. éÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í „‡ÏÓ-
ÌË˜ÂÒÍ‡fl ÒÛÏÏ‡

1 1

1 2 2 1

1

KL P P KL P P( , ) ( , )
+







−

(ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl ‰Îfl „‡ÙÓ‚, „Î. 15).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÄÎË–ëËÎ‚Âfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÄÎË–ëËÎ‚Âfl ÂÒÚ¸ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �, Á‡‰‡ÌÌÓÂ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡ÎÓÏ

f g LP( [ ( )]),

1

„‰Â L
p x

p x
= 1

2

( )

( )
 – ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl, f – ÌÂÛ·˚‚‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ‡ g – ÌÂÔÂ-

˚‚Ì‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl (ÒÏ. f-‡ÒıÓÊ‰ÂÌËÂ óËÁ‡‡).
ëÎÛ˜‡È f(x) = x, g(x ) = x ln x ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡;

ÒÎÛ˜‡È f(x) = –ln x, g(x) = x' – ‡ÒÒÚÓflÌË˛ óÂÌÓ‚‡.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ óÂÌÓ‚‡

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ óÂÌÓ‚‡ (ËÎË ÔÂÂÍeÒÚÌÓÈ ˝ÌÚÓÔËÂÈ êÂÌ¸Ë) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

max ( , ),
[ , ]t

tD P P
∈ 0 1

1 2

„‰Â D P P p x p xt
x

t t( , ) ln ( ( )) ( ( )) ,1 2 1 2
1= − ∑ −  ˜ÚÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ êÂÌ¸Ë.

ëÎÛ˜‡È t = 1
2

 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ 2 Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÂÌ¸Ë
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÂÌ¸Ë (ËÎË ˝ÌÚÓÔËfl êÂÌ¸Ë ÔÓfl‰Í‡ t) ÂÒÚ¸ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

1

1 2
1

2t
p x

p x

p x
x

t

−




∑ln ( )

( )

( )
,

„‰Â t ≥ 0, t ≠ 1.
èÂ‰ÂÎÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl êÂÌ¸Ë ‰Îfl t → 1 fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡.

ÑÎfl t = 1
2

 ÔÓÎÓ‚ËÌ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl êÂÌ¸Ë ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 2 Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl (ÒÏ. f-‡ÒıÓÊ-

‰ÂÌËÂ óËÁ‡‡ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ óÂÌÓ‚‡).

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ flÒÌÓÒÚË
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ flÒÌÓÒÚË – ˝ÚÓ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))KL P P KL P P KL P P KL P P1 3 2 3 1 2 2 1+ − + =

= +




∑

x

p x
p x

p x
p x

p x

p x1
2

3
2

1

3

( ) ln
( )

( )
( ) ln

( )

( )
,

„‰Â KL – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÎÎ·‡Í‡–ãÂÈ·ÎÂ‡ Ë P3 – Á‡‰‡ÌÌ˚È ÒÒ˚ÎÓ˜Ì˚È Á‡ÍÓÌ ÚÂÓËË
‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ. ÇÔÂ‚˚Â ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ‚ ÚÛ‰Â [CCL01], „‰Â P3 ÓÁÌ‡˜‡ÎÓ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ
‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ Ó·˘Â„Ó ‡Ì„ÎËÈÒÍÓ„Ó flÁ˚Í‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ò˝ÌÌÓÌ‡

ÑÎfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ò ÏÂÓÈ (Ω, �, P) „‰Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ω ÍÓÌÂ˜ÌÓ Ë ê fl‚ÎflÂÚÒfl
‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÈ ÏÂÓÈ, ˝ÌÚÓÔËfl ÙÛÌÍˆËË f : Ω → X, „‰Â ï – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó,
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

H f P f x P f x
x X

( ) ( ) ln( ( ));= = =
∈
∑

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, f ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ‡Á·ËÂÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ò ÏÂÓÈ.
ÑÎfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı Ú‡ÍËı ‡Á·ËÂÌËÈ f : Ω → X Ë g  : Ω → Y Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˝ÌÚÓÔË˛
‡Á·ËÂÌËfl (f, g): Ω → X × Y (Ó·˘Û˛ ˝ÌÚÓÔË˛) Í‡Í H(f, g) Ë ÛÒÎÓ‚ÌÛ˛ ˝ÌÚÓÔË˛
Í‡Í H(f | g). íÓ„‰‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ò˝ÌÌÓÌ‡ ÏÂÊ‰Û f Ë g ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

2H f g H f H g H f g H g f( , ) ( ) ( ) ( | ) ( | ).− − = +
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Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ. äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ËÌÙÓÏ‡ˆËË ò˝ÌÌÓÌ‡ ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

H f g H f H g p f x g y
p f x g y

p f x p g y
x y

( , ) ( ) ( ) ( , ) ln
( , )

( ) ( )
.

( , )

− − = = = = =
= =∑

ÖÒÎË ê  – Á‡ÍÓÌ ‡‚ÌÓÏÂÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ, ÚÓ, Í‡Í ‰ÓÍ‡Á‡Î
ÉÓÔÔ‡, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ò˝ÌÌÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ Í‡Í ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚È ÒÎÛ˜‡È ÏÂÚËÍË
ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÔÓ‰„ÛÔÔ.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÂÚËÍ‡ ËÌÙÓÏ‡ˆËË (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ˝ÌÚÓÔËË) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl
ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ÏË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË (ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ËÌÙÓÏ‡ˆËË) ï  Ë Y ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

H(X | Y) + H(Y | X),

„‰Â ÛÒÎÓ‚Ì‡fl ˝ÌÚÓÔËfl H(X | Y ) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
x X y Y

p x y p x y
∈ ∈
∑ ∑ ( , ) ln ( | )  Ë

p x y P X x Y y( , ) ( | )= = =  fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ÌÓÈ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸˛.
çÓÏ‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ËÌÙÓÏ‡ˆËË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

H X Y H Y X

H X Y

( | ) ( | )

( , )
.

−

éÌ‡ ‡‚Ì‡ 1, ÂÒÎË X Ë Y ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ (ÒÏ. ‰Û„ÓÂ ÔÓÌflÚËÂ çÓÏ‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó
‡ÒÒÚÓflÌËfl ËÌÙÓÏ‡ˆËË,  „Î. 11).

åÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓÓ‚Ë˜‡–å˝ÎÎÓÛÁ‡–åÓÌÊ‡–Ç‡ÒÒÂ¯ÚÂÈÌ‡
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (χ, d) ÏÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓÓ‚Ë˜‡–å˝ÎÎÓÛÁ‡–åÓÌÊ‡–

Ç‡ÒÒÂ¯ÚÂÈÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

inf 
S[d(X, Y)],

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏ S Ô‡ (X, Y) ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ X Ë Y,
Ú‡ÍËı ˜ÚÓ Ï‡„ËÌ‡Î¸Ì˚ÏË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË X Ë Y fl‚Îfl˛ÚÒfl P1 Ë P2.

ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (χ, d) ˝ÚÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ

ÎËÔ¯ËˆÂ‚Û ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÏÂÊ‰Û ÏÂ‡ÏË sup ( ),
f

fd P P∫ −1 2  „‰Â ÒÛÔÂÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ

‚ÒÂÏ ÙÛÌÍˆËflÏ f Ò | ( ) ( ) |  ( , )f x f y d x y− ≤  ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ χ .
Ç ·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÏ ÒÏ˚ÒÎÂ Lp-‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ç‡ÒÒÂ¯ÚÂÈÌ‡ ‰Îfl χ  = �n ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

(inf [ ( , )]) ,/
S
p pd X Y 1

Ë ‰Îfl p = 1 ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ρ -‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ. ÑÎfl (χ, d) = (�, | x – y |) ÓÌÓ
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Lp-ÏÂÚËÍÓÈ ÏÂÊ‰Û ÙÛÌÍˆËflÏË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl (CDF) Ë Â„Ó ÏÓÊÌÓ
Á‡ÔËÒ‡Ú¸

  

(inf [| | ]) | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |/

/ /




�

X Y F x F x dx F x F x dxp p p

p

p

p

− = −








 = −









∫ ∫ − −1

1 2

1

0

1

1
1

2
1

1

Ò F x P X x ui
u

i
− = ≤ <1( ) sup( ( ) ).

ëÎÛ˜‡È p  = 1 ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ åÓÌÊ‡–ä‡ÌÚÓÓ‚Ë˜‡ (ËÎË, ‚
ÚÂÓËË Ù‡ÍÚ‡ÎÓ‚ ÏÂÚËÍÓÈ ï‡Ú˜ËÌÒÓÌ‡), ÏÂÚËÍÓÈ Ç‡ÒÒÂ¯ÚÂÈÌ‡ (ËÎË
ÏÂÚËÍÓÈ îÓÚÂ–åÛ¸Â)
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d -ÏÂÚËÍ‡ éÌ¯ÚÂÈÌ‡

d -ÏÂÚËÍ‡ éÌ¯ÚÂÈÌ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ � (‰Îfl χ = �n), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1
1

1
n

dS
x y i

n

x yi i
inf ,

,
∫ ∑

=
≠











„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌ˚Ï ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏ S Ô‡ (X, Y) ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı
‚ÂÎË˜ËÌ X Ë Y, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ Ï‡„ËÌ‡Î¸Ì˚ÏË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË X Ë Y fl‚Îfl˛ÚÒfl P1 Ë P2.

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ ÚÂÓËË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚,
ÚÂÓËË ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ Ë ÚÂÓËË ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÚÂÓËË „‡ÙÓ‚

É‡ÙÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡‡ G  = (V, E), „‰Â V – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ-
‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ „‡Ù‡ G, Ë Ö – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı Ô‡ ‚Â¯ËÌ, ÍÓÚÓ˚Â
Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Â·‡ÏË „‡Ù‡ G . éËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È „‡Ù (ËÎË Ó„‡Ù) ÂÒÚ¸ Ô‡‡
D = (V, E), „‰Â V – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ Ó„‡Ù‡ D, Ë Ö –
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı Ô‡ ‚Â¯ËÌ, ÍÓÚÓ˚Â Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‰Û„‡ÏË Ó„‡Ù‡ D.

É‡Ù, Û ÍÓÚÓÓ„Ó Î˛·˚Â ‰‚Â ‚Â¯ËÌ˚ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ Ó‰ÌËÏ Â·ÓÏ,
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ˚Ï „‡ÙÓÏ. ÖÒÎË ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚÒfl ÒÓÂ‰ËÌÂÌËÂ ‚Â¯ËÌ Í‡ÚÌ˚ÏË
(Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ÏË) Â·‡ÏË, ÚÓ Ú‡ÍÓÈ „‡Ù Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÛÎ¸ÚË„‡ÙÓÏ. É‡Ù Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï (·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï), ÂÒÎË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó V Â„Ó ‚Â¯ËÌ ÍÓÌÂ˜ÌÓ (ËÎË
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ). èÓfl‰ÍÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó „‡Ù‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó
Â„Ó ‚Â¯ËÌ; ‡ÁÏÂÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó „‡Ù‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ Â„Ó Â·Â.

É‡Ù ËÎË ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È „‡Ù ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ÙÛÌÍˆËÂÈ, ÔËÔËÒ˚‚‡˛˘ÂÈ
ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÒ Í‡Ê‰ÓÏÛ Â·Û, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚Á‚Â¯ÂÌÌ˚Ï „‡ÙÓÏ ËÎË ÒÂÚ¸˛.
ëÂÚ¸ Ú‡ÍÊÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Í‡Í‡ÒÓÏ ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍÓ„‰‡ ‚ÂÒ‡ ËÌÚÂÔÂÚËÛ˛ÚÒfl Í‡Í
‰ÎËÌ˚ Â·Â ‚ÓÁÏÓÊÌÓ„Ó ‚ÎÓÊÂÌËfl ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. Ç ÚÂÏË-
Ì‡ı ÚÂÓËË ÔÓ˜ÌÓÒÚË Â·‡ Í‡Í‡Ò‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÛÚ¸flÏË (Ó·˚˜ÌÓ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ
‰ÎËÌ˚); ÚÂÌÒÂ„ËÚË – ˝ÚÓ Í‡Í‡ÒÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÔÛÚ¸fl fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎË·Ó
˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ Ì‡ÚflÊÂÌËfl – ÚÓÒ‡ÏË (Ú.Â. ÌÂ ÏÓ„ÛÚ ÓÚ‰‡ÎËÚ¸Òfl ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡), ÎË·Ó
˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ ÒÊ‡ÚËfl – ‡ÒÔÓÍ‡ÏË (Ú.Â. ÌÂ ÏÓ„ÛÚ Ò·ÎËÁËÚ¸Òfl).

èÓ‰„‡ÙÓÏ „‡Ù‡ G Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡Ù G', ‚Â¯ËÌ˚ Ë Â·‡ ÍÓÚÓÓ„Ó Ó·‡ÁÛ˛Ú
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚Â¯ËÌ Ë Â·Â „‡Ù‡ G. ÖÒÎË G' fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰„‡ÙÓÏ G, ÚÓ „‡Ù G
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛÔÂ„‡ÙÓÏ „‡Ù‡ G' . àÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚È ÔÓ‰„‡Ù – ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
‚Â¯ËÌ „‡Ù‡ G  ‚ÏÂÒÚÂ ÒÓ ‚ÒÂÏË Â·‡ÏË, Ó·Â ÍÓÌÂ˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË ÍÓÚÓ˚ı
ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ‰‡ÌÌÓÏÛ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û.

É‡Ù G = (V, E) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ò‚flÁÌ˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‚Â¯ËÌ u, v ∈  V ÒÛ˘ÂÒÚ-
‚ÛÂÚ (u – v) ÔÛÚ¸, Ú.Â. Ú‡Í‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Â·Â uw1 = w0w1, w1w2,…, wn–1wn =
= wn–1v  ËÁ Ö, ˜ÚÓ wi ≠ wj ‰Îfl i ≠ j, i, j ∈  {0, 1,…, n}. é„‡Ù D  = (V, E) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÒËÎ¸ÌÓ Ò‚flÁÌ˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‚Â¯ËÌ u, v ∈  V ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Í‡Í ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì-
Ì˚È (u – v) ÔÛÚ¸, Ú‡Í Ë ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È (v – u) ÔÛÚ¸. ã˛·ÓÈ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚È
Ò‚flÁÌ˚È ÔÓ‰„‡Ù „‡Ù‡ G Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â„Ó Ò‚flÁÌÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÓÈ.

ëÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚Â Â·ÓÏ ‚Â¯ËÌ˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË. ëÚÂÔÂÌ¸ deg(v) ‚Â¯ËÌ˚
v ∈  V „‡Ù‡ G = (V, E) ‡‚Ì‡ ˜ËÒÎÛ Â„Ó ‚Â¯ËÌ, ÒÏÂÊÌ˚ı Ò v.

èÓÎÌ˚Ï „‡ÙÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡Ù, Í‡Ê‰‡fl Ô‡‡ ‚Â¯ËÌ ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÓÂ‰ËÌÂÌ‡
Â·ÓÏ. Ñ‚Û‰ÓÎ¸Ì˚È „‡Ù – „‡Ù, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚Â¯ËÌ V ‡Á·Ë‚‡ÂÚÒfl Ì‡
‰‚‡ Ú‡ÍËı ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, ˜ÚÓ ‚ Ó‰ÌÓÏ Ë ÚÓÏ ÊÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
ÌÂÚ ÌË Ó‰ÌÓÈ Ô‡˚ ÒÏÂÊÌ˚ı ‚Â¯ËÌ. èÛÚ¸ – ˝ÚÓ ÔÓÒÚÓÈ Ò‚flÁÌ˚È „‡Ù, ‚ ÍÓÚÓÓÏ
‰‚Â ‚Â¯ËÌ˚ ËÏÂ˛Ú ÒÚÂÔÂÌ¸ 1, ‡ ‰Û„ËÂ ‚Â¯ËÌ˚, ÂÒÎË ÓÌË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú, ËÏÂ˛Ú
ÒÚÂÔÂÌ¸ 2; ‰ÎËÌÓÈ ÔÛÚË fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ Â„Ó Â·Â. ñËÍÎÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚È
ÔÛÚ¸, Ú.Â. ÔÓÒÚÓÈ Ò‚flÁÌ˚È „‡Ù, Í‡Ê‰‡fl ‚Â¯ËÌ‡ ÍÓÚÓÓ„Ó ËÏÂÂÚ ÒÚÂÔÂÌ¸ 2.
ÑÂÂ‚Ó – ˝ÚÓ ÔÓÒÚÓÈ Ò‚flÁÌ˚È „‡Ù, ÌÂ ËÏÂ˛˘ËÈ ˆËÍÎÓ‚.
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Ñ‚‡ „‡Ù‡, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÂ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ‚Â¯ËÌ,
Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË. îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ‰‚‡ „‡Ù‡ G  = (V(G), E(G )) Ë H = (V(H),
E(H)) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ËÂÍˆËfl f : V(G) → V(H), Ú‡Í‡fl
˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı u, v ∈ V(G) Â·Ó uv ∈ E(G) ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Â·Ó f(u)f(v)
∈ E(H).

å˚ ·Û‰ÂÏ ‡ÒÒÏÓÚË‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓÒÚ˚Â ÍÓÌÂ˜Ì˚Â „‡Ù˚ Ë Ó„‡Ù˚, ÚÓ˜ÌÂÂ
ÍÎ‡ÒÒ˚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË Ú‡ÍËı ËÁÓÏÓÙÌ˚ı „‡ÙÓ‚.

15.1.  êÄëëíéüçàü  çÄ  ÇÖêòàçÄï  ÉêÄîÄ

åÂÚËÍ‡ ÔÛÚË
åÂÚËÍÓÈ ÔÛÚË (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ „‡Ù‡, ÏÂÚËÍÓÈ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË) dpath

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ „‡Ù‡ G = (V, E), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl
Î˛·˚ı u, v ∈  V Í‡Í ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó (u – v) ÔÛÚË ‚ G. ä‡Ú˜‡È¯ËÈ (u – v) ÔÛÚ¸
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÈ ÎËÌËÂÈ. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÙË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Ï Ò „‡ÙÓÏ G.

åÂÚËÍ‡ ÔÛÚË „‡Ù‡ ä˝ÎË É ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÔÓÓÊ‰ÂÌÌÓÈ „ÛÔÔ˚ (G, ⋅ , e) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÒÎÓ‚‡ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. åÂÚËÍ‡ ÔÛÚË „‡Ù‡ G = (V, E), Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ V ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ˆËÍÎË˜ÂÒÍË ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ ‚ „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÏ ˆËÍÎÂ, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚ÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ. åÂÚËÍ‡ „ËÔÂÍÛ·‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË „‡Ù‡ „ËÔÂÍÛ·‡ ç(m , 2) Ò ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ V = {0, 1}m, Â·‡ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl Ô‡‡ÏË ‚ÂÍÚÓÓ‚ x, y ∈
∈ {0, 1}m, Ú‡ÍËÏË ˜ÚÓ | {i ∈ {1,…, n}: xi ≠  yi} | = 1; ÓÌ‡ ‡‚Ì‡ | {i ∈ {1,…, n}:
xi ≠  1}∆{i ∈ {1,…, n}: yi = 1 |. É‡ÙË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘ÂÂ „‡ÙÛ „ËÔÂÍÛ·‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ „ËÔÂÍÛ·‡.
éÌÓ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ({ , } , ).0 1

1

m
ld

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË
ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË dwpath ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ V Ò‚flÁÌÓ„Ó

‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó „‡Ù‡ G  = (V, E) Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‚ÂÒ‡ÏË e·Â (w(e))e ∈  E,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

min ( ),
P

e P

w e
∈
∑

„‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ (u – v) ÔÛÚflÏ ê ‚ G.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·ıÓ‰‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·ıÓ‰‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ V Ò‚flÁÌÓ„Ó „‡Ù‡ G  =

= (V, E), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í ‰ÎËÌ‡ Ò‡ÏÓ„Ó ‰ÎËÌÌÓ„Ó ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÛÚË
(Ú.Â. ÔÛÚË, ÍÓÚÓ˚È fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓ‰„‡ÙÓÏ „‡Ù‡ G) ËÁ ‚Â¯ËÌ˚ u
‚ ‚Â¯ËÌÛ v ∈  V.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÌÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ. É‡Ù Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÙÓÏ Ó·ıÓ‰‡,
ÂÒÎË Â„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·ıÓ‰‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÏÂÚËÍÓÈ ÔÛÚË (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [CJT93]).

ä‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ‚ Ó„‡Ù‡ı
ä‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ‚ Ó„‡Ù‡ı ddpath ÂÒÚ¸ Í‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ

V ÒËÎ¸ÌÓ Ò‚flÁÌÓ„Ó ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó „‡Ù‡ D = (V, E), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı u,
v ∈  V Í‡Í ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó (u – v) ÔÛÚË ‚ „‡ÙÂ D. ïÓÓ¯ËÈ
Ú‡ÍÒËÒÚ ÔË ÂÁ‰Â ÔÓ „ÓÓ‰ÒÍËÏ ÛÎËˆ‡Ï Ò Ó‰ÌÓÒÚÓÓÌÌËÏ ‰‚ËÊÂÌËÂÏ ‰ÓÎÊÂÌ
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ‰‡ÌÌÓÈ Í‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ.
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ñËÍÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‚ Ó„‡Ù‡ı
ñËÍÎË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ‚ Ó„‡Ù‡ı Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ V

ÒËÎ¸ÌÓ Ò‚flÁÌÓ„Ó ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó „‡Ù‡ D = (V, E), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

ddpath(u, v) + ddpath(v, u),

„‰Â ddpath – Í‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ‚ Ó„‡Ù‡ı.

�-ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ÍÎ‡ÒÒ‡ ϒ Ò‚flÁÌ˚ı „‡ÙÓ‚ ÏÂÚËÍ‡ d ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl �-ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË (X, d) ËÁÓÏÂÚË˜ÌÓ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, dwpath), „‰Â „‡Ù G = (V, E) ∈ ϒ Ë dwpath – ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË
Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ V „‡Ù‡ G Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ Â·ÂÌ˚ı ‚ÂÒÓ‚ w (ÒÏ.
‰Â‚Ó‚Ë‰Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡).

ÑÂ‚Ó‚Ë‰Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÑÂ‚Ó‚Ë‰Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‰ÂÂ‚‡) d Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï ÂÒÚ¸

�-ÏÂÚËÍ‡ ‰Îfl ÍÎ‡ÒÒ‡ ϒ ‚ÒÂı ‰ÂÂ‚¸Â‚, Ú.Â. ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d)
ËÁÓÏÂÚË˜ÌÓ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, dwpath), „‰Â T = (V, E)
ÂÒÚ¸ ‰ÂÂ‚Ó Ë dwpath – ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ V ‰ÂÂ‚‡ í
Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ Â·ÂÌ˚ı ‚ÂÒÓ‚ w. åÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰Â‚Ó‚Ë‰ÌÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı
ÚÓ˜ÂÍ.

åÂÚËÍ‡ d Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÈ ‰Â‚ÓÔÓ‰Ó·ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ,
ÂÒÎË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï  ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚ÎÓÊÂÌÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸ÌÓ) Â·ÂÌÓ-‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ X ÏÂÚËÍ‡
d(x, y) ‡‚Ì‡ ÒÛÏÏÂ ‚ÂÒÓ‚ ‚ÒÂı Â·Â ‚‰ÓÎ¸ (Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó) ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ‚Â¯ËÌ‡ÏË ı Ë Û ‰ÂÂ‚‡. åÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÈ ‰Â‚Ó‚Ë‰-
ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÏÛ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ.

åÂÚËÍ‡ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl
ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl Ò‚flÁÌÓ„Ó „‡Ù‡ G = (V, E) Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ Â·ÂÌ˚ı

‚ÂÒÓ‚ w = (w(e))e ∈  E  ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÂÒ‡ e·Â Í‡Í ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl. ÇÓÁ¸ÏÂÏ Î˛·˚Â ‰‚Â
‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ Ë Ë v ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Í ÌËÏ ÔÓ‰ÒÓÂ‰ËÌÂÌ‡ ·‡Ú‡Âfl Ú‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ Â‰ËÌËˆ‡ ÚÓÍ‡ ÚÂ˜ÂÚ ËÁ v ‚ u. çÂÓ·ıÓ‰ËÏ‡fl ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ‡ÁÌÓÒÚ¸ (ÔÓÚÂÌ-
ˆË‡ÎÓ‚) Ì‡ÔflÊÂÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ éÏ‡ Í‡Í ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËÂ
ÏÂÊ‰Û u Ë v ‚ ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓÈ ˆÂÔË; ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl Ω(u, v)
ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ([KlRa93]) (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl, „Î. 14). óËÒÎÓ

  

1

Ω( , )u v
 ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÔÓ‰Ó·ÌÓ ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚Ó‰ËÏÓÒÚË Í‡Í ÏÂÛ

ÒÓÂ‰ËÌflÂÏÓÒÚË ÏÂÊ‰Û u Ë v. àÏÂÌÌÓ, ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ 
  
Ω( , ) min

( )
,u

w eP
e P

v ≤
∈
∑ 1

„‰Â ê – Î˛·ÓÈ (u – v) ÔÛÚ¸, Ò ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Ú‡ÍÓÈ ÔÛÚ¸ ê
fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï; ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÒÎË w(e) = 1 ‰Îfl ‚ÒÂı Â·Â, ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ G fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÂ‚ÓÏ. åÂÚËÍ‡ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËfl ÔËÏÂÌflÂÚÒfl (‚ ÙËÁËÍÂ,
ıËÏËË Ë ÒÂÚflı) ‚ ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Û˜ËÚ˚‚‡Ú¸ ˜ËÒÎÓ ÔÛÚÂÈ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË
‰‚ÛÏfl ‚Â¯ËÌ‡ÏË.

ÖÒÎË w(e) = 1 ‰Îfl ‚ÒÂı Â·Â, ÚÓ

  Ω( , ) ( ) ( ),u g g g guu uuv vv vv= + − +
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„‰Â ((gij)) – Ó·Ó·˘fiÌÌ‡fl Ó·‡ÚÌ‡fl Ï‡ÚËˆ‡ ‰Îfl Ï‡ÚËˆ˚ ã‡ÔÎ‡Ò‡ (lij)) „‡Ù‡ G:
Á‰ÂÒ¸ lii ÂÒÚ¸ ÒÚÂÔÂÌ¸ ‚Â¯ËÌ˚ i, ‡ ‰Îfl i ≠ j ‚ÂÎË˜ËÌ‡ lij = 1, ÂÒÎË ‚Â¯ËÌ˚ i Ë j
ÒÏÂÊÌ˚Â, Ë lij = 0, ËÌ‡˜Â. ÇÂÓflÚÌÓÒÚÌ‡fl ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËfl Ú‡ÍÓ‚‡:   Ω( , )u v =

  = − −(deg( )Pr( )) ,u u v 1  „‰Â deg(u) – ÒÚÂÔÂÌ¸ ‚Â¯ËÌ˚ u Ë Pr(u – v) – ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÔË
ÒÎÛ˜‡ÈÌÓ„ ·ÎÛÊ‰‡ÌËË, Ì‡˜ËÌ‡˛˘ÂÏÒfl Ò u, ÔÓÒÂÚËÚ¸ v ÔÂÂ‰ ‚ÓÁ‡˘ÂÌËÂÏ ‚ u.

ìÒÂ˜ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ìÒÂ˜ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ „‡Ù‡, ‡‚Ì‡fl 1

‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÒÏÂÊÌ˚ı ‚Â¯ËÌ Ë ‡‚Ì‡fl 2 ‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÌÂÒÏÂÊÌ˚ı
‚Â¯ËÌ. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl 2-ÛÒÂ˜ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ‰Îfl ÏÂÚËÍË ÔÛÚË „‡Ù‡. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
(1,2)-Ç-ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË ÒÚÂÔÂÌ¸ Î˛·ÓÈ ‚Â¯ËÌ˚ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â ˜ÂÏ Ç.

åÌÓ„ÓÍ‡ÚÌÓ ‚˚‚ÂÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
åÌÓ„ÓÍ‡ÚÌÓ ‚˚‚ÂÂÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â

‚Â¯ËÌ V m-Ò‚flÁÌÓ„Ó ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó „‡Ù‡G = (V, E) , ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı u, v ∈
∈ V Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÒÛÏÏ‡ ‰ÎËÌ m ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl (u – v) ÔÛÚÂÈ.
éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓÌflÚËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ÚÂ·ÛÂÚÒfl Ì‡ÈÚË
ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÔÛÚÂÈ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı
Ò‚flÁË, „‰Â m  – 1 ËÁ (u – v) ÔÛÚÂÈ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Îfl ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl ÒÓÓ·˘ÂÌËfl,
ÔÂÂ‰‡‚‡ÂÏÓ„Ó ÔÓ ÓÒÚ‡‚¯ÂÏÛÒfl (u – v) ÔÛÚË (ÒÏ. [McCa97]).

É‡Ù G Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl m-Ò‚flÁÌ˚Ï, ÂÒÎË ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ËÁ m – 1 Â·-
‡, Û‰‡ÎÂÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı ÔÂ‚‡ÚËÚ „‡Ù ‚ ÌÂÒ‚flÁÌ˚È. ë‚flÁÌ˚È „‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl
1-Ò‚flÁÌ˚Ï.

ê‡ÁÂÁ – ˝ÚÓ ‡Á·ËÂÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ì‡ ‰‚Â ˜‡ÒÚË. ÖÒÎË Á‡‰‡ÌÓ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó S
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn = {1,…, n}, ÚÓ Á‡‰‡ÌÓ ‡Á·ËÂÌËÂ  {S, Vn\S} ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn. èÓÎÛ-
ÏÂÚËÍ‡ ‡ÁÂÁ‡ Ì‡ Vn, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Ú‡ÍËÏ ‡Á·ËÂÌËÂÏ, ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl
Í‡Í ÒÔÂˆË‡Î¸Ì‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ ÔÓÎÌÓ„Ó ‰‚Û‰ÓÎ¸ÌÓ„Ó „‡Ù‡
KS V Sn, \ ,  „‰Â ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‚Â¯ËÌ‡ÏË ‡‚ÌÓ 1, ÂÒÎË ÓÌË ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ‡ÁÌ˚Ï

˜‡ÒÚflÏ ‰‡ÌÌÓ„Ó „‡Ù‡, Ë ‡‚ÌÓ 0, ËÌ‡˜Â.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‡ÁÂÁ‡
ÖÒÎË Á‡‰‡ÌÓ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó S ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn = {1,…, n}, ÚÓ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‡ÁÂÁ‡

(ËÎË ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‡Á‰‚ÓÂÌËfl) δS fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍa Ì‡ Vn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

    
δS i j

i j S i j
( , )

,  ,  | { , } | ,

,
=

≠ =



1 1

0

ÂÒÎË 

 ËÌ‡˜Â.

	

é·˚˜ÌÓ ÓÌ‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ‚ÂÍÚÓ ‚   �
| | ,  ( ) {{ , } : }.En E n i j i j n= ≤ < ≤1

äÛ„Ó‚ÓÈ ‡ÁÂÁ Vn Á‡‰‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ S[k+1, l] = {k + 1,…, l} (mod n) ⊂ Vn:
ÂÒÎË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÚÓ˜ÍË Í‡Í ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Â ‚‰ÓÎ¸ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ‚ ÚÓÏ ÊÂ
ÍÛ„Ó‚ÓÏ ÔÓfl‰ÍÂ, ÚÓ S[k+1, l] ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‚Â¯ËÌ ÓÚ k + 1 ‰Ó l.
ÑÎfl ÍÛ„Ó‚Ó„Ó ‡ÁÂÁ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‡ÁÂÁ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÍÛ„Ó‚Ó„Ó ‡ÁÂÁ‡.

èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ˜ÂÚÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ δS Ì‡ Vn Ò ˜ÂÚÌ˚Ï | S |.
èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÌÂ˜ÂÚÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ δS Ì‡ V n Ò ÌÂ˜ÂÚÌ˚Ï
| S |. èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ k-‡‚ÌÓÏÂÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡ ÂÒÚ¸ δS Ì‡ Vn Ò | S | ∈ {k, n – k} .

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‡‚ÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡ ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ δS Ì‡ Vn Ò | |  ,  .S
n n∈ 

















2 2
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èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÌÂ‡‚ÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡ – ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ δS Ì‡ Vn Ò | |  ,  S
n n∉ 

















2 2

 (ÒÏ.,

Ì‡ÔËÏÂ, [DeLa97]).

ê‡ÁÎÓÊËÏ‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡

ê‡ÁÎÓÊËÏ‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ – ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Vn = {1,…, n}, ÍÓÚÓÛ˛ ÏÓÊÌÓ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÎËÌÂÈÌÛ˛ ÍÓÏ·ËÌ‡ˆË˛ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ ‡ÁÂÁ‡.
åÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ‡ÁÎÓÊËÏ˚ı ÔÓÎÛÏÂÚËÍ Ì‡ Vn Ó·‡ÁÛÂÚ ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÍÓÌÛÒ,
ÍÓÚÓ˚È Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÁÂÁÌ˚Ï ÍÓÌÛÒÓÏ CUTn.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Vn ·Û‰ÂÚ ‡ÁÎÓÊËÏÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ l1-ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ.

äÛ„Ó‚ÓÈ ‡ÁÎÓÊËÏÓÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Vn = {1,…, n},
ÍÓÚÓÛ˛ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÎËÌÂÈÌÛ˛ ÍÓÏ·ËÌ‡ˆË˛ ÔÓÎÛ-
ÏÂÚËÍ ÍÛ„Ó‚Ó„Ó ‡ÁÂÁ‡.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Vn ·Û‰ÂÚ ÍÛ„Ó‚ÓÈ ‡ÁÎÓÊËÏÓÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÎÏ‡ÌÒÓÌ‡ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÚÓÏÛ ÊÂ
ÔÓfl‰ÍÛ (ÒÏ. [ChFi98]).

äÓÌÂ˜Ì‡fl lp-ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡

ÑÎfl ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÍÓÌÂ˜Ì‡fl lp-ÔÓÎÛÏÂÚËÍ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒflÒ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ d
Ì‡ ï, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ (X, d) ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó lp

m -ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

  
( , )�m

ld
p

 ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó m  ∈ �. ÖÒÎË X = {0, 1}n, ÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

(X, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl lp
m -ÍÛ·ÓÏ. lm

1 -ÍÛ· Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ı˝ÏÏËÌ„Ó‚˚Ï ÍÛ·ÓÏ.
èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ä‡ÎÏ‡ÌÒÓÌ‡
èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÎÏ‡ÌÒÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ d  Ì‡ Vn = {1,…, n},

Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÛÒÎÓ‚Ë˛

max{ ( , ) ( , ), ( , ) ( , )} ( , ) ( , )d i j d r s d i s d j r d i r d j s+ + ≤ +

‰Îfl ‚ÒÂı 1 ≤ i ≤ j ≤ r ≤ s ≤ n. Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ‚‡ÊÂÌ ÔÓfl‰ÓÍ ˝ÎÂÏÂÌ-
ÚÓ‚; ËÏÂÌÌÓ, d fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÎÏ‡ÌÒÓÌ‡ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÔÓfl‰ÍÛ
1,…, n.

ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÂÒÎË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÚÓ˜ÍË {1,…, n} Í‡Í ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚Â ‚‰ÓÎ¸
ˆËÍÎ‡ Cn ‚ ÚÓÏ ÊÂ ÍÛ„Ó‚ÓÏ ÔÓfl‰ÍÂ, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ Vn fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ
ä‡ÎÏ‡ÌÒÓÌ‡, ÂÒÎË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d i r d j s d i j d r s( , ) ( , ) ( , ) ( , )+ ≤ +

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı i, j, r, s ∈ V n, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ÓÚÂÁÍË [i, j] Ë [r, s] fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÏËÒfl ıÓ‰‡ÏË Cn.

ÑÂ‚Ó‚Ë‰Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ä‡ÎÏ‡ÌÒÓÌ‡ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÒÚË
‚Â¯ËÌ ‰ÂÂ‚‡. Ö‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ, Ó·‡ÁÛ˛-
˘Ëı ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÎÏ‡ÌÒÓÌ‡.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÏÛÎ¸ÚË‡ÁÂÁ‡

èÛÒÚ¸ {S1,…, Sq}, q ≥ 2 – ‡Á·ËÂÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn = {1,…, n}, Ú.Â. ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸
S1,…, Sq ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ

  S S Vq n1 
 
… = .
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èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÏÛÎ¸ÚË‡ÁÂÁ‡ δS Sq1, ,…  – ˝ÚÓ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Vn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

Ì‡fl Í‡Í

  

δS S
h

q
i j

i j S h h q
1

0 1

1
, , ( , )

, , , ,
… =

∈ ≤ ≤





 ÂÒÎË   ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó 

,  ËÌ‡˜Â.

ä‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡
ÑÎfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn = {1,…, n} Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì-

ÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡ ′δS  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Vn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

  
′ =

∈ ∉



δS i j
i S j S

( , )
, ,  ,1

0

 ÂÒÎË  

,  ËÌ‡˜Â.

é·˚˜ÌÓ ÓÌ‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ‚ÂÍÚÓ ‚   �
| | ,   ( ) {{ , } : }.In I n i j i j n= ≤ ≠ ≤1

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‡ÁÂÁ‡ δS ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Í‡Í ′ + ′δ δS V Sn \ .

ä‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÏÛÎ¸ÚË‡ÁÂÁ‡
ÑÎfl ‡Á·ËÂÌËfl {S1,…, Sq}, q ≥ 2 ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÓËÂÌÚËÓ-

‚‡ÌÌÓ„Ó ÏÛÎ¸ÚË‡ÁÂÁ‡ δS Sq1, ,…  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl  Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Vn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

Ì‡fl Í‡Í

′ =
∈ ∈ <





…δS S

h m

q
i j

i S j S h m
1

1

0
, , ( , )

, ,  ,  , ÂÒÎË  

,  ËÌ‡˜Â.

15.2.  ÉêÄîõ,  éèêÖÑÖãüÖåõÖ  ë  èéåéôúû  êÄëëíéüçàâ

k-cÚÂÔÂÌ¸ „‡Ù‡
k-cÚÂÔÂÌ¸ „‡Ù‡ G = (V, E) ÂÒÚ¸ ÒÛÔÂ„‡Ù Gk = (V, E') „‡Ù‡ G Ò Â·‡ÏË ÏÂÊ‰Û

‚ÒÂÏË Ô‡‡ÏË ‚Â¯ËÌ, ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â ˜ÂÏ k .

àÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÔÓ‰„‡Ù
èÓ‰„‡Ù ç „‡Ù‡ G = (V, E) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ‰„‡ÙÓÏ, ÂÒÎË

ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl ‚Â¯ËÌ‡ÏË ÔÓ‰„‡Ù‡ ç ‡‚Ì‡ Ëı ÏÂÚËÍÂ ÔÛÚË
‚ „‡ÙÂ G.

êÂÚ‡ÍÚ ÔÓ‰„‡Ù‡
èÓ‰„‡Ù ç „‡Ù‡ G = (V, E) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÂÚ‡ÍÚ-ÔÓ‰„‡ÙÓÏ, ÂÒÎË ÓÌ ÔÓÓÊ‰ÂÌ

Ë‰ÂÏÔÓÚÂÌÚÌ˚Ï ÒÊËÏ‡˛˘ËÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ G ‚ ÒÂ·fl, Ú.Â. f2 = f : V → V Ò dpath(f(u),
f(v)) ≤ dpath(u, v) ‰Îfl ‚ÒÂı . ã˛·ÓÈ ÂÚ‡ÍÚ – ÔÓ‰„‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓ‰„‡ÙÓÏ.

ÉÂÓ‰ÂÚË˜ÂÒÍËÈ „‡Ù
ë‚flÁÌ˚È „‡Ù Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÚË˜ÂÒÍËÏ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ËÌ Í‡Ú-

˜‡È¯ËÈ ÔÛÚ¸ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl Â„Ó ‚Â¯ËÌ‡ÏË. ã˛·ÓÂ ‰ÂÂ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl
„ÂÓ‰ÂÚË˜ÂÒÍËÏ „‡ÙÓÏ.



232 ó‡ÒÚ¸ IV. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÔËÍÎ‡‰ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ

ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Â„ÛÎflÌ˚È „‡Ù
ë‚flÁÌ˚È „‡Ù G = (V, E) ‰Ë‡ÏÂÚ‡ í Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Â„ÛÎflÌ˚Ï, ÂÒÎË

‰Îfl Î˛·˚ı Â„Ó ‚Â¯ËÌ u, v Ë Î˛·˚ı ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ 0 ≤ i, j ≤ T ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‚Â¯ËÌ w,
Ú‡ÍËı ˜ÚÓ dpath(u, w) = i  Ë dpath(v, w) = j, Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ i, j Ë k = dpath(u, v), ÌÓ ÌÂ ÓÚ
‚˚·‡ÌÌ˚ı ‚Â¯ËÌ u Ë v.

ëÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Ú‡ÌÁËÚË‚Ì˚È „‡Ù, Ú.Â. Ú‡ÍÓÈ „‡Ù,
˜ÚÓ Â„Ó „ÛÔÔ‡ ‡‚ÚÓÏÓÙËÁÏÓ‚ Ú‡ÌÁËÚË‚Ì‡ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó 0 ≤ i < T Ì‡ Ô‡‡ı ‚Â¯ËÌ
(u, v) Ò dpath(u, v) = i.

ã˛·ÓÈ ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Â„ÛÎflÌ˚È „‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Û‡‚ÌÓ‚Â¯ÂÌÌ˚Ï
„‡ÙÓÏ, Ú.Â. | {x ∈ V: d(x, u) ≤ d(x, v)} | = | {x ∈ V: d(x, v) ≤ d(x, u)} | ‰Îfl Î˛·˚ı Â„Ó
Â·Â uv, Ë ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-ÒÚÂÔÂÌÌÓ-Â„ÛÎflÌ˚Ï „‡ÙÓÏ, Ú.Â. | {x ∈ V: d(x, u) = i} |
Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ i, ÌÓ ÌÂ ÓÚ u ∈ V.

ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Â„ÛÎflÌ˚È „‡Ù ËÌ‡˜Â Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ê-ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸ÌÓÈ ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚-
ÌÓÈ ÒıÂÏÓÈ. äÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚Ì‡fl
ÒıÂÏ‡, ÍÓÚÓ‡fl ê-  Ë Q-ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸Ì‡. íÂÏËÌ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸ÌÓÂ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó Ò‚flÁÌÓ„Ó ‰‚ÛıÚÓ˜Â˜-
ÌÓ„Ó Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. Ç‡Ì„ ÍÎ‡ÒÒËÙËˆËÓ‚‡Î Ëı Í‡Í Â‚ÍÎË‰Ó‚˚ Â‰Ë-
ÌË˜Ì˚Â ÒÙÂ˚, ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â, ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â Ë Í‚‡ÚÂÌËÓÌÌ˚Â ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ËÎË ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÔÎÓÒÍÓÒÚË ä˝ÎË.

ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸Ì˚È „‡Ù
ÇÓÁ¸ÏÂÏ Ò‚flÁÌ˚È „‡Ù G = (V, E)  ‰Ë‡ÏÂÚ‡ í, ‰Îfl Î˛·Ó„Ó 2 ≤ i ≤ T Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ

˜ÂÂÁ Gi „‡Ù Ò ÚÂÏ ÊÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ, ˜ÚÓ Ë G, Ë Â·‡ÏË uv, Ú‡ÍËÏË ˜ÚÓ
dpath(u, v) = i.

É‡Ù G  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸Ì˚Ï, ÂÒÎË Ï‡ÚËˆ‡ ÒÏÂÊÌÓÒÚË
Î˛·Ó„Ó „‡Ù‡ Gi, 2 ≤ i ≤ T, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎËÌÓÏÓÏ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı Ï‡ÚËˆ˚ ÒÏÂÊÌÓÒÚË G.

ã˛·ÓÈ ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Â„ÛÎflÌ˚È „‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸Ì˚Ï.

ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚È „‡Ù
ë‚flÁÌ˚È „‡Ù Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË Í‡Ê‰˚È ËÁ Â„Ó

Ò‚flÁÌ˚ı ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÌ. É‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-
Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ËÁÓÏÂÚË˜ÂÌ Í‡Ê‰˚È ËÁ Â„Ó ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÛÚÂÈ. ã˛·ÓÈ
ÍÓ„‡Ù, Ú.Â. „‡Ù, ÍÓÚÓ˚È ÌÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÛÚÂÈ Ì‡ ˜ÂÚ˚Âı
‚Â¯ËÌ,‡ı fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï. É‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-
Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Â„Ó ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ
ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ. É‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Ì‡ÒÎÂ‰-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, ‰‚Û‰ÓÎ¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, ·ÎÓÍÓ‚˚Ï „‡ÙÓÏ ËÎË ‰ÂÂ-
‚ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Â„Ó ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË ÂÒÚ¸ ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌ‡fl ‰Â‚Ó‚Ë‰Ì‡fl
ÏÂÚËÍ‡ ‰Îfl Â·ÂÌ˚ı ‚ÂÒÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÌÂÌÛÎÂ‚˚ÏË
ÔÓÎÛˆÂÎ˚ÏË, ÌÂÌÛÎÂ‚˚ÏË ˆÂÎ˚ÏË, ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÔÓÎÛˆÂÎ˚ÏË ËÎË ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ˆÂÎ˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË.

É‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Í‡Ê‰˚È
Â„Ó ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚È ÔÓ‰„‡Ù – 1-ÓÒÚÓ‚.

ÅÎÓÍÓ‚˚È „‡Ù
É‡Ù Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ÎÓÍÓ‚˚Ï , ÂÒÎË Í‡Ê‰˚È Â„Ó ·ÎÓÍ, Ú.Â. Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚È

2-Ò‚flÁÌ˚È ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚È ÔÓ‰„‡Ù, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï „‡ÙÓÏ. ã˛·ÓÂ ‰ÂÂ‚Ó –
·ÎÓÍÓ‚˚È „‡Ù. É‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÎÓÍÓ‚˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Â„Ó ÏÂÚËÍ‡
ÔÛÚË fl‚ÎflÂÚÒfl ‰Â‚Ó‚Ë‰ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ-
‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ.
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èÚÓÎÂÏÂÂ‚ „‡Ù

É‡Ù Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚˚Ï, ÂÒÎË Â„Ó ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚Û èÚÓÎÂÏÂfl

  d x y d u d x u d y d x d y u( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).z z z≤ +

É‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ-
Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚È Ë ıÓ‰‡Î¸Ì˚È, Ú.Â. Í‡Ê‰˚È ˆËÍÎ ‰ÎËÌ˚ ·ÓÎÂÂ 3 ËÏÂÂÚ ıÓ‰Û.
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Î˛·ÓÈ ·ÎÓÍÓ‚˚È „‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚˚Ï.

É‡Ù D-‡ÒÒÚÓflÌËfl
ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ D ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Â„Ó 1, Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) „‡ÙÓÏ D-‡ÒÒÚÓflÌËfl D(X, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡Ù Ò ÏÌÓÊÂÒÚ-
‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ ï Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Â·Â {uv : d(u, v) ∈ D} (ÒÏ. D-ıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ,
„Î. 1).

É‡Ù D-‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÙÓÏ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÂÒÎË D = {1},
„‡ÙÓÏ ε -Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÂÒÎË D  = [1 – ε , 1 + ε], „‡ÙÓÏ Â‰ËÌË˜ÌÓÈ
ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË, ÂÒÎË D  = (0, 1], „‡ÙÓÏ ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÂÒÎË D  = �+,
„‡ÙÓÏ ‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÂÒÎË D  = 	+, „‡ÙÓÏ ÔÓÒÚÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl,
ÂÒÎË D fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÔÓÒÚ˚ı ˜ËÒÂÎ (Ò 1).

é·˚˜ÌÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ 
n. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, Í‡Ê‰˚È ÍÓÌÂ˜Ì˚È „‡Ù G = (V, E) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎÂÌ Í‡Í „‡Ù D-‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÏ 
n. åËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Ú‡ÍÓ„Ó
Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl D-‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ „‡Ù‡ G.

t-çÂÔË‚Ó‰ËÏÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
åÌÓÊÂÒÚ‚Ó S ⊂  V ‚Â¯ËÌ ‚ Ò‚flÁÌÓÏ „‡ÙÂ G = (V, E) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl t-ÌÂÔË‚Ó‰ËÏ˚Ï

(ÔÓ ï‡ÚÚËÌ„Û Ë ïÂÌÌËÌ„Û, 1994), ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó u ∈  S ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚Â¯ËÌ‡ v ∈  V,
Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl ÏÂÚËÍË ÔÛÚË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

  d x t d V S( , ) ( , \ ).v v≤ <

óËÒÎÓ t-ÌÂÔË‚Ó‰ËÏÓÂ irt „‡Ù‡ G ÂÒÚ¸ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ | S |,
Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ S fl‚ÎflÂÚÒfl, ‡ S ∪  {v} ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl t-ÌÂÔË‚Ó‰ËÏ˚Ï ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó v ∈  V\S.

óËÒÎÓ t-‰ÓÏËÌËÓ‚‡ÌËfl γt Ë ˜ËÒÎÓ t-ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚË α t  „‡Ù‡ G ÂÒÚ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-

‚ÂÌÌÓ Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó t-ÔÓÍ˚ÚËfl Ë Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÈ 
1

2
-ÛÔ‡ÍÓ‚ÍË

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, d) (ÒÏ. P‡‰ËÛÒ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, „Î. 1).

èÛÒÚ¸ γt
i  – Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ | S |, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ S fl‚ÎflÂÚÒfl, ‡ S ∪  {v} ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl 

t

2
-ÛÔ‡ÍÓ‚-

ÍÓÈ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó v ∈  V\S; ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ú‡Í‡fl ÌÂ‡Ò¯ËflÂÏ‡fl 
t

2
-ÛÔ‡ÍÓ‚-

Í‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ t-ÔÓÍ˚ÚËÂÏ. èË ˝ÚÓÏ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ 
γt

tir
+ ≤ ≤1

2
≤ ≤ ≤γ γ αt t

i
t .

t-éÒÚÓ‚
éÒÚÓ‚ÌÓÈ ÔÓ‰„‡Ù H V E H= ( , ( ))  Ò‚flÁÌÓ„Ó „‡Ù‡ G = (V, E) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl t-ÓÒÚÓ‚ÓÏ

„‡Ù‡ G, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı u, v ∈  V ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó   d u d u tH G
path path( , ) / ( , ) .v v ≤ .

ÇÂÎË˜ËÌ‡ t Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ‡ÒÚflÊÂÌËfl ÔÓ‰„‡Ù‡ ç.
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éÒÚÓ‚ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó Ò‚flÁÌÓ„Ó „‡Ù‡ G  = (V, E) ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ËÁ | V | – 1
e·Â, ÍÓÚÓ˚Â Ó·‡ÁÛ˛Ú ‰ÂÂ‚Ó Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚Â¯ËÌ V.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ òÚÂÈÌÂ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ òÚÂÈÌÂ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S ⊂  V ‚Â¯ËÌ Ò‚flÁÌÓ„Ó „‡Ù‡ G = (V, E) ÂÒÚ¸

ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Â·Â Ò‚flÁÌÓ„Ó ÔÓ‰„‡Ù‡ „‡Ù‡ G , ÒÓ‰ÂÊ‡˘Â„Ó S. í‡ÍÓÈ
ÔÓ‰„‡Ù  fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÂ‚ÓÏ Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÂ‚ÓÏ òÚÂÈÌÂ‡ ‰Îfl S.

ëıÂÏ‡ ËÌ‰ÂÍÒËÓ‚‡ÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ
ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó „‡ÙÓ‚ Ä (èÂÎÂ„, 2000) ËÏÂÂÚ l(n) ÒıÂÏÛ ËÌ‰ÂÍÒËÓ‚‡ÌËfl

‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÙÛÌÍˆËfl L, ÍÓÚÓ‡fl ËÌ‰ÂÍÒËÛÂÚ ‚Â¯ËÌ˚ Í‡Ê‰Ó„Ó
n-‚Â¯ËÌÌÓ„Ó „‡Ù‡ ‚ Ä ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ËÌ‰ÂÍÒ‡ÏË ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ ‰Ó ·ËÚ, Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
‡Î„ÓËÚÏ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È ‰ÂÍÓ‰ÂÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ÍÓÚÓ˚È Ì‡ıÓ‰ËÚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl ‚Â¯ËÌ‡ÏË u, v ‚ „‡ÙÂ ËÁ Ä ‚ ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸ÌÓÂ (ÔÓ ‰ÎËÌÂ Â„Ó
ËÌ‰ÂÍÒÓ‚ L(u), L(v)) ‚ÂÏfl.

15.3.  êÄëëíéüçàü  çÄ  ÉêÄîÄï

èÓ‰„‡Ù-ÒÛÔÂ„‡Ù ‡ÒÒÚÓflÌËfl
é·˘ËÈ ÔÓ‰„‡Ù „‡ÙÓ‚ G Ë H – „‡Ù, ÍÓÚÓ˚È ËÁÓÏÓÙÂÌ ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚Ï

ÔÓ‰„‡Ù‡Ï Ó·ÓËı „‡ÙÓ‚ G Ë H . é·˘ËÈ ÒÛÔÂ„‡Ù „‡ÙÓ‚ G Ë H – „‡Ù, ÒÓ‰Â-
Ê‡˘ËÈ ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚Â ÔÓ‰„‡Ù˚, ËÁÓÏÓÙÌ˚Â „‡Ù‡Ï G Ë H.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ áÂÎËÌÍË dZ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚ (·ÓÎÂÂ ÚÓ˜ÌÓ, Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
‚ÒÂı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ËÁÓÏÓÙÌ˚ı „‡ÙÓ‚) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

max{ ( ), ( )} ( , )n G n G n G G1 2 1 2−

‰Îfl Î˛·˚ı G G1 2, ,∈ G  „‰Â n(G1, – ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ ‚ Gi, i = 1, 2 Ë n(G1, G2) – Ï‡ÍÒË-
Ï‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ Ó·˘Â„Ó ÔÓ‰„‡Ù‡ „‡ÙÓ‚ G1  Ë G2).

ÑÎfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å „‡ÙÓ‚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·˘Â„Ó ÔÓ‰„‡Ù‡ dM Ì‡ å
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

max{ ( ) ( )} ( , ),n G n G n G G1 2 1 2−

‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·˘Â„Ó ÒÛÔÂ„‡Ù‡ dM
*  Ì‡ å ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

N G G n G n G( , ) min{ ( ), ( )}1 2 1 2−

‰Îfl Î˛·˚ı G1, G2 ∈ M , „‰Â n(Gi) – ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ ‚ Gi, i  = 1, 2 Ë n(G1, G2) –
Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ Ó·˘Â„Ó ÔÓ‰„‡Ù‡ „‡ÙÓ‚ G  ∈ M  Ë G1 Ë G2 Ë
N(G1, G2) – ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ Ó·˘Â„Ó ÒÛÔÂ„‡Ù‡ „‡ÙÓ‚ H ∈ M  Ë G1  Ë
G2.

dM fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ å, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ (1): ÂÒÎË H ∈
∈ M – Ó·˘ËÈ ÒÛÔÂ„‡Ù „‡ÙÓ‚ G1, G2 ∈ M, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˘ËÈ ÔÓ‰„‡Ù G ∈ M
„‡ÙÓ‚ G 1  Ë G2 Ò n G n G n G n H dM( ) ( ) ( ) ( ).  *≥ + −1 2  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ å, ÂÒÎË
‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ (2): ÂÒÎË G ∈ M – Ó·˘ËÈ ÔÓ‰„‡Ù „‡ÙÓ‚ G1, G2 ∈
∈ M , ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˘ËÈ ÒÛÔÂ„‡Ù H  ∈ M „‡ÙÓ‚ G 1  Ë G2 Ò n H( ) ≥
≥ + −n G n G n G( ) ( ) ( ).  1 2  å˚ ËÏÂÂÏ d dM M≤ * ,  ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ (1) Ë

d dM M≥ * ,  ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ (2).
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ dM fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı
„‡ÙÓ‚ ·ÂÁ ˆËÍÎÓ‚, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ‰‚Û‰ÓÎ¸Ì˚ı „‡ÙÓ‚ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ‰ÂÂ‚¸Â‚.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ dM

*  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı
Ò‚flÁÌ˚ı „‡ÙÓ‚, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı Ò‚flÁÌ˚ı ‰‚Û‰ÓÎ¸Ì˚ı „‡ÙÓ‚ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı
‰ÂÂ‚¸Â‚. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ áÂÎËÌÍË dZ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò dM Ë dM

*  Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚.

ç‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â í ‚ÒÂı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl dM Ë dM
*  Ë‰ÂÌÚË˜Ì˚, ÌÓ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ

‡ÒÒÚÓflÌËfl áÂÎËÌÍË.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ áÂÎËÌÍË dZ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G(n) ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚ Ò n

‚Â¯ËÌ‡ÏË Ë ‡‚ÌÓ n – k ËÎË K – n ‰Îfl ‚ÒÂı G1, G2 ∈ G(n), „‰Â k – Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ
˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ Ó·˘Â„Ó ÔÓ‰„‡Ù‡ „‡ÙÓ‚ G1 Ë G2, ‡ ä – ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ
Ó·˘Â„Ó ÒÛÔÂ„‡Ù‡ „‡ÙÓ‚ G1 Ë G2. ç‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â T(n) ‚ÒÂı ‰ÂÂ‚¸Â‚ Ò n ‚Â-
¯ËÌ‡ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ dZ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‰ÂÂ‚‡ áÂÎËÌÍË (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ,
[Zeli75]).

êÂ·ÂÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
êÂ·ÂÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ

Í‡Í

| | | | | | || | | ||E E E V V1 2 12 1 22+ − + −

‰Îfl Î˛·˚ı „‡ÙÓ‚ G V E1 1 1= ( , )  Ë G V E2 2 2= ( , ), , „‰Â G V E12 12 12= ( , )  – Ó·˘ËÈ
ÔÓ‰„‡Ù „‡ÙÓ‚ G1 Ë G2 Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ e·Â. Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ¯ËÓÍÓ
ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‚ Ó·Î‡ÒÚË Ó„‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ Ë ÏÂ‰ËˆËÌÒÍÓÈ ıËÏËË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÚfl„Ë‚‡ÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÚfl„Ë‚‡ÌËfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G(n ) ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚ Ò n

‚Â¯ËÌ‡ÏË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

n – k

‰Îfl Î˛·˚ı G1, G2 ∈ G(n), „‰Â k – Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚Â¯ËÌ „‡Ù‡, ËÁÓÏÓÙÌÓ„Ó
Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ „‡ÙÛ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÏÛ ËÁ Í‡Ê‰Ó„Ó „‡Ù‡ G1, G2 ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ
ÓÔÂ‡ˆËÈ ÒÚfl„Ë‚‡ÌËfl Â·Â.

éÒÛ˘ÂÒÚ‚ËÚ¸ ÒÚfl„Ë‚‡ÌËÂ Â·‡ uv  ∈ E , ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Â„Ó „‡ÙÛ G  = (V, E),
ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ‚Â¯ËÌ˚ u Ë v Ó‰ÌÓÈ Ú‡ÍÓÈ ‚Â¯ËÌÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÏÂÊ-
ÌÓÈ ‰Îfl ‚ÒÂı ‚Â¯ËÌ V \{u, v}, ÒÏÂÊÌ˚ı Ò u ËÎË v.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G(n, m) ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚

Ò n ‚Â¯ËÌ‡ÏË Ë m  Â·‡ÏË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı G1, G2 ∈ G(n, m) Í‡Í
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Â·‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl „‡Ù‡
G1 ‚ „‡Ù G2. éÌÓ ‡‚ÌÓ m – k, „‰Â k – Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Â·Â Ó·˘Â„Ó ÔÓ‰„‡Ù‡
„‡ÙÓ‚ G1 Ë G2.

èÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ Â·‡ – Ó‰ËÌ ËÁ ÚËÔÓ‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Â·Â, ÍÓÚÓ˚È Á‡‰‡ÂÚÒfl
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: „‡Ù ç ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ „‡Ù‡ G ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂÏ
Â·‡, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÁÎË˜Ì˚Â) ‚Â¯ËÌ˚ u, v, w Ë x ‚ „‡ÙÂ G,
Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ uv ∈  E(G), wx ≠ E(G) Ë H = G – uv + wx.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÍ‡˜Í‡ Â·‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÍ‡˜Í‡ Â·‡ – ‡Ò¯ËÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ÍÓÚÓ‡fl ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â

ÏÓÊÂÚ ÔËÌËÏ‡Ú¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ∞) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G(n, m) ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚ Ò n ‚Â¯ËÌ‡ÏË Ë m
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Â·‡ÏË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı G1, G2 ∈ G(n, m) Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒÍ‡˜ÍÓ‚
Â·‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl „‡Ù‡ G1 ‚ „‡Ù G2.

ëÍ‡˜ÓÍ Â·‡ – Ó‰ËÌ ËÁ ÚËÔÓ‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Â·Â, ÍÓÚÓ˚È Á‡‰‡ÂÚÒfl
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: „‡Ù ç ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ „‡Ù‡ G Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÍ‡˜Í‡
Â·‡, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ˜ÂÚ˚Â ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ u, v, w Ë x ‚ „‡ÙÂ G , Ú‡ÍËÂ
˜ÚÓ uv ∈  (G), wx ∉  E(G) Ë H = G – uv + wx.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl Â·‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl Â·‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G(n, m) ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚ Ò n

‚Â¯ËÌ‡ÏË Ë m  Â·Â‡ÏË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı G1, G 2 ∈ G(n, m) Í‡Í
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚‡˘ÂÌËÈ Â·‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl „‡Ù‡ G1 ‚
„‡Ù G2.

Ç‡˘ÂÌËÂ Â·‡ – Ó‰ËÌ ËÁ ÚËÔÓ‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Â·Â, ÍÓÚÓ˚È Á‡‰‡ÂÚÒfl
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: „‡Ù ç ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ „‡Ù‡ G  Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
‚‡˘ÂÌËfl Â·‡, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ u, v Ë w ‚ „‡ÙÂ G , Ú‡ÍËÂ
˜ÚÓ uv ∈ E(G), wx ∉ E(G) Ë H = G – uv + uw.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl ‰ÂÂ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl ‰ÂÂ‚‡ – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â T(n) ‚ÒÂı ‰ÂÂ‚¸Â‚ Ò n

‚Â¯ËÌ‡ÏË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl ‚ÒÂı T1, T2 ∈ T(n) Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚‡˘ÂÌËÈ
Â·Â ‰ÂÂ‚‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl T1 ‚ T 2. ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ T(n)
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl ‰ÂÂ‚‡ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl Â·‡ ÏÓ„ÛÚ ‡ÁÎË˜‡Ú¸Òfl.

Ç‡˘ÂÌËÂ Â·‡ ‰ÂÂ‚‡ – ˝ÚÓ ‚‡˘ÂÌËÂ Â·‡, ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÏÓÂ Ì‡ ‰ÂÂ‚Â Ë
‰‡˛˘ÂÂ ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‰ÂÂ‚Ó.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËfl Â·‡) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Gc(n, m) ‚ÒÂı Ò‚flÁÌ˚ı „‡ÙÓ‚ Ò n ‚Â¯ËÌ‡ÏË Ë m e·‡ÏË, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl
‰Îfl Î˛·˚ı G1, G2 ∈ GÒ(n, m) Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÈ Â·‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı
‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl „‡Ù‡ G1 ‚ „‡Ù G2.

ëÏÂ˘ÂÌËÂ Â·‡ – Ó‰ËÌ ËÁ ÚËÔÓ‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Â·Â, ÍÓÚÓ˚È Á‡‰‡ÂÚÒfl
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: „‡Ù ç ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ „‡Ù‡ G  Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
ÒÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ u, v Ë  w ‚ „‡ÙÂ G, Ú‡ÍËÂ
˜ÚÓ uv, uv ∈  E(G), wx ∉  E(G) Ë H = G – uv + uw. ëÏÂ˘ÂÌËÂ Â·‡ – ˝ÚÓ ÓÒÓ·˚È ÚËÔ
‚‡˘ÂÌËfl Â·‡ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ ‚Â¯ËÌ˚ v, w fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË ‚ G.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË „‡Ù‡ÏË G Ë
H Ò ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË Gi(1 ≤ i ≤ k) Ë Hi(1 ≤ i ≤ k), ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÂÒÎË Gi Ë Hi ËÏÂ˛Ú
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â ÔÓfl‰ÓÍ Ë ‡ÁÏÂ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ F-‚‡˘ÂÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ F-‚‡˘ÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â GF(n, m) ‚ÒÂı

„‡ÙÓ‚ Ò n ‚Â¯ËÌ‡ÏË Ë m Â·Â‡ÏË, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Ëı ÔÓ‰„‡Ù, ËÁÓÏÓÙÌ˚È ‰‡Ì-
ÌÓÏÛ „‡ÙÛ F ÔÓfl‰Í‡ ÌÂ ÏÂÌÂÂ 2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl ‚ÒÂı G1, G2 ∈ GF(n, m) Í‡Í
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ F-‚‡˘ÂÌËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl „‡Ù‡ G1 ‚
„‡Ù G2.

F-‚‡˘ÂÌËÂ – Ó‰ËÌ ËÁ ÚËÔÓ‚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Â·Â, ÍÓÚÓ˚È Á‡‰‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ÔÛÒÚ¸ F' ÂÒÚ¸ ÔÓ‰„‡Ù „‡Ù‡ G, ËÁÓÏÓÙÌ˚È „‡ÙÛ F, Ë ÔÛÒÚ¸ u, v,
w – ÚË ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ „‡Ù‡ G, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ u ∉  V(F'), v , w ∈  V(F'), uv ∈
∈ E (G ) Ë u w ∉  E(G); „‡Ù ç ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ „‡Ù‡ G  Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
F-‚‡˘ÂÌËfl Â·‡ uv ‚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ uw, ÂÒÎË H = G – uv + uw..
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ËÌ‡ÌÓ„Ó ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

èÛÒÚ¸ R – ÌÂÂÙÎÂÍÒË‚ÌÓÂ ·ËÌ‡ÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û „‡Ù‡ÏË, Ú.Â. R ⊂  G × G
Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ „‡Ù G ∈ G, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ (G, G) ∉  R.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ËÌ‡ÌÓ„Ó ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl – ‡Ò¯ËÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ÍÓÚÓ‡fl ‚ Ó·˘ÂÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÏÓÊÂÚ ÔËÌËÏ‡Ú¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ∞) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â G ‚ÒÂı „‡ÙÓ‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl
‰Îfl Î˛·˚ı „‡ÙÓ‚ G 1 Ë G2 Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ R-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ,
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl Ú‡ÌÒÙÓÏ‡ˆËË „‡Ù‡ G1 ‚ „‡Ù G2. å˚ „Ó‚ÓËÏ, ˜ÚÓ „‡Ù ç
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ „‡Ù‡ G ÔÛÚÂÏ R-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl, ÂÒÎË (H, G) ∈  R.

èËÏÂÓÏ Ú‡ÍÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÂÛ„ÓÎ¸Ì˚ÏË
‚ÎÓÊÂÌËflÏË ÔÓÎÌÓ„Ó „‡Ù‡ (Ú.Â. Â„Ó ÍÎÂÚÓ˜Ì˚ÏË ‚ÎÓÊÂÌËflÏË ‚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸,
ËÏÂ˛˘Û˛ ÚÓÎ¸ÍÓ 3-„ÓÌ‡Î¸Ì˚Â „‡ÌË), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ t,
Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‚ÎÓÊÂÌËfl ËÁÓÏÂÚË˜Ì˚ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó Á‡ÏÂ˘ÂÌËfl t „‡ÌÂÈ.

åÂÚËÍË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ

ÑÎfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S ËÁ �2 ÓÒÚÓ‚ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó ·ÂÁ  ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S ÂÒÚ¸
‰ÂÂ‚Ó, ‚Â¯ËÌ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó – ÚÓ˜ÍË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S , ‡ Â·‡ – ÔÓÔ‡ÌÓ
ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÓÚÂÁÍË ÔflÏ˚ı.

åÂÚËÍ‡ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡ ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ([AAH00]) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â TS ‚ÒÂı
ÓÒÚÓ‚Ì˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‰Îfl Î˛·˚ı T1, T2 ∈
∈ TS Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Â·‡ ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl T1 ‚ T2. èÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ Â·‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ – ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Â·Â,
ÒÛÚ¸ ÍÓÚÓÓ„Ó Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ‰Ó·‡‚ÎÂÌËË ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó Â·‡ Â ‚ T ∈ TS Ë ÛÌË˜ÚÓÊÂ-
ÌËË ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó Â·‡ f ËÁ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ˆËÍÎ‡, Ú‡Í ˜ÚÓ·˚ e  Ë f ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡ÎËÒ¸.

åÂÚËÍ‡ ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËfl Â·‡ ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â TS ‚ÒÂı
ÓÒÚÓ‚Ì˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı T1, T2 ∈
∈ TS Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËÈ  Â·Â ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl T1 ‚ T2. ëÍÓÎ¸ÊÂÌËÂ Â·‡ ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ÂÒÚ¸ Ó‰ÌÓ ËÁ ÔÂÓ·-
‡ÁÓ‚‡ÌËÈ Â·Â, ‚ ıÓ‰Â ÍÓÚÓÓ„Ó ·ÂÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â·Ó Â ‚ T ∈ TS Ë Ó‰Ì‡ ËÁ Â„Ó
ÍÓÌˆÂ‚˚ı ÚÓ˜ÂÍ ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÒÏÂÊÌÓ„Ó Ò Â Â·‡ ‚ T Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚
ÌÂ ‚ÓÁÌËÍÎÓ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl Â·Â Ë "Á‡ÏÂÚ‡ÌËfl" ÚÓ˜ÂÍ ËÁ S (˝ÚÓ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ‚ÏÂÒÚÓ Â
ÌÓ‚ÓÂ Â·Ó f). ëÍÓÎ¸ÊÂÌËÂ Â·‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒÓ·˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡
·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ: ÌÓ‚ÓÂ ‰ÂÂ‚Ó Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Á‡Ï˚Í‡ÌËfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ f
ˆËÍÎ‡ ë ‰ÎËÌ˚ 3 ‚ í Ë Û‰‡ÎÂÌËfl Â ËÁ ë Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ f ÌÂ ÔÓÔ‡‰‡ÎÓ ‚ÌÛÚ¸
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ë.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl Ï‡¯ÛÚÓ‚ ÍÓÏÏË‚ÓflÊÂ‡

èÓ·ÎÂÏ‡ ÍÓÏÏË‚ÓflÊÂ‡ ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ Í‡Í Á‡‰‡˜‡ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó Ï‡¯-
ÛÚ‡ ‰Îfl ÔÓÒÂ˘ÂÌËfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ „ÓÓ‰Ó‚. å˚ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓ·ÎÂÏÛ
ÍÓÏÏË‚ÓflÊÂ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÌÂÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl. ÑÎfl Â¯ÂÌËfl ÔÓ·ÎÂÏ˚
ÍÓÏÏË‚ÓflÊÂ‡ ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í N  „ÓÓ‰‡Ï ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �N

Ï‡¯ÛÚÓ‚ Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ 
( )!N −1

2
 ˆËÍÎË˜ÂÒÍËı ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ

„ÓÓ‰Ó‚ 1, 2,…, N.
åÂÚËÍ‡ D Ì‡ �N ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ‡ÁÎË˜Ëfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ÂÒÎË

Ï‡¯ÛÚ˚ T, T' ∈ �N ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ‚ m Â·‡ı, ÚÓ D(T, T') = m .
k-OPT ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Ï‡¯ÛÚ‡ í ÔÓÎÛ˜‡˛Ú ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Û‰‡ÎÂÌËfl k Â·Â ËÁ í

Ë ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‰Û„Ëı Â·Â. å‡¯ÛÚ T', ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ˚È ËÁ í Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ k-OPT
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl k-OPTÓÏ ‰Îfl í . ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ d  Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �N

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ ÚÂÏËÌ‡ı 2-OPT ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ: d(T, T') ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ i,
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‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ËÁ i 2-OPT ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, ÔÂÂ-
‚Ó‰fl˘‡fl í ‚ T'.

ÑÎfl Î˛·˚ı T, T' ∈ �N ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(T, T') ≤ D(T, T') (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ,
[MaMo95]).

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰„‡Ù‡ÏË
ëÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ Ò‚flÁÌÓ„Ó „‡Ù‡ G = (V, E)

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  min{ ( , ) : ( ),  ( )}pathd u u V F V Hv v∈ ∈

‰Îfl Î˛·˚ı ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ F, H „‡Ù‡ G. ÑÎfl Î˛·˚ı ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ F, H ÒËÎ¸ÌÓ Ò‚flÁÌÓ„Ó
Ó„‡Ù‡ D = (V, E) ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÂ Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  min{ ( , ) : ( ),  ( )}.dpathd u u V F V Hv v∈ ∈

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl Â·‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Sk(G) ‚ÒÂı Â·ÂÌÓ-ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı
ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ Ò k Â·‡ÏË ‚ Ò‚flÁÌÓÏ „‡ÙÂ G ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ
‚‡˘ÂÌËÈ Â·‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl F ∈ Sk(G) ‚ H ∈ Sk(G). ÉÓ‚ÓflÚ,
˜ÚÓ H ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ËÁ F ‚‡˘ÂÌËÂÏ Â·‡, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ u, v
Ë w ‚ G, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ uv ∈  E(F), uw ∈ E(G) Ë H = F – uv + uw.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Sk(G) ‚ÒÂı Â·ÂÌÓ-ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı
ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ Ò k Â·‡ÏË ‚ Ò‚flÁÌÓÏ „‡ÙÂ G ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ
ÒÏÂ˘ÂÌËÈ Â·‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl F ∈ Sk(G) ‚ H ∈ Sk(G). ÉÓ‚ÓflÚ,
˜ÚÓ ç ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ËÁ F ÒÏÂ˘ÂÌËÂÏ Â·‡, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ u, v
Ë w ‚ G, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ uv ∈  E(F), uw ∈ E(G)\E(F) Ë H = F – uv + uw.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Sk(G) ‚ÒÂı Â·ÂÌÓ-ËÌ‰ÛˆË-
Ó‚‡ÌÌ˚ı ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ Ò k Â·‡ÏË ‚ „‡ÙÂ G (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ Ò‚flÁÌÓÏ) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Â·‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl F ∈
∈ Sk(G) ‚ H ∈ Sk(G). ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ ç ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ËÁ F  ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflÏ Â·‡, ÂÒÎË
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÁÎË˜Ì˚Â) ‚Â¯ËÌ˚ u, v, w Ë x  ‚ G , Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ
uv ∈ E(F), wx ∈  E(G)\E(F) Ë H = F – uv + w x. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Â·‡ –
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Sk(G). ÖÒÎË F Ë H ËÏÂ˛Ú s Ó·˘Ëı e·Â, ÚÓ ÓÌÓ ‡‚ÌÓ k – s.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÍ‡˜Í‡ Â·‡ (ÍÓÚÓÓÂ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÓÊÂÚ ÔËÌËÏ‡Ú¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ
∞) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Sk(G) ‚ÒÂı Â·ÂÌÓ-ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓ‰„‡ÙÓ‚ Ò k e·‡ÏË „‡Ù‡
G (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ Ò‚flÁÌÓ„Ó) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒÍ‡˜ÍÓ‚ Â·‡,
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl F ∈ Sk(G) ‚ H ∈ Sk(G). ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ H ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl
ËÁ F ÒÍ‡˜ÍÓÏ Â·‡, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ ˜ÂÚ˚Â ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ u, v, w Ë x
‚ G, ˜ÚÓ uv ∈ E(F), wx ∈  E(G)\E(F) Ë H = F – uv + wx.

15.4.  êÄëëíéüçàü  çÄ  ÑÖêÖÇúüï

èÛÒÚ¸ í – ÍÓÌÂ‚ÓÂ ‰ÂÂ‚Ó, Ú.Â. ‰ÂÂ‚Ó, Û ÍÓÚÓÓ„Ó Ó‰Ì‡ ËÁ Â„Ó ‚Â¯ËÌ ‚˚·‡Ì‡ ‚
Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÍÓÌfl. ÉÎÛ·ËÌ‡ ‚Â¯ËÌ˚ v, depth(v) – ˝ÚÓ ˜ËÒÎÓ e·Â Ì‡ ÔÛÚË ÓÚ v Í
ÍÓÌ˛. ÇÂ¯ËÌ‡ v Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ËÚÂÎ¸ÒÍÓÈ ‰Îfl ‚Â¯ËÌ˚ u, v = par(u), ÂÒÎË ÓÌË
ÒÏÂÊÌ˚Â Ë ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó depth(u) = depth(v) + 1; ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â u Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ‰Ó˜ÂÌÂÈ ‰Îfl v. Ñ‚Â ‚Â¯ËÌ˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÂÒÚ‡ÏË, ÂÒÎË ËÏÂ˛Ú Ó‰ÌÓ„Ó Ë
ÚÓ„Ó ÊÂ Ó‰ËÚÂÎfl. ëÚÂÔÂÌ¸ ‚˚ıÓ‰‡ ‚Â¯ËÌ˚ – ˝ÚÓ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÂÂ ‰Ó˜ÂÌËı ‚Â-
¯ËÌ.  T(v) ÂÒÚ¸ ÔÓ‰‰ÂÂ‚Ó ‰ÂÂ‚‡ í Ò ÍÓÌÂÏ ‚ ‚Â¯ËÌÂ v ∈  V(T). ÖÒÎË w ∈  V(T(v)),
ÚÓ v  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂ‰ÍÓÏ ‰Îfl w, ‡ w – ÔÓÚÓÏÍÓÏ ‰Îfl v; nca(u, v) – ·ÎËÊ‡È¯ËÈ Ó·˘ËÈ
ÔÂ‰ÓÍ ‰Îfl ‚Â¯ËÌ u Ë v. ÑÂÂ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ, ÂÒÎË Í‡Ê‰‡fl ËÁ
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Â„Ó ‚Â¯ËÌ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ‡ ÒËÏ‚ÓÎÓÏ Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‡ÎÙ‡‚ËÚ‡ �. ÑÂÂ‚Ó í
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ, ÂÒÎË Á‡‰‡Ì ÔÓfl‰ÓÍ (ÒÎÂ‚‡ Ì‡Ô‡‚Ó) Ì‡
‚Â¯ËÌ‡ı-ÒÂÒÚ‡ı.

ç‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �rlo ‚ÒÂı ÍÓÌÂ‚˚ı ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ‰ÓÔÛÒ-
Í‡˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÓÔÂ‡ˆËË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl:

èÂÂËÌ‰ÂÍÒ‡ˆËfl – ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÏÂÚÍË ‚Â¯ËÌ˚ v.

ì‰‡ÎÂÌËÂ – Û‰‡ÎÂÌËÂ ÌÂÍÓÌÂ‚ÓÈ ‚Â¯ËÌ˚ v Ò Ó‰ËÚÂÎÂÏ v', Ú‡Í ˜ÚÓ ‰Ó˜ÂÌËÂ
˝ÎÂÏÂÌÚ˚ v ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ‰Ó˜ÂÌËÏË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË v'; ˝ÚË ‰Ó˜ÂÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ‚ÒÚ‡‚-
Îfl˛ÚÒfl ‚ÏÂÒÚÓ v Í‡Í ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ‡fl ÒÎÂ‚‡ Ì‡Ô‡‚Ó ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ‰Ó˜ÂÌËı
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ v'.

ÇÒÚ‡‚Í‡ – ‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ Í Û‰‡ÎÂÌË˛; ‚ÒÚ‡‚Í‡ ‚Â¯ËÌ˚ v ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‰Ó˜ÂÌÂ„Ó
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ v', ˜ÚÓ ‰ÂÎ‡ÂÚ v Ó‰ËÚÂÎÂÏ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‰Ó˜Â-
ÌËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ v'.

ÑÎfl ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ÓÔÂ‡ˆËË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ-
„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ, ÌÓ ÓÔÂ‡ˆËË ‚ÒÚ‡‚ÍË Ë Û‰‡ÎÂÌËfl ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú Ì‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â, ‡ ÌÂ
Ì‡ ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË.

èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÙÛÌÍˆËfl ˆÂÌ˚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÓÔÂ-
‡ˆËË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl, ‡ ˆÂÌ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÒÛÏÏ‡ ˆÂÌ ˝ÚËı ÓÔÂ‡ˆËÈ.

ìÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl – ÒÔÂˆË‡Î¸Ì‡fl
ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËfl ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl. îÓÏ‡Î¸ÌÓ, Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ÚÓÈÍÛ (M, T1, T2)
Í‡Í ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‰ÂÂ‚‡ í1 ‚
‰ÂÂ‚Ó í2, T1, T2 ∈ �rlo, ÂÒÎË M ⊂ V(T1) × V(T2) Ë, ‰Îfl Î˛·˚ı (v1, w1), (v2, w2) ∈ M
‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ: v1 = v2 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ w1 = w2

(ÛÒÎÓ‚ËÂ ‚Á‡ËÏÌÓÈ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÒÚË), v1 fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂ‰ÍÓÏ ‰Îfl v2 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ w1 fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂ‰ÍÓÏ w2 (ÛÒÎÓ‚ËÂ ÔÂ‰ÍÓ‚), v1 Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÒÎÂ‚‡ ÓÚ v2

ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ w1 Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÒÎÂ‚‡ ÓÚ w2 (ÛÒÎÓ‚ËÂ ÒÂÒÚÂ).
ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ ‚Â¯ËÌ‡ v ‚ T 1 Ë T2 ÚÓÌÛÚ‡ ÎËÌËÂÈ ‚ å , ÂÒÎË v ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl

‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ô‡Â ËÁ å.  èÛÒÚ¸ N1 Ë N2 – ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚Â¯ËÌ ‰ÂÂ‚¸Â‚ T1 Ë T2 ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ÚÓÌÛÚ˚ ÎËÌËflÏË ‚ å.  ñÂÌ‡ å Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

  

γ γ γ λ γ λ( ) ( ) ( ) ( ),
( , )

M w w
w M N w N

= → + → + →
∈ ∈ ∈

∑ ∑ ∑v v
v v 1 2

 „‰Â γ γ( ) ( , )a b a b→ =  – ˆÂÌ‡ ÓÔÂ-

‡ˆËË Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl a → b, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂÂËÌ‰ÂÍÒ‡ˆËÂÈ, ÂÒÎË a, b ∈ � ,
Û‰‡ÎÂÌËÂÏ, ÂÒÎË b = λ, Ë ‚ÒÚ‡‚ÍÓÈ, ÂÒÎË a = λ .  á‰ÂÒ¸ ÒËÏ‚ÓÎ λ ∉ � ‚˚ÒÚÛÔ‡ÂÚ Í‡Í
ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚È ÒËÏ‚ÓÎ ÔÓ·ÂÎ‡, Ë γ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â � ∪ λ  (ËÒÍÎ˛-
˜‡fl ÁÌ‡˜ÂÌËÂ γ(λ, λ)).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‰ÂÂ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‰ÂÂ‚‡ ([Tai79]) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �rlo ‚ÒÂı ÍÓÌÂ‚˚ı

ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‰Îfl Î˛·˚ı T1, T2 ∈ �rlo Í‡Í
ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ˆÂÌ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (ÔÂÂËÌ‰ÂÍÒ‡ˆËÈ,
‚ÒÚ‡‚ÓÍ Ë Û‰‡ÎÂÌËÈ), ÔÂÂ‚Ó‰fl˘ÂÈ T1 ‚ T2.

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ˝ÚÓ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ min ( ),( , , )M T T M

1 2
γ  „‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï

ÓÚÓ·‡ÊÂÌËflÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (M, T1, T2).
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‰ÂÂ‚‡ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Ì‡

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÍÓÌÂ‚˚ı ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÂÎÍÓÛ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÂÎÍÓÛ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌËÒıÓ‰fl˘Â„Ó Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl, ‡ÒÒÚÓflÌËfl

Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl 1-ÒÚÂÔÂÌË) ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �rlo ‚ÒÂı ÍÓÌÂ‚˚ı
ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı T1, T2 ∈ �rlo
Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ˆÂÌ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (ÔÂÂËÌ-
‰ÂÍÒ‡ˆËÈ, ‚ÒÚ‡‚ÓÍ Ë Û‰‡ÎÂÌËÈ), ÔÂÂ‚Ó‰fl˘ÂÈ T1 ‚ T2, ÂÒÎË ‚ÒÚ‡‚ÍË Ë Û‰‡ÎÂÌËfl
‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ ÎËÒÚ¸fl ‰ÂÂ‚¸Â‚ ([Selk77]).  äÓÂÌ¸ ‰ÂÂ‚‡ T1 ‰ÓÎÊÂÌ
ÓÚÓ·‡Ê‡Ú¸Òfl ‚ ÍÓÂÌ¸ ‰ÂÂ‚‡ T2 Ë, ÂÒÎË ‚Â¯ËÌ‡ v ÔÓ‰ÎÂÊËÚ Û‰‡ÎÂÌË˛ (‚ÒÚ‡‚ÍÂ),
ÚÓ ÔÓ‰‰ÂÂ‚Ó Ò ÍÓÌÂÏ ‚ v, ÂÒÎË Ú‡ÍÓ‚ÓÂ ËÏÂÂÚÒfl, ÔÓ‰ÎÂÊËÚ Û‰‡ÎÂÌË˛ (‚ÒÚ‡‚ÍÂ).

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ëÂÎÍÓÛ ‡‚ÌÓ min ( ),( , , )M T T M

1 2
γ  „‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËflÏ

‡ÒÒÚÓflÌËfl ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (M, T1, T2), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÏ ÒÎÂ‰Û˛-
˘ÂÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛: ÂÒÎË (v, w) ∈ M , „‰Â ÌË v, ÌË w ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÌflÏË, ÚÓ (par(v),
par(w)) ∈ M.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂÏ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂÏ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â„Î‡ÏÂÌÚËÓ‚‡Ì-

ÌÓ„Ó Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl) ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �rlo ‚ÒÂı ÍÓÌÂ‚˚ı ÔÓÏÂ-
˜ÂÌÌ˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı T1, T2  ∈ �rlo Í‡Í
ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ˆÂÌ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (ÔÂÂËÌ‰ÂÍÒ‡ˆËÈ,
‚ÒÚ‡‚ÓÍ Ë Û‰‡ÎÂÌËÈ), ÔÂÂ‚Ó‰fl˘ÂÈ T1 ‚ T2, Ò ÚÂÏ Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂÏ, ˜ÚÓ ÌÂÔÂÂ-
ÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÔÓ‰‰ÂÂ‚¸fl ‰ÓÎÊÌ˚ ÓÚÓ·‡Ê‡Ú¸Òfl Ì‡ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÔÓ‰‰ÂÂ‚¸fl.

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂÏ ‡‚ÌÓ min ( ),( , , )M T T M

1 2
γ  „‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl

ÔÓ ‚ÒÂÏ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËflÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (M, T1, T2),
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛: ‰Îfl ‚ÒÂı (v1, w1), (v2, w2), (v3, w3) ∈ M,
nca(v1, v2) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÂ‰ÍÓÏ v3 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ nca(w1, w2)
fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÂ‰ÍÓÏ w3.

ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÒÚÛÍÚÛÂ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏÛ Í‡Í min ( ),( , , )M T T M

1 2
γ  „‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ

ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËflÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (M, T1, T2), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-
fl˛˘ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛: ‰Îfl ‚ÒÂı (v1, w1), (v2, w2), (v3, w3) ∈ M, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ÌË
Ó‰Ì‡ ËÁ v1, v2 Ë v3 ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂ‰ÍÓÏ ‰Îfl ‰Û„Ëı, nca(v1, v2) = nca(v1, v3) ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ nca(w1, w2) = nca(w1, w3)

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ˆÂÌ˚
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ˆÂÌ˚ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �rlo ‚ÒÂı

ÍÓÌÂ‚˚ı ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı
T1, T2 ∈ �rlo Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (ÔÂÂËÌ‰ÂÍÒ‡ˆËÂÈ,
‚ÒÚ‡‚ÓÍ Ë Û‰‡ÎÂÌËÈ), ÔÂÂ‚Ó‰fl˘Ëı T1 ‚ T2.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚˚‡‚ÌË‚‡ÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚˚‡‚ÌË‚‡ÌËfl ([JWZ94]) ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �rlo ‚ÒÂı

ÍÓÌÂ‚˚ı ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı
T1, T2 ∈ �rlo Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ˆÂÌ‡ ‚˚‡‚ÌË‚‡ÌËfl T1 Ë T2.  éÌÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡Ò-
ÒÚÓflÌË˛ Â„Î‡ÏÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl, „‰Â ‚ÒÂ ‚ÒÚ‡‚ÍË ‰ÓÎÊÌ˚ ÔÂ‰¯ÂÒÚ-
‚Ó‚‡Ú¸ Û‰‡ÎÂÌËflÏ.

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ï˚ ‚ÒÚ‡‚ÎflÂÏ ÔÓ·ÂÎ˚, Ú.Â. ‚Â¯ËÌ˚, Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÌ˚Â ÒËÏ‚Ó-
ÎÓÏ ÔÓ·ÂÎ‡ λ , ‚ ‰ÂÂ‚¸fl T1 Ë T2 Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ÓÌË ÒÚ‡ÎË ËÁÓÏÓÙÌ˚ ÔË Ë„ÌÓËÓ-
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‚‡ÌËË ËÌ‰ÂÍÒÓ‚;  ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‰ÂÂ‚¸fl Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡˛ÚÒfl ‰Û„ Ì‡ ‰Û„‡ Ë
‰‡˛Ú ‚˚‡‚ÌË‚‡ÌËÂ TA, – ‰ÂÂ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰‡fl ‚Â¯ËÌ‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ Ô‡ÓÈ
ËÌ‰ÂÍÒÓ‚.  ñÂÌ‡ TA – ÒÛÏÏ‡ ˆÂÌ ‚ÒÂı Ô‡ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ËÌ‰ÂÍÒÓ‚ ‚ TA.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Á·ËÂÌËÈ-ÒÓ‚ÏÂ˘ÂÌËÈ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Á·ËÂÌËÈ-ÒÓ‚ÏÂ˘ÂÌËÈ ([ChLu85]) ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �rlo

‚ÒÂı ÍÓÌÂ‚˚ı ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı T1,
T2 ∈ �rlo Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡Á·ËÂÌËÈ Ë ÒÓ‚ÏÂ˘ÂÌËÈ ‚Â¯ËÌ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı
‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl T1 ‚ T2.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ 2-ÒÚÂÔÂÌË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ 2-ÒÚÂÔÂÌË ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �l ‚ÒÂı ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚

(ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ
˜ËÒÎÓ ÓÔÂ‡ˆËÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl (ÔÂÂËÌ‰ÂÍÒ‡ˆËÂÈ, ‚ÒÚ‡‚ÓÍ Ë Û‰‡ÎÂÌËÈ), ÔÂÂ-
‚Ó‰fl˘Ëı T1 ‚ T2, ÂÒÎË Î˛·‡fl ‚ÒÚ‡‚ÎflÂÏ‡fl (Û‰‡ÎflÂÏ‡fl) ‚Â¯ËÌ‡ ËÏÂÂÚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ‰‚Ûı
ÒÓÒÂ‰ÌËı ‚Â¯ËÌ.  í‡Í‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‡Ò¯ËÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‰ÂÂ‚‡ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl ëÂÎÍÓÛ.

îËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ï-‰ÂÂ‚Ó – ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó ·ÂÁ ÍÓÌfl Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ÎËÒÚ¸Â‚ ï, ÌÂ ËÏÂ˛˘ÂÂ ‚Â¯ËÌ ÔÓfl‰Í‡ 2.  ÖÒÎË Í‡Ê‰‡fl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl
‚Â¯ËÌ‡ ËÏÂÂÚ ÔÓfl‰ÓÍ 3, ÚÓ ‰ÂÂ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ËÌ‡Ì˚Ï (ËÎË ‚ÔÓÎÌÂ ‡ÁÂ-
¯ÂÌÌ˚Ï).

ê‡ÁÂÁ Ä|Ç ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÂÒÚ¸ ‡Á·ËÂÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Ì‡ ‰‚‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ë Ç
(ÒÏ. èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‡ÁÂÁ‡). ì‰‡ÎÂÌËÂ Â·‡ Â ËÁ ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ï-‰ÂÂ‚‡ ‚ÎÂ-
˜ÂÚ ‡ÁÂÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÎËÒÚ¸Â‚ ï, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È ‡ÁÂÁÓÏ, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌ˚Ï Ò Â.

åÂÚËÍ‡ êÓ·ËÌÁÓÌ‡–îÓÛÎ‰Ò‡
åÂÚËÍ‡ êÓ·ËÌÁÓÌ‡-îÓÛÎ‰Ò‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ‡Á·ËÂÌËfl, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

‡ÁÂÁ‡) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �(X) ‚ÒÂı ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1

2

1

2

1

21 2 1 2 2 1Σ ∆Σ Σ Σ Σ Σ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .T T T T T T= − + −

‰Îfl ‚ÒÂı T1, T2 ∈ �(X), „‰Â Σ(T) – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ‚ÒÂı ‡ÁÂÁÓ‚ ï, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌ˚ı Ò
Â·‡ÏË í.

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ êÓ·ËÌÁÓÌ‡–îÓÛÎ‰Ò‡
ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ êÓ·ËÌÁÓÌ‡–îÓÛÎ‰Ò‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �(X) ‚ÒÂı ÙË-

ÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

A B T T

w A B w A B
| ( ) ( )

( | ) ( | )
∈ ∪

∑ −
Σ Σ1 2

1 2

‰Îfl ‚ÒÂı T1, T2 ∈ � (X), „‰Â w w ei e E Ti
= ∈( ( )) ( )  – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı

Â·ÂÌ˚ı ‚ÂÒÓ‚ ï-‰ÂÂ‚‡ Ti, Σ(Ti) – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ‚ÒÂı ‡ÁÂÁÓ‚ ï, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡Ì-
Ì˚ı Ò Â·‡ÏË Ti, Ë wi(A|B) – ‚ÂÒ Â·‡, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó Ò ‡ÁÂÁÓÏ Ä|Ç
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ïi, i = 1, 2.

åÂÚËÍ‡ Ó·ÏÂÌ‡ ·ÎËÊ‡È¯ËÏË ÒÓÒÂ‰flÏË
åÂÚËÍ‡ Ó·ÏÂÌ‡ ·ÎËÊ‡È¯ËÏË ÒÓÒÂ‰flÏË (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÒÒÓ‚Â‡) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡

Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �(X) ‚ÒÂı ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl ‚ÒÂı
T1, T2 ∈ �(X) Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ó·ÏÂÌÓ‚ ·ÎËÊ‡È¯ËÏË ÒÓÒÂ‰flÏË, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı
‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl T1 ‚ T2.
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é·ÏÂÌ ·ÎËÊ‡È¯ËÏË ÒÓÒÂ‰flÏË – Á‡ÏÂÌ‡ ‰‚Ûı ÔÓ‰‰ÂÂ‚¸Â‚ ‚ ‰ÂÂ‚Â, ÒÏÂÊÌ˚ı
Ò Ó‰ÌËÏ Ë ÚÂÏ ÊÂ ‚ÌÛÚÂÌÌËÏ Â·ÓÏ;  ÔË ˝ÚÓÏ ÓÒÚ‡Î¸Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ ‰ÂÂ‚‡ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl
·ÂÁ ËÁÏÂÌÂÌËÈ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÔÓ˘ÂÌËfl Ë ÔÂÂÒ‡‰ÍË ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÔÓ˘ÂÌËfl Ë ÔÂÂÒ‡‰ÍË ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �(X)

‚ÒÂı ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl ‚ÒÂı T1, T2 ∈ �(X) Í‡Í ÏËÌË-
Ï‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÛÔÓ˘ÂÌËÈ Ë ÔÂÂÒ‡‰ÍË ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËfl T1 ‚ T2.

èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÛÔÓ˘ÂÌËfl Ë ÔÂÂÒ‡‰ÍË ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ‚ ÚË ˝Ú‡Ô‡:
ÒÌ‡˜‡Î‡ ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl Ë Û‰‡ÎflÂÚÒfl Â·Ó uv ‰ÂÂ‚‡, ÚÂÏ Ò‡Ï˚Ï ‰ÂÂ‚Ó ‡Á‰ÂÎflÂÚÒfl Ì‡
‰‚‡ ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Tu (ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ u) Ë Tv (ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ v); Á‡ÚÂÏ ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl Ë ÔÓ‰‡Á-
‰ÂÎflÂÚÒfl Â·Ó ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Tv, ˜ÚÓ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÌÓ‚Û˛ ‚Â¯ËÌÛ w; Ì‡ÍÓÌÂˆ, ‚Â¯ËÌ˚ u Ë
w ÒÓÂ‰ËÌfl˛ÚÒfl Â·ÓÏ, ‡ ‚ÒÂ ‚Â¯ËÌ˚ ÒÚÂÔÂÌË ‰‚‡ Û‰‡Îfl˛ÚÒfl.

åÂÚËÍ‡ ‡ÒÒÂ˜ÂÌËfl-‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl ‰ÂÂ‚‡
åÂÚËÍ‡ ‡ÒÒÂ˜ÂÌËfl-‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl ‰ÂÂ‚‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �(X) ‚ÒÂı

ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl ‚ÒÂı T1, T2 ∈ �(X) Í‡Í ÏËÌË-
Ï‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ‡ÒÒÂ˜ÂÌËfl – ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl ‰ÂÂ‚‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı
‰Îfl Ó·‡˘ÂÌËfl T1 ‚ T2.

èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ‡ÒÒÂ˜ÂÌËfl – ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌËfl ‰ÂÂ‚‡ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ‚ ÚË
˝Ú‡Ô‡:  ÒÌ‡˜‡Î‡ ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl Ë Û‰‡ÎflÂÚÒfl Â·Ó uv ‰ÂÂ‚‡, ÚÂÏ Ò‡Ï˚Ï ‰ÂÂ‚Ó ‡Á‰Â-
ÎflÂÚÒfl Ì‡ ‰‚‡ ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Tu (ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ u) Ë Tv (ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ v);  Á‡ÚÂÏ ‚˚·Ë‡˛ÚÒfl
Ë ÔÓ‰‡Á‰ÂÎfl˛ÚÒfl Â·Ó ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Tv, ˜ÚÓ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÌÓ‚Û˛ ‚Â¯ËÌÛ w, Ë Â·Ó
ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Tu, ˜ÚÓ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÌÓ‚Û˛ ‚Â¯ËÌÛ z;  Ì‡ÍÓÌÂˆ, ‚Â¯ËÌ˚ w Ë z ÒÓÂ‰ËÌfl˛ÚÒfl
Â·ÓÏ, ‡ ‚ÒÂ ‚Â¯ËÌ˚ ÒÚÂÔÂÌË  ‰‚‡ Û‰‡Îfl˛ÚÒfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Í‚‡ÚÂÚ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Í‚‡ÚÂÚ‡ ([EMM85]) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �b(X) ‚ÒÂı ·ËÌ‡-

Ì˚ı ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl ‚ÒÂı T1, T 2 ∈ � b(X) Í‡Í
˜ËÒÎÓ ÌÂÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘Ëı Í‚‡ÚÂÚÓ‚ (ËÁ Ó·˘Â„Ó ˜ËÒÎ‡ ( )4

n  ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı Í‚‡ÚÂÚÓ‚) ‰Îfl
T1 Ë T2.

Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÒÌÓ‚‡ÌÓ Ì‡ ÚÓÏ Ù‡ÍÚÂ, ˜ÚÓ ‰Îfl ˜ÂÚ˚Âı ÎËÒÚ¸Â‚ {1, 2, 3, 4}
‰ÂÂ‚‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÚË ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÒÔÓÒÓ·‡ Ëı Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl Ì‡ ·ËÌ‡ÌÓÏ
ÔÓ‰‰ÂÂ‚Â: (12|34), (13|24) ËÎË (14|23): ÒËÏ‚ÓÎÓÏ (12|34) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ·ËÌ‡ÌÓÂ
‰ÂÂ‚Ó Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÎËÒÚ¸Â‚ {1, 2, 3, 4}, ËÁ ÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓÒÎÂ Û‰‡ÎÂÌËfl ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó
Â·‡ ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒfl ‰ÂÂ‚¸fl Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ÎËÒÚ¸Â‚ {1, 2} Ë {3, 4}.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÚËÔÎÂÚ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÚËÔÎÂÚ‡ ([CPQ96]) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �b(X) ‚ÒÂı

·ËÌ‡Ì˚ı ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl ‚ÒÂı T1, T2 ∈ �b(X) Í‡Í
˜ËÒÎÓ  ÚÓÂÍ (ËÁ Ó·˘Â„Ó ˜ËÒÎ‡ ( )3

n  ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÚÓÂÍ), ÍÓÚÓ˚Â ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl (Ì‡-
ÔËÏÂ, ÔÓ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌË˛ ÎËÒÚ‡) ‰Îfl T1 Ë T2.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó Ô‡ÓÒÓ˜ÂÚ‡ÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó Ô‡ÓÒÓ˜ÂÚ‡ÌËfl – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �b(X) ‚ÒÂı

ÍÓÌÂ‚˚ı ·ËÌ‡Ì˚ı ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍËı X-‰ÂÂ‚¸Â‚ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ï  n  ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı
ÎËÒÚ¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı T1, T 2 ∈ �b(X) Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÂÂ-
ÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÔÂÂ‚ÂÒÚË ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓÂ Ô‡ÓÒÓ˜ÂÚ‡ÌËÂ
‰ÂÂ‚‡ T1 ‚ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓÂ Ô‡ÓÒÓ˜ÂÚ‡ÌËÂ ‰ÂÂ‚‡ T2.
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ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A = {1,..., 2k}, ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ 2k ÚÓ˜ÂÍ, ÒÓ‚Â¯ÂÌÌ˚Ï Ô‡ÓÒÓ-
˜ÂÚ‡ÌËÂÏ A Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡Á·ËÂÌËÂ A Ì‡ k Ô‡.  äÓÌÂ‚ÓÂ ·ËÌ‡ÌÓÂ ÙËÎÓ„Â-
ÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‰ÂÂ‚Ó Ò n ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ÏË ÎËÒÚ¸flÏË ËÏÂÂÚ ÍÓÂÌ¸ Ë n – 2 ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ
‚Â¯ËÌ˚, ÓÚÎË˜‡˛˘ËıÒfl ÓÚ ÍÓÌfl. Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ËÚ¸ Ò ÒÓ‚Â¯ÂÌÌ˚Ï
Ô‡ÓÒÓ˜ÂÚ‡ÌËÂÏ Ì‡ 2n – 2 ÓÚÎË˜‡˛˘ËıÒfl ÓÚ ÍÓÌfl ‚Â¯ËÌ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó
ÔÓÒÚÓÂÌËfl: Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ ‚Â¯ËÌ˚ ˜ËÒÎ‡ÏË n + 1,..., 2n – 2, ÔÓÒÚ‡‚Ë‚
Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÈ ËÏÂ˛˘ËÈÒfl ËÌ‰ÂÍÒ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ó‰ËÚÂÎ¸ÒÍÓÈ ‚Â¯ËÌ˚ Ô‡˚ ÔÓÏÂ-
˜ÂÌÌ˚ı ‰Ó˜ÂÌËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, ËÁ ÍÓÚÓ˚ı Ó‰ËÌ ËÏÂÂÚ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÈ ËÌ‰ÂÍÒ ÒÂ‰Ë
ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı ‰Ó˜ÂÌËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚; ÚÂÔÂ¸ Ô‡ÓÒÓ˜ÂÚ‡ÌËÂ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÂ‰-
ÒÚ‚ÓÏ ÓÚÒÎÓÂÌËfl ÔÓ ‰‚ÓÂ ‰Ó˜ÂÌËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ËÎË Ô‡ ‚Â¯ËÌ-ÒÂÒÚÂ.

åÂÚËÍË ‡ÚË·ÛÚË‚ÌÓ„Ó ‰ÂÂ‚‡
ÄÚË·ÛÚË‚Ì˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓÈÍ‡ (V, E, α ), „‰Â T = (V, E) – ËÒıÓ‰ÌÓÂ

‰ÂÂ‚Ó Ë α – ÙÛÌÍˆËfl, ÍÓÚÓ‡fl ÒÚ‡‚ËÚ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ Í‡Ê‰ÓÈ ‚Â¯ËÌÂ v ∈ V ‚ÂÍÚÓ
‡ÚË·ÛÚÓ‚ α(v).  ÑÎfl ‰‚Ûı ‡ÚË·ÛÚË‚Ì˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚ (V1, E1, α) Ë (V2, E2, β) ‡ÒÒÏÓÚËÏ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ËÁÓÏÓÙËÁÏÓ‚ ÔÓ‰‰ÂÂ‚¸Â‚ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË, Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı
ËÁÓÏÓÙËÁÏÓ‚ f : H1 → H2, H 1 ⊂ V1, H 2 ⊂ V2 ÏÂÊ‰Û Ëı ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË
ÔÓ‰‰ÂÂ‚¸flÏË.  ÖÒÎË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‡ÚË·ÛÚÓ‚ ËÏÂÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ s, ÚÓ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸
ÏÂÊ‰Û ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË ËÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË ÔÓ‰ ‰ÂÂ‚¸flÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
W f s fs

H

( ) ( ( ), ( ( ))).=
∈
∑ α βv v

v 1

 àÁÓÏÓÙËÁÏ φ Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ Ws(φ) =

= W(φ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÁÓÏÓÙËÁÏÓÏ ‰ÂÂ‚‡ Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛.
ç‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Tatt ‚ÒÂı ‡ÚË·ÛÚË‚Ì˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÔÓÎÛ-

ÏÂÚËÍË:
1.  max{| |, | |} ( );V V W1 2 − φ
2.  | | | | ( );V V W1 2 2+ − φ

3. 1
1 2

− W

V V

( )

max{| |, | |}
;

φ

4. 1
1 2

−
+ −

W

V V W

( )

| | | | ( )
.

φ
φ

éÌË ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ÏË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ‡ÚË·Û-
ÚË‚Ì˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚: ‰‚‡ ‡ÚË·ÛÚË‚Ì˚ı ‰ÂÂ‚‡ (V1, E1, α)  Ë  (V2, E2, β) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÓÌË ‡ÚË·ÛÚË‚ÌÓ-ËÁÓÏÓÙÌ˚, Ú.Â. ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ËÁÓÏÓÙËÁÏ
g: V1 → V2 ÏÂÊ‰Û ‰ÂÂ‚¸flÏË T1 Ë T2, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ‚Â¯ËÌ˚ v ∈ V1 ËÏÂÂÚÒfl
α(v) = β(g(v)).  íÓ„‰‡ |V1| = |V2| = W(g).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó ÒıÓ‰ÒÚ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó ÒıÓ‰ÒÚ‚‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â í ‚ÒÂı

‰ÂÂ‚¸Â‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı T1, T 2 ∈ T Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÎËÒÚ¸Â‚,
ÍÓÚÓ˚Â ÌÛÊÌÓ Û‰‡ÎËÚ¸ ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÔÓ‰‰ÂÂ‚‡ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó ÒıÓ‰ÒÚ‚‡.

èÓ‰‰ÂÂ‚Ó ÒıÓ‰ÒÚ‚‡ (ËÎË Ó·˘ÂÂ ÛÔÓ˘ÂÌÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó) ‰‚Ûı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ÂÒÚ¸ ‰ÂÂ‚Ó,
ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ËÁ Ó·ÂËı ‰ÂÂ‚¸Â‚ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Û‰‡ÎÂÌËfl ÎËÒÚ¸Â‚ Ò
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Ï ËÌ‰ÂÍÒÓÏ.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÚÂÓËË ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl

íÂÓËfl ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl Óı‚‡Ú˚‚‡ÂÚ ‚ÓÔÓÒ˚ ‡Á‡·ÓÚÍË Ë Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÍÓ‰Ó‚ Ò
ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ ‰Îfl Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl Ì‡‰ÂÊÌÓÈ ÔÂÂ‰‡˜Ë ËÌÙÓÏ‡ˆËË ÔÓ
Í‡Ì‡Î‡Ï Ò ‚˚ÒÓÍËÏ ÛÓ‚ÌÂÏ ¯ÛÏÓ‚ ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı Ò‚flÁË Ë ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡ı ı‡ÌÂÌËfl
‰‡ÌÌ˚ı.  ñÂÎ¸˛ ÚÂÓËË ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓËÒÍ ÍÓ‰Ó‚, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛˘Ëı
·˚ÒÚÛ˛ ÔÂÂ‰‡˜Û Ë ‰ÂÒÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËÂ ËÌÙÓÏ‡ˆËË, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Ëı ÏÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ËÏ˚ı
ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚ Ë ÒÔÓÒÓ·Ì˚ı ËÒÔ‡‚ÎflÚ¸ ËÎË, ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ, Ó·Ì‡ÛÊË‚‡Ú¸ ÏÌÓ„Ó
Ó¯Ë·ÓÍ.  ùÚË ˆÂÎË fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚Á‡ËÏÌÓ ËÒÍÎ˛˜‡˛˘ËÏË; Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ
ÔËÎÓÊÂÌËÈ ËÏÂÂÚ Ò‚ÓÈ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ıÓÓ¯ËÈ ÍÓ‰.

Ç Ó·Î‡ÒÚË ÍÓÏÏÛÌËÍ‡ˆËÈ ÍÓ‰ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡‚ËÎÓ ‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÒÓÓ·-
˘ÂÌËÈ (Ì‡ÔËÏÂ, ÔËÒÂÏ, ÒÎÓ‚ ËÎË Ù‡Á) ‚ ‰Û„Û˛ ÙÓÏÛ ËÎË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ, ÌÂ
Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÚÓ„Ó ÊÂ ÚËÔ‡. äÓ‰ËÓ‚‡ÌËÂ – ÔÓˆÂÒÒ, ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÓÚÓÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ
(Ó·˙ÂÍÚ) ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ËÌÙÓÏ‡ˆËË ‚ ‰‡ÌÌ˚Â, ÔÂÂ‰‡‚‡ÂÏ˚Â Á‡ÚÂÏ
ÔÓÎÛ˜‡ÚÂÎ˛ (Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎ˛), Ì‡ÔËÏÂ, ÒËÒÚÂÏÂ Ó·‡·ÓÚÍË ‰‡ÌÌ˚ı.  ÑÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·‡ÚÌ˚Ï ÔÓˆÂÒÒÓÏ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ‰‡ÌÌ˚ı, ÔÓÒÚÛÔË‚¯Ëı ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡,
‚ ÔÓÌflÚÌ˚È ‰Îfl ÔÓÎÛ˜‡ÚÂÎfl ‚Ë‰.

äÓ‰ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ – Ú‡ÍÓÈ ÍÓ‰, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰˚È ÔÂÂ‰‡‚‡ÂÏ˚È
˝ÎÂÏÂÌÚ ‰‡ÌÌ˚ı ÔÓ‰˜ËÌflÂÚÒfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï Ô‡‚ËÎ‡Ï ÔÓÒÚÓÂÌËfl, Ò ÚÂÏ ˜ÚÓ·˚
ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ÓÚ ‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÏ ÒË„Ì‡ÎÂ ÏÓ„ÎË ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍË
‚˚fl‚ÎflÚ¸Òfl Ë ÍÓÂÍÚËÓ‚‡Ú¸Òfl. í‡Í‡fl ÚÂıÌÓÎÓ„Ëfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌ˚ı
Ì‡ÍÓÔËÚÂÎ¸Ì˚ı ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡ı, Ì‡ÔËÏÂ ‚ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ Ô‡ÏflÚË RAM Ë ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı
ÔÂÂ‰‡˜Ë ‰‡ÌÌ˚ı.  á‡‰‡˜‡ ‚˚fl‚ÎÂÌËfl Ó¯Ë·ÓÍ Â¯‡ÂÚÒfl „Ó‡Á‰Ó ÎÂ„˜Â, ˜ÂÏ Á‡‰‡˜‡
ËÒÔ‡‚ÎÂÌËfl Ó¯Ë·ÓÍ, Ë ‰Îfl Ó·Ì‡ÛÊÂÌËfl Ó¯Ë·ÓÍ ‚ ÌÓÏÂ‡ ÍÂ‰ËÚÌ˚ı Í‡Ú
‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ ‚‚Ó‰flÚÒfl Ó‰Ì‡ ËÎË ·ÓÎÂÂ "ÍÓÌÚÓÎ¸Ì˚ı" ˆËÙ.  ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰‚‡
ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ÍÎ‡ÒÒ‡ ÍÓ‰Ó‚ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ: ·ÎÓÍÓ‚˚Â ÍÓ‰˚ Ë Ò‚ÂÚÓ˜-
Ì˚Â ÍÓ‰˚.

ÅÎÓÍÓ‚˚È ÍÓ‰ (ËÎË ‡‚ÌÓÏÂÌ˚È ÍÓ‰) ‰ÎËÌ˚ n Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ � , Ó·˚˜ÌÓ
Ì‡‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÔÓÎÂÏ �q = {0,..., q – 1}, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ C ⊂ �n; Í‡Ê‰˚È
‚ÂÍÚÓ x ∈ C Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰Ó‚˚Ï ÒÎÓ‚ÓÏ, M = | C | Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÁÏÂÓÏ ÍÓ‰‡; ‰Îfl
‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË d Ì‡ 

 
�q

n  (Ó·˚˜ÌÓ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË dH) ÁÌ‡˜ÂÌËÂ d* = d*(C) =
= minx,y ∈ C, x ≠ yd(x, y) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÍÓ‰‡ ë.  ÇÂÒ w(x)
ÍÓ‰Ó‚Ó„Ó ÒÎÓ‚‡ x ∈ C ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í w(x) = d(x, 0). (n, M, d*)-ÍÓ‰ ÂÒÚ¸ q-ÁÌ‡˜Ì˚È
·ÎÓÍÓ‚˚È ÍÓ‰  ‰ÎËÌ˚ n, ‡ÁÏÂ‡ å Ë Ò ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ d*. ÅËÌ‡Ì˚Ï
ÍÓ‰ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰ Ì‡‰ �2.

äÓ„‰‡ ÍÓ‰Ó‚˚Â ÒÎÓ‚‡ ‚˚·Ë‡˛ÚÒfl Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
ÌËÏË ·˚ÎÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï, ÍÓ‰ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰ÓÏ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ, ÔÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ËÒÍ‡ÊÂÌÌ˚Â ‚ÂÍÚÓ˚ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‚ÓÒÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ˚ ÔÛÚÂÏ
‚˚·Ó‡ ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ÍÓ‰Ó‚Ó„Ó ÒÎÓ‚‡.  äÓ‰ ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓ‰ÓÏ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ t
Ó¯Ë·ÓÍ (Ë ÍÓ‰ÓÏ Ò Ó·Ì‡ÛÊÂÌËÂÏ 2t Ó¯Ë·ÓÍ), ÂÒÎË d*(C) ≥ 2t + 1.  Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â
Í‡Ê‰‡fl ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ Ut(x) = {y ∈ C: d(x, y) ≤ t} ÚÓ˜ÍË x ∈ C ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚÒfl Ò Ut(y)
‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË y ∈ C, y ≠ x.  ëÓ‚Â¯ÂÌÌ˚È ÍÓ‰ – ˝ÚÓ q-ÁÌ‡˜Ì˚È (n, M, 2t + 1)-ÍÓ‰,
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‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó å ÒÙÂ Ut(x) Ò ‡‰ËÛÒÓÏ t Ë ˆÂÌÚ‡ÏË ‚ ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚‡ı Á‡ÔÓÎÌfl˛Ú
ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ‚ÒÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Fq

n  ·ÂÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ.

ÅÎÓÍÓ‚˚È ÍÓ‰ C Fq
n⊂  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï, ÂÒÎË ë fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓ‰-

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Fq
n .  [n, k]-ÍÓ‰ ÂÒÚ¸ k-ÏÂÌ˚È ÎËÌÂÈÌ˚È ÍÓ‰ C Fq

n⊂
(Ò ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ d*);  ÓÌ ËÏÂÂÚ ‡ÁÏÂ qk, Ú.Â. fl‚ÎflÂÚÒfl (n, qk, d*)-ÍÓ‰ÓÏ.

äÓ‰ÓÏ ï˝ÏÏËÌ„‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚È ÒÓ‚Â¯ÂÌÌ˚È 
q

q

q

q
r

r r−
−

−
−

−






1

1

1

1
3, , -ÍÓ‰ Ò

ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó‰ÌÓÈ Ó¯Ë·ÍË.
k × n å‡ÚËˆ‡ G ÒÓ ÒÚÓÍ‡ÏË, fl‚Îfl˛˘ËÏËÒfl ·‡ÁËÒÌ˚ÏË ‚ÂÍÚÓ‡ÏË ‰Îfl ÎËÌÂÈ-

ÌÓ„Ó [n, k]-ÍÓ‰‡ ë, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÈ Ï‡ÚËˆÂÈ ÍÓ‰‡ C .  Ç ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÏ
‚Ë‰Â ÂÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í (1k|A), „‰Â 1k ÂÒÚ¸ k × k Â‰ËÌË˜Ì‡fl Ï‡ÚËˆ‡. ä‡Ê‰ÓÂ
ÒÓÓ·˘ÂÌËÂ (ËÎË ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚È ÒËÏ‚ÓÎ, ÒËÏ‚ÓÎ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡) u u u Fk q

n= ∈( , ..., )1

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÍÓ‰ËÓ‚‡Ì ÔÛÚÂÏ ÛÏÌÓÊÂÌËfl Â„Ó (ÒÔ‡‚‡) Ì‡ ÔÓÓÊ‰‡˛˘Û˛ Ï‡ÚËˆÛ:
uG ∈ C.  å‡ÚËˆ‡ H = (–AT|1n–k) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÚËˆÂÈ ÔÓ‚ÂÍË Ì‡ ÔÓ˜ÌÓÒÚ¸ ÍÓ‰‡
ë.  óËÒÎÓ r = n – k ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Û ˆËÙ ÔÓ‚ÂÍË Ì‡ ˜ÂÚÌÓÒÚ¸ ‚ ÍÓ‰Â Ë
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ÍÓ‰‡ ë.  àÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ (ËÎË ÍÓ‰Ó‚‡fl

ÒÍÓÓÒÚ¸) ÍÓ‰‡ ë – ˝ÚÓ ˜ËÒÎÓ R
M

n
= log

.2  ÑÎfl q-ÁÌ‡˜ÌÓ„Ó [n, k]-ÍÓ‰‡ R
k

n
q= log ;2

‰Îfl ·ËÌ‡ÌÓ„Ó [n, k]-ÍÓ‰‡ R
k

n
= .

ë‚ÂÚÓ˜Ì˚È ÍÓ‰ – Ú‡ÍÓÈ ÚËÔ ÍÓ‰‡ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÔÓ‰ÎÂ-
Ê‡˘ËÈ ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌË˛ k-·ËÚÓ‚ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚È ÒËÏ‚ÓÎ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl ‚ n-·ËÚÓ‚ÓÂ

ÍÓ‰Ó‚ÓÂ ÒÎÓ‚Ó, „‰Â R
k

n
=  – ÍÓ‰Ó‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ (n ≥ k), ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl

ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔÓÒÎÂ‰ÌËı m ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚ı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚, „‰Â m – ‰ÎËÌ‡ ÍÓ‰Ó‚Ó„Ó Ó„‡-
ÌË˜ÂÌËfl. ë‚ÂÚÓ˜Ì˚Â ÍÓ‰˚ ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Îfl ÔÓ‚˚¯ÂÌËfl Í‡˜ÂÒÚ‚‡ ‡‰ËÓ Ë
ÒÔÛÚÌËÍÓ‚˚ı ÎËÌËÈ Ò‚flÁË. äÓ‰ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ – ÍÓ‰ Ò ÍÓ‰Ó‚˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË
‡ÁÎË˜ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚.

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÍÓ‰Ó‚ Ò ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ, ÍÓÚÓ˚Â ÔÂ‰Ì‡Á-
Ì‡˜ÂÌ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÔÓ‚˚¯ÂÌËfl Ì‡‰ÂÊÌÓÒÚË ÔÂÂ‰‡˜Ë ‰‡ÌÌ˚ı, ÍËÔÚÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÂ
ÍÓ‰˚ ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌ˚ ‰Îfl ÔÓ‚˚¯ÂÌËfl Á‡˘Ë˘ÂÌÌÓÒÚË ÎËÌËÈ Ò‚flÁË. Ç ÍËÔÚÓ„‡ÙËË
ÓÚÔ‡‚ËÚÂÎ¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ ÍÎ˛˜ ‰Îfl ¯ËÙÓ‚‡ÌËfl ÒÓÓ·˘ÂÌËfl ‰Ó Â„Ó ÔÂÂ‰‡˜Ë ÔÓ
ÌÂÁ‡˘Ë˘ÂÌÌ˚Ï Í‡Ì‡Î‡Ï Ò‚flÁË, ‡ ‡‚ÚÓËÁÓ‚‡ÌÌ˚È ÔÓÎÛ˜‡ÚÂÎ¸ Ì‡ ‰Û„ÓÏ ÍÓÌˆÂ
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ ÍÎ˛˜ ‰Îfl ‡Ò¯ËÙÓ‚ÍË ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ÒÓÓ·˘ÂÌËfl.  ó‡˘Â ‚ÒÂ„Ó ‡Î„ÓËÚ-
Ï˚ ÒÊ‡ÚËfl Ë ÍÓ‰˚ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ÍËÔÚÓ„‡-
ÙË˜ÂÒÍËÏË ÍÓ‰‡ÏË, ˜ÚÓ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÛ˛ Ë Ì‡‰ÂÊÌÛ˛
Ò‚flÁ¸ ·ÂÁ Ó¯Ë·ÓÍ ÔÂÂ‰‡˜Ë ‰‡ÌÌ˚ı Ë Á‡˘ËÚÛ ‰‡ÌÌ˚ı ÓÚ ÌÂÒ‡ÌÍˆËÓÌËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó
‰ÓÒÚÛÔ‡.  á‡¯ËÙÓ‚‡ÌÌ˚Â ÒÓÓ·˘ÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â, ·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÍ˚Ú˚ ‚
ÚÂÍÒÚÂ, ËÁÓ·‡ÊÂÌËË Ë Ú.Ô., Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÚÂ„‡ÌÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÏË ÒÓÓ·˘ÂÌËflÏË.

16.1. åàçàåÄãúçéÖ  êÄëëíéüçàÖ  à  ÖÉé  ÄçÄãéÉà

åËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÑÎfl ÍÓ‰‡ ë ⊂ V, „‰Â V – n-ÏÂÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ

d, ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d* = d*(C) ÍÓ‰‡ ë ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

min ( , ).
, ,x y C x y

d x y
∈ ≠
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åÂÚËÍ‡ d  Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔËÓ‰˚ ÔÓ‰ÎÂÊ‡˘Ëı ËÒÔ‡‚ÎÂÌË˛ Ó¯Ë·ÓÍ ‚
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ÍÓ‰‡.  ÑÎfl Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl ÚÂ·ÛÂÏ˚ı ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ
ÔÓ ÍÓÂÍÚËÓ‚ÍÂ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔËÏÂÌflÚ¸ ÍÓ‰˚ Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ
ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚.  ç‡Ë·ÓÎÂÂ ¯ËÓÍÓ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌÌ˚ÏË ‚ ˝ÚÓÏ ÔÎ‡ÌÂ ÍÓ‰‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl
q-ÁÌ‡˜Ì˚Â ·ÎÓÍÓ‚˚Â ÍÓ‰˚ ‚ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÂ d x y i x y i nH i i( , ) | { : , , ..., } | .= ≠ =1

ÑÎfl ÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓ‰Ó‚ ë ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d*(C) = w (C), „‰Â w (C) =
= min{w(x): x ∈ C}, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‚ÂÒÓÏ ÍÓ‰‡ C.  èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï‡ÚËˆ‡ H
Ï‡ÚËˆ‡ ÔÓ‚ÂÂÌ‡ ˜ÂÒÚÌÓÒÚ¸ [n, k]-ÍÓ‰‡ ë ËÏÂÂÚ rank(H ) ≤ n – k ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı
ÒÚÓÎ·ˆÓ‚, ÚÓ d*(C) ≤ n – k + 1 (‚ÂıÌflfl „‡ÌËˆ‡ ëËÌ„ÎÚÓÌ‡).

Ñ‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

Ñ‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d⊥  ÎËÌÂÈÌÓ„Ó [n, k]-ÍÓ‰‡ 
  
C q

n⊂ �  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸-
Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÍÓ‰‡ C⊥  ‰Îfl ë.

Ñ‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÍÓ‰ C⊥  ‰Îfl ÍÓ‰‡ ë ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‚ÂÍÚÓÓ‚
�q

n ,  ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı Í‡Ê‰ÓÏÛ ÍÓ‰Ó‚ÓÏÛ ÒÎÓ‚Û ËÁ ë: C uq
n⊥ = ∈ 〈 〉 ={ : ,v v� 0  ‰Îfl

Î˛·Ó„Ó u ∈ C}. äÓ‰ C⊥  fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï [n, n – k]-ÍÓ‰ÓÏ. (n – k) × n ÔÓÓÊ‰‡˛˘‡fl
Ï‡ÚËˆ‡ ‰Îfl C⊥  fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÚËˆÂÈ ÔÓ‚ÂÍË Ì‡ ˜ÂÚÌÓÒÚ¸ ‰Îfl ë.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ar-ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl
ÑÎfl ÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓ‰Ó‚ ë1 Ë ë2, ËÏÂ˛˘Ëı ‰ÎËÌÛ n Ò C2 ⊂  C1, Ëı bar-ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ

C1|C2 ÂÒÚ¸ ÎËÌÂÈÌ˚È ÍÓ‰ ‰ÎËÌ˚ 2n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚È Í‡Í C C x x y x C1 2 1| { | : ,= + ∈
y C∈ 2}.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ bar-ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl – ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d*(C1|C2) bar-ÔÓËÁ-
‚Â‰ÂÌËfl C C1 2| .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ËÁ‡ÈÌ‡
ãËÌÂÈÌ˚È ÍÓ‰ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÏ ÍÓ‰ÓÏ, ÂÒÎË ‚ÒÂ ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÂ Ò‰‚Ë„Ë

ÍÓ‰Ó‚Ó„Ó ÒÎÓ‚‡ Ú‡ÍÊÂ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ë, Ú.Â. ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó (a0,...., an–1) ∈ C ‚ÂÍÚÓ
(an– 1 , a0,..., an– 2 ) ∈ C .  ì‰Ó·ÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎflÚ¸ ÍÓ‰Ó‚ÓÂ ÒÎÓ‚Ó (a0,..., an– 1) Ò
ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓÏ c x a a x a xn

n( ) ... ,= + + + −
−

0 1 1
1  ÚÓ„‰‡ Í‡Ê‰˚È ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÈ [n, k]-ÍÓ‰

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ Í‡Í „Î‡‚Ì˚È Ë‰Â‡Î 〈 〉 = ∈g x r x g x r x Rn( ) { ( ) ( ) : ( ) } ÍÓÎ¸ˆ‡

  
R x xn q

n= −� ( ) /( ),1  ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ˚È ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓÏ g x g g x xn k( ) ... ,= + + + −
0 1  Ì‡Á˚‚‡Â-

Ï˚Ï ÔÓÓÊ‰‡˛˘ËÏ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓÏ  ÍÓ‰‡ ë.
ÑÎfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ α  ÔÓfl‰Í‡ n  ‚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÔÓÎÂ 

 
�

qs  [n, k]-ÍÓ‰ ÅÓÁÂ–óÓ‰ıÛË–

ïÓÍ‚ÂÌ„ÂÏ‡, ËÏÂ˛˘ËÈ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ËÁ‡ÈÌ‡ d, fl‚ÎflÂÚÒfl ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÏ ÍÓ‰ÓÏ ‰ÎËÌ˚ n ,
ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ˚Ï ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓÏ g(x) ‚ �q x( )  ÒÚÂÔÂÌË n – k, ËÏÂ˛˘ËÏ ÍÓÌË
α , α2,..., αd–1.  åËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d* ÍÓ‰‡ ÅÓÁÂ–óÓ‰ıÛË–ïÓÍ‚ÂÌ„ÂÏ‡ Ò
ÌÂ˜ÂÚÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‰ËÁ‡ÈÌ‡ d ·ÓÎ¸¯Â ËÎË ‡‚ÌÓ d.

äÓ‰ êË‰‡–ëÓÎÓÏÓÌ‡ – ˝ÚÓ ÍÓ‰ ÅÓÁÂ–óÓ‰ıÛË–ïÓÍ‚ÂÌ„ÂÏ‡ Ò s = 1.  èÓÓÊ‰‡˛-
˘ËÏ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓÏ ÍÓ‰‡ êË‰‡–ëÓÎÓÏÓÌ‡ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‰ËÁ‡ÈÌ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ g x x x d( ) ( )...( )= − − −α α 1  ÒÚÂÔÂÌË n – k = d – 1, Ú.Â. ‰Îfl ÍÓ‰‡ êË‰‡–
ëÓÎÓÏÓÌ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ËÁ‡ÈÌ‡ d = n – k + 1 Ë ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d* ≥ d .
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰Îfl ÎËÌÂÈÌÓ„Ó [n, k]-ÍÓ‰‡ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d* ≤ n – k + 1
(‚ÂıÌflfl „‡ÌËˆ‡ ëËÌ„ÎÚÓÌ‡), ÍÓ‰ êË‰‡–ëÓÎÓÏÓÌ‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ d* = n – k + 1 Ë ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ‚ÂıÌÂÈ „‡ÌËˆ˚ ëËÌ„ÎÚÓÌ‡. Ç ÔÓË„˚-
‚‡ÚÂÎflı ÍÓÏÔ‡ÍÚ-‰ËÒÍÓ‚ ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏ‡ ‰‚ÓÈÌÓÈ ÍÓÂÍ-
ˆËË Ó¯Ë·ÓÍ (255, 251,5) ÍÓ‰‡ êË‰‡–ëÓÎÓÏÓÌ‡ Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ �256.
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ê‡Ò˜ÂÚÌÓÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÓÔÔ˚
ê‡Ò˜ÂÚÌÓÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÓÔÔ˚ ([Gopp71]) – ÌËÊÌflfl „‡ÌËˆ‡ d*(m)

‰Îfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ó‰ÌÓÚÓ˜Â˜Ì˚ı „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÍÓ‰Ó‚ ÉÓÔÔ˚ (ËÎË
ÍÓ‰Ó‚ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË) G(m ).  ÑÎfl ÍÓ‰‡ G(m), ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó Ò
‰ÂÎËÚÂÎflÏË D  Ë mP, m ∈ �  „Î‡‰ÍÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÌÂÔË‚Ó‰ËÏÓÈ
‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÈ ÍË‚ÓÈ Ó‰‡ g > 0 Ì‡‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÔÓÎÂÏ �q, Ï˚ ËÏÂÂÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
d*(m) = m + 2 – 2g, ÂÒÎË 2g – 2 < m < n.

ÑÎfl ÍÓ‰‡ ÉÓÔÔ˚ ë(m) ÒÚÛÍÚÛ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔÓÔÛÒÍÓ‚ ‚ ê ÏÓÊÂÚ
ÔÓÁ‚ÓÎËÚ¸ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ·ÓÎÂÂ ÚÓ˜ÌÛ˛ ÌËÊÌ˛˛ „‡ÌËˆÛ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl
(ÒÏ. ‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÂÌ„‡-ê‡Ó).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÂÌ„‡–ê‡Ó
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÂÌ„‡-ê‡Ó δFR(m) – ÌËÊÌflfl „‡ÌËˆ‡ ‰Îfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl

Ó‰ÌÓÚÓ˜Â˜Ì˚ı „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÍÓ‰Ó‚ ÉÓÔÔ˚ G(m), ÍÓÚÓÓÂ ÎÛ˜¯Â ‡Ò˜ÂÚÌÓ„Ó
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÉÓÔÔ˚.  àÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚È ÏÂÚÓ‰ ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl îÂÌ„‡–ê‡Ó
‰Îfl ÍÓ‰‡ ë(m) ‰ÂÍÓ‰ËÛÂÚ Ó¯Ë·ÍË ‰Ó ÔÓÎÓ‚ËÌ˚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl îÂÌ„‡–ê‡Ó δFR(m) Ë
Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÔÓ ËÒÔ‡‚ÎÂÌË˛ Ó¯Ë·ÓÍ ‰Îfl Ó‰ÌÓÚÓ˜Â˜Ì˚ı „ÂÓÏÂÚË-
˜ÂÒÍËı ÍÓ‰Ó‚ ÉÓÔÔ˚.

îÓÏ‡Î¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÂÌ„‡–ê‡Ó ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. èÛÒÚ¸ S
·Û‰ÂÚ ˜ËÒÎÓ‚‡fl ÔÓÎÛ„ÛÔÔ‡, Ú.Â. ÔÓ‰ÔÓÎÛ„ÛÔÔ‡ S ÔÓÎÛ„ÛÔÔ˚ � ∪ {0}, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ
Ó‰   g S= ∪| { } \ |� 0  ÔÓÎÛ„ÛÔÔ˚ S fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï, Ë 0 ∈ S.  ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÂÌ„‡–
ê‡Ó Ì‡ S ÂÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl δFR S: { },→ ∪� 0  Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ δ νFR m r r m r S( ) min{ ( ) : , },= ≥ ∈
„‰Â ν( ) | {( , ) : } | .r a b S a b r= ∈ + =2  é·Ó·˘ÂÌÌÓÂ r-Â ‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÂÌ„‡–ê‡Ó Ì‡ S ÓÔÂ-

‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í δ νFR
r

r r im m m m m m m S( ) min{ [ ,..., ] : ... , },= ≤ < < ∈1 1  „‰Â ν[ , ..., ]m mr1 =
= ∈ − ∈| { :a S m a Si  ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó i = 1,..., r}|. íÓ„‰‡ ËÏÂÂÏ δ δFR FRm m( ) ( )= 1

(ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [FaMu03]).

ë‚Ó·Ó‰ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ë‚Ó·Ó‰ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚È ÌÂÌÛÎÂ‚ÓÈ ‚ÂÒ ï˝ÏÏËÌ„‡ Î˛·Ó„Ó ÍÓ‰Ó-

‚Ó„Ó ÒÎÓ‚‡ ‚ Ò‚ÂÚÓ˜ÌÓÏ ÍÓ‰Â ËÎË ÍÓ‰Â ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ‰ÎËÌ˚.
îÓÏ‡Î¸ÌÓ, k-Â ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ dk

∗  Ò‚ÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÍÓ‰‡ ËÎË ÍÓ‰‡ ÔÂÂ-
ÏÂÌÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ ÂÒÚ¸ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ı˝ÏÏËÌ„Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÓÚÂÁ-
Í‡ÏË ‰ÎËÌ˚ k Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl Ì‡ ‰‡ÌÌ˚ı
Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÓÚÂÁÍ‡ı.  èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ d d d d d d1 2 3 1 2 3

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗≤ ≤ ≤, , , ...( ...)  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
‡ÒÒÚÓflÌÌ˚Ï ÔÓÙËÎÂÏ  ÍÓ‰‡.  ë‚Ó·Ó‰ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò‚ÂÚÓ˜ÌÓ„Ó ÍÓ‰‡ ËÎË ÍÓ‰‡
ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ ‡‚ÌÓ max lim .

l
l

l
ld d d∗

→∞

∗
∞
∗=

ùÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
íÛ·Ó-ÍÓ‰ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÎËÌÌ˚È ·ÎÓÍÓ‚˚È ÍÓ‰, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ËÏÂÂÚÒfl  L ‚ıÓ‰fl˘Ëı

·ËÚÓ‚ Ë Í‡Ê‰˚È ËÁ ˝ÚËı ·ËÚÓ‚ ÍÓ‰ËÛÂÚÒfl q ‡Á.  èË j-Ï ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËË L ·ËÚÓ‚
ÔÓÔÛÒÍ‡˛ÚÒfl ˜ÂÂÁ ·ÎÓÍ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ Pj, ‡ Á‡ÚÂÏ ÍÓ‰ËÛ˛ÚÒfl ·ÎÓÍÓ‚˚Ï [Nj, L]
ÍÓ‰ÂÓÏ (ÍÓ‰ÂÓÏ ÍÓ‰Ó‚˚ı Ù‡„ÏÂÌÚÓ‚), ÍÓÚÓ˚È ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í
L × Nj Ï‡ÚËˆ‡.  íÓ„‰‡ ËÒÍÓÏ˚Ï ÚÛ·Ó-ÍÓ‰ÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚È [N1 + ... +Nq, L]-ÍÓ‰
(ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [BGT93]).

i-‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ıÓ‰‡ di(C) ÚÛ·Ó-ÍÓ‰‡ ë ÂÒÚ¸ ÏËÌË-
Ï‡Î¸Ì˚È ‚ÂÒ ‰Îfl ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‚ıÓ‰fl˘ËÏ ÒÎÓ‚‡Ï ‚ÂÒ‡ i.  ùÙÙÂÍ-
ÚË‚Ì˚Ï Ò‚Ó·Ó‰Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÍÓ‰‡ ë ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â„Ó 2-‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ÏËÌËÏ‡Î¸-
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ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ıÓ‰‡ d2(C), Ú.Â. ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚È ‚ÂÒ ‰Îfl ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-
‚Û˛˘Ëı ‚ıÓ‰fl˘ËÏ  ÒÎÓ‚‡Ï ‚ÂÒ‡ 2.

ê‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ
ÑÎfl ÍÓ‰‡ ë Ì‡‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (X, d) Ò ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ

diam(X, d) = D ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‰Îfl ë ÂÒÚ¸ (D + 1)-‚ÂÍÚÓ (A0,..., AD), „‰Â

A
C

c c C d c c ii = ′ ∈ ′ =1 2

| |
| {( , ) : ( , ) } | . í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ ‚ÂÎË˜ËÌ˚

Ai(c) – ˜ËÒÎÓ ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚ Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË i ÓÚ ÍÓ‰Ó‚Ó„Ó ÒÎÓ‚‡ Ò, Ë ·ÂÂÏ Ai Í‡Í
ÒÂ‰ÌÂÂ ÓÚ Ai(c) ÔÓ ‚ÒÂÏ c ∈ C. A0 = 1 Ë, ÂÒÎË d* = d*(C) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂÏ ‰Îfl ë, ÚÓ A A

d1 1
0= =∗ −

... .

ê‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‰Îfl ÍÓ‰‡ Ò Á‡‰‡ÌÌ˚ÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË ‚‡ÊÌÓ, ‚ ˜‡ÒÚ-
ÌÓÒÚË, ‰Îfl ÓˆÂÌÍË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË Ó¯Ë·ÍË ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl ÔË ÔËÏÂÌÂÌËË ‡ÁÎË˜Ì˚ı
‡Î„ÓËÚÏÓ‚ ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ˝ÚÓ ÏÓÊÂÚ ÔÓÏÓ˜¸ ÔË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË
Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÚÛÍÚÛ Ë ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÒÛ˘ÂÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌ˚ı ÍÓ‰Ó‚.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÒÚË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÒÚË ÍËÔÚÓÒËÒÚÂÏ˚ (òÂÌÌÓÌ, 1949) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏËÌË-

Ï‡Î¸Ì‡fl ‰ÎËÌ‡ ¯ËÙÓÚÂÍÒÚ‡, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ‡fl ‰Îfl Û‚ÂÂÌÌÓÒÚË ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÚÓÎ¸ÍÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÒÏ˚ÒÎÓ‚ÓÈ ‚‡Ë‡ÌÚ Â„Ó ‡Ò¯ËÙÓ‚ÍË. ÑÎfl ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËı
ÍËÔÚÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËı ÒËÒÚÂÏ Ò ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÍÎ˛˜Â‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÒÚË ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ ç(K)/D , „‰Â H(K) – ˝ÌÚÓÔËfl
ÍÎ˛˜Â‚Ó„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ („Û·Ó „Ó‚Ófl, log2N, „‰Â N – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÍÎ˛˜ÂÈ), ‡ D
ËÁÏÂflÂÚ ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ ÂÁÂ‚ËÓ‚‡ÌËfl ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó flÁ˚Í‡ ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó ÚÂÍÒÚ‡ ‚ ·ËÚ‡ı
Ì‡ ·ÛÍ‚Û.

äËÔÚÓÒËÒÚÂÏ‡ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ Ë‰Â‡Î¸ÌÛ˛ ÒÂÍÂÚÌÓÒÚ¸, ÂÒÎË ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó‰ÌÓ-
ÁÌ‡˜ÌÓÒÚË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ. ç‡ÔËÏÂ, Ó‰ÌÓ‡ÁÓ‚˚Â ·ÎÓÍÌÓÚ˚ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛Ú Ë‰Â‡Î¸-
ÌÛ˛ ÒÂÍÂÚÌÓÒÚ¸; ËÏÂÌÌÓ Ú‡ÍËÂ ÍÓ‰˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Îfl Ò‚flÁË ÔÓ "Í‡ÒÌÓÏÛ
ÚÂÎÂÙÓÌÛ" ÏÂÊ‰Û äÂÏÎÂÏ Ë ÅÂÎ˚Ï ‰ÓÏÓÏ.

16.2.  éëçéÇçõÖ  êÄëëíéüçàü  çÄ  äéÑÄï

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓ‰‡
ÄËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÍÓ‰ÓÏ (ËÎË ÍÓ‰ÓÏ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËı Ó¯Ë·ÓÍ)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ � ˆÂÎ˚ı (Ó·˚˜ÌÓ ÌÂÓÚËˆ‡-
ÚÂÎ¸Ì˚ı) ˜ËÒÂÎ.  éÌ ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ‰Îfl ÍÓÌÚÓÎfl ÙÛÌÍˆËÓÌËÓ‚‡ÌËfl ·ÎÓÍ‡
ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl (ÏÓ‰ÛÎfl ÒÎÓÊÂÌËfl). äÓ„‰‡ ÒÎÓÊÂÌËÂ ˜ËÒÂÎ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ‚ ‰‚ÓË˜-
ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ Ò˜ËÒÎÂÌËfl, ÚÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È Ò·ÓÈ ‚ ‡·ÓÚÂ ·ÎÓÍ‡ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl ‚Â‰ÂÚ Í
ËÁÏÂÌÂÌË˛ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÛ˛ ÒÚÂÔÂÌ¸ ‰‚ÓÈÍË, Ú.Â., Í Ó‰ÌÓÈ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒ-
ÍÓÈ Ó¯Ë·ÍÂ. îÓÏ‡Î¸ÌÓ Ó‰Ì‡ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl Ó¯Ë·Í‡ Ì‡ �  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ˜ËÒÎ‡ n ∈ � ‚ ˜ËÒÎÓ n = n ± 2i, i = 1, 2,... .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓ‰‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı
n1, n2 ∈ � Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËı Ó¯Ë·ÓÍ,  ÔÂÂ‚Ó‰fl˘Ëı n1 ‚ n2.
Ö„Ó ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í w2(n1 –  n 2), „‰Â w2(n) ÂÒÚ¸ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ 2-‚ÂÒ n, Ú.Â.
Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÓÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ‚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËË

n ei
i

i

k

=
=
∑ 2

0

, „‰Â e i 0, ±1 Ë k – ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ. àÏÂÌÌÓ, ‰Îfl

Í‡Ê‰Ó„Ó n ËÏÂÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Ú‡ÍÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Ò ek ≠ 0,  eiei+1 = 0 ‰Îfl ‚ÒÂı
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i = 0,..., k – 1, ÍÓÚÓÓÂ Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ˜ËÒÎÓÏ ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚
(ÒÏ. ÄËÙÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ r-ÌÓÏ˚, „Î. 12).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ò‡Ï˚–äÓ¯ËÍ‡
èÛÒÚ¸ q ≥ 2 Ë m ≥ 2.  ê‡Á·ËÂÌËÂ {B0, B1,..., Bq–1} ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �m Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡Á·ËÂ-

ÌËÂÏ ò‡Ï˚–äÓ¯ËÍ‡, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:
1) B0 = {0};
2) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó i ∈ �m, i ∈ Bs ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ m – i ∈ Bs, s = 1, 2,..., q – 1;
3) ÂÒÎË i∈ Bs, j ∈ Bt Ë s > t, ÚÓ min{i, m – i} > {j, m – j};
4) ÂÒÎË s > t, s, t = 0, 1,..., q – 1, ÚÓ | | | |,B Bs t≥  ÍÓÏÂ s = q – 1, ÍÓ„‰‡

| | | | .B Bq q− −≥1 2
1

2
ÑÎfl ‡Á·ËÂÌËfl ò‡Ï˚–äÓ¯ËÍ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �m ‚ÂÒ ò‡Ï˚–äÓ¯ËÍ‡ wSK(x)

Î˛·Ó„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x ∈ �m ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í wSK(x) = i, ÂÒÎË x ∈ Bi, i ∈ {0, 1,..., q – 1}.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ò‡Ï˚–äÓ¯ËÍ‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [ShKa97]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �m,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í
wSK(x – y).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ò‡Ï˚–äÓ¯ËÍ‡ Ì‡ �m
n  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í wSK(x – y), „‰Â ‰Îfl

  x x xn m
n= ∈( , ..., )1 �  Ï˚ ËÏÂÂÏ w x w xSK

n
SK i

i

n

( ) ( ).=
=
∑

1

ï˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ë ÏÂÚËÍ‡ ãË ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú Í‡Í ‰‚‡ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÒÎÛ˜‡fl ‡Á·ËÂ-
ÌËÈ ‚˚¯ÂÌ‡Á‚‡ÌÌÓ„Ó ÚËÔ‡: PH = {B0, B1}, „‰Â B1 = {1, 2,...., q – 1} Ë PL = {B0, B1,...,

B q/2}, „‰Â B i m i i
q

i = − = 





{ , },  , ..., .1
2

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ãË) – ÏÂÚËÍ‡ ãË Ì‡

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �m
n , ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

wLee(x – y),

„‰Â w x x m xSK i i
i

n

( ) min{ , }= −
=
∑

1

 fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÒÓÏ ãË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡   x x xn m
n= ∈( , ..., ) .1 �

ÖÒÎË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó   �m
n  ÒÌ‡·ÊÂÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ„Ó ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl, ÚÓ

ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �m
n  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ãË.  äÓ‰˚ ‡ÒÒÚÓfl-

ÌËfl ãË ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ Í‡Ì‡Î‡ı Ò‚flÁË Ò Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÏÓ‰ÛÎflˆËÂÈ Ë Ò ÏÌÓ„ÓÛÓ‚ÌÂ‚ÓÈ
Í‚‡ÌÚÓ‚‡ÌÌÓÈ ËÏÔÛÎ¸ÒÌÓÈ ÏÓ‰ÛÎflˆËÂÈ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ ÚÓÓË‰‡Î¸Ì˚ı ÒÂÚflı Ò‚flÁË.
Ç‡ÊÌÂÈ¯ËÏË ÍÓ‰‡ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ãË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂ„‡ˆËÍÎË˜ÂÒÍËÂ ÍÓ‰˚.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ÌıÂÈÏ‡
èÛÒÚ¸ �[i] = {a + bi: a, b ∈ �} – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ˆÂÎ˚ı „‡ÛÒÒÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ.  èÛÒÚ¸

π = a + bi(a > b > 0) – „‡ÛÒÒÓ‚Ó ÔÓÒÚÓÂ ˜ËÒÎÓ. ùÚÓ ÁÌ‡˜ËÚ, ˜ÚÓ (a + bi)(a – bi) =
= a2 + b2 = p, „‰Â p � 1(mod 4) ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚÓÂ ˜ËÒÎÓ, ËÎË ˜ÚÓ π = p + 0 ⋅ i = p, „‰Â
p � 3(mod 4) ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚÓÂ ˜ËÒÎÓ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ÌıÂÈÏ‡ – ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �[i], ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı
ˆÂÎ˚ı „‡ÛÒÒÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ ı Ë Û Í‡Í ÒÛÏÏ‡ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ë
ÏÌËÏÓÈ ˜‡ÒÚÂÈ ‡ÁÌÓÒÚË x – y(mod π).  èË‚Â‰ÂÌËÂ ÔÓ ÏÓ‰ÛÎ˛ ÔÂÂ‰ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËÂÏ
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‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ë ÏÌËÏÓÈ ˜‡ÒÚÂÈ – ‡ÁÌËˆ‡ ÏÂÊ‰Û ÏÂÚËÍÓÈ
å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ å‡ÌıÂÈÏ‡.

ùÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓÎfl �p = {0, 1,..., p – 1} ‰Îfl p � 2(mod 4), p = a2 + b2 Ë
˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓÎfl �

p2  ‰Îfl p � 3(mod 4), p  = a ÏÓ„ÛÚ ÓÚÓ·‡Ê‡Ú¸-

Òfl Ì‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ˆÂÎ˚ı „‡ÛÒÒÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÙÛÌÍˆËË

µ k k
k a bi

p
a bi k p( ) = − −







 + = −( )
( ),  , ..., ,0 1  „‰Â [.] Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÓÍÛ„ÎÂÌËÂ ‰Ó ·ÎË-

Ê‡È¯Â„Ó ˆÂÎÓ„Ó „‡ÛÒÒÓ‚Ó„Ó  ˜ËÒÎ‡.  åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚˚·‡ÌÌ˚ı ˆÂÎ˚ı „‡ÛÒÒÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ
Ò ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚ÏË ÌÓÏ‡ÏË É‡ÎÛ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓÁ‚ÂÁ‰ËÂÏ.  í‡ÍÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‰‡ÂÚ
ÌÓ‚˚È ÒÔÓÒÓ· ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÍÓ‰Ó‚ ‰Îfl ‰‚ÛÏÂÌ˚ı ÒË„Ì‡ÎÓ‚.  ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ÌıÂÈÏ‡
·˚ÎÓ ‚‚Â‰ÂÌÓ ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ Ó·ÂÒÔÂ˜ËÚ¸ ÔËÏÂÌÂÌËÂ Í éÄå-ÔÓ‰Ó·Ì˚Ï ÒË„Ì‡Î‡Ï
ÏÂÚÓ‰Ó‚ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl. ÑÎfl ÍÓ‰Ó‚ Ì‡‰ ÒÓÁ‚ÂÁ‰ËflÏË „ÂÍÒ‡„Ó-
Ì‡Î¸Ì˚ı ÒË„Ì‡ÎÓ‚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔËÏÂÌÂÌ‡ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡–üÍÓ·Ë.  éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Û‰Ó·ÌÓÈ ‰Îfl ·ÎÓÍÓ‚˚ı ÍÓ‰Ó‚ Ì‡‰
ÚÓÓÏ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Hube93], [Hube94]).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
èÛÒÚ¸   ( , )Vn p−  – ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ì‡ Vn = {1,..., n}.  èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó I

ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ë‰Â‡ÎÓÏ, ÂÒÎË x ∈ I Ë ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl   y xp−  ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ y ∈ I.
ÖÒÎË J ⊂ Vn, ÚÓ (J) – Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÈ Ë‰Â‡Î ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÈ J.  ê‡ÒÒÏÓÚ-
ËÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 

  
�q

n  Ì‡‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÔÓÎÂÏ �q. ê-‚ÂÒ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡

  
x x xn q

n= ∈( , ..., )1 �  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó Ë‰Â‡Î‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vn, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Â„Ó ÌÂÒÛ˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ı: wp(x) = |〈supp(x)〉 |, „‰Â supp(x) =
= {i: xi ≠ 0}.  ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ (ÒÏ. [BGL95]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

  
�q

n ,  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

wP(x – y).

ÖÒÎË 
  
�q

n  ÒÌ‡·ÊÂÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, ÚÓ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ë

ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ 
  
�q

n  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰ÓÏ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡.  ÖÒÎË Vn Ó·‡ÁÛÂÚ
ˆÂÔ¸ 1 ≤ 2 ≤ ... ≤ n, ÚÓ ÎËÌÂÈÌ˚È ÍÓ‰ ë ‡ÁÏÂÌÓÒÚË k, ÒÓÒÚÓfl˘ËÈ ËÁ ‚ÒÂı ‚ÂÍÚÓÓ‚

  
( , ..., , , ..., ) ,0 0 1a an k n q

n
− + ∈ �  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓ‚Â¯ÂÌÌ˚Ï ÍÓ‰ÓÏ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡

Ò ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡) d C n kP
∗ = − +( ) .1  ÖÒÎË Vn

Ó·‡ÁÛÂÚ ‡ÌÚËˆÂÔ¸, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ıÂÏÏË-
Ì„Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Ì„‡
èÛÒÚ¸ �q – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓÎÂ, � = �q – ‡Ò¯ËÂÌËÂ ÒÚÂÔÂÌË m ÔÓÎfl �q Ë 
 = �n –

‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÁÏÂÌÓÒÚË n Ì‡‰ �.  ÑÎfl Î˛·Ó„Ó a = (a1,..., an) ∈ 
 Â„Ó
‡Ì„, rank(a), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡‰ �q,
ÔÓÓÊ‰‡ÂÏÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ {a1,..., an}. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Ì„‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ 
, ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

rank(a – b).

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Ì„‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÍÓ‰Ó‚˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ
ı˝ÏÏËÌ„Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË, ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÍÓ‰‡ ë ⊂ 
 Â„Ó ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡Ò-
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ÒÚÓflÌËÂ (‡Ì„‡) d C m n CRK qm
∗ ≤ − +( ) min{ , log | | }.1  äÓ‰ ë Ò d C n CRK q m

∗ = − +( ) log | | ,1

n m< ,  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰ÓÏ É‡·Ë‰ÛÎËÌ‡ (ÒÏ. [Gabi85]). äÓ‰ ë Ò d C m m nRK
∗ = ≤( ) ,  ,

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÓÎÌÓ„Ó ‡Ì„‡. í‡ÍÓÈ ÍÓ‰ ËÏÂÂÚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ qn

˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. å‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÍÓ‰ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÓÎÌÓ„Ó ‡Ì„‡  ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓ‰
‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÓÎÌÓ„Ó ‡Ì„‡ Ò qn ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË; ÓÌ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,
ÍÓ„‰‡ m ‰ÂÎËÚ n.

åÂÚËÍË É‡·Ë‰ÛÎËÌ‡–ëËÏÓÌËÒ‡

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
  
�q

n  (Ì‡‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÔÓÎÂÏ �q) Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ

ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó F = {Fi: i ∈ I} Â„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ Fi
i I

q
n=

∈
U � .  çÂ Ó„‡ÌË˜Ë‚‡fl

Ó·˘ÌÓÒÚË, ÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ F – ‡ÌÚËˆÂÔ¸ ÎËÌÂÈÌ˚ı ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ 
 
�q

n .  F-‚ÂÒ wF

‚ÂÍÚÓ‡ x x xn q
n= ∈( , ..., )1 �  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó

ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ J ËÁ I, Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ 
  

x Fq
n

i I

∈
∈
U .

åÂÚËÍ‡ É‡·Ë‰ÛÎËÌ‡–ëËÏÓÌËÒ‡ (ËÎË F-‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÒÏ. [GaSi98]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡
Ì‡ �q

n ,  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

wF(x – y).

ï˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÎÛ˜‡˛, ÍÓ„‰‡ Fi, i ∈ I Ó·‡ÁÛ˛Ú ÒÚ‡Ì‰‡Ú-
Ì˚È ·‡ÁËÒ.  åÂÚËÍ‡ Ç‡Ì‰ÂÏÓÌ‰‡ – ˝ÚÓ F-‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò Fi, i ∈ I, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÒÚÓÎ·ˆ‡ÏË Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚ Ç‡Ì‰ÂÏÓÌ‰‡.  åÂÚËÍ‡ÏË É‡·Ë‰ÛÎËÌ‡–ëËÏÓÌËÒ‡
fl‚Îfl˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Ì„‡, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ b-Ô‡ÍÂÚ‡, ÍÓÏ·ËÌ‡ÚÓÌ˚Â ÏÂÚË-
ÍË É‡·Ë‰ÛÎËÌ‡ (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓ„Ó ÒÓÏÌÓÊÂÒÚ‚‡).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÓÁÂÌ·Î˛Ï‡–ñÙ‡ÒÏ‡Ì‡
èÛÒÚ¸ Mm,n(Fq) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı m × n Ï‡ÚËˆ Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ËÁ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓÎfl

Fq (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÁ Î˛·Ó„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‡ÎÙ‡‚ËÚ‡ � = {a1,..., aq}). çÓÏ‡ êÓÁÂÌ-
·Î˛Ï‡–ñÙ‡ÒÏ‡Ì‡ || ⋅ ||RT Ì‡ Mm,n(Fq) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ÂÒÎË m = 1 Ë
a  = (ξ1, ξ2,..., ξn) ∈ M 1,n, ÚÓ || 01,n ||RT = 0 Ë || a ||RT = max{i | ξi ≠ 0} ‰Îfl a ≠ 01,n; ÂÒÎË

A a a M Fm
T

m n q= ∈( , ..., ) ( ),,1  a M Fj n q∈ 1, ( ),  1 ≤ ≤j m,  ÚÓ || || || || .A aRT j RT
j

m

=
=
∑

1

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ êÓÁÂÌ·Î˛Ï‡–ñÙ‡ÒÏ‡Ì‡ ([RoTs96]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ (·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÛÎ¸Ú‡-
ÏÂÚËÍ‡) Ì‡ Mm,n(Fq), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || .A B RT−

ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó Ï‡ÚË˜ÌÓ„Ó ÍÓ‰‡ C M Fm n q⊂ , ( )  Ò q k ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ

‡ÒÒÚÓflÌËÂ (êÓÁÂÌ·Î˛Ï‡–ñÙ‡ÒÏ‡Ì‡) d C mn kRT
∗ ≤ − +( ) .1  äÓ‰˚, Ì‡ ÍÓÚÓ˚ı ‰ÓÒÚË-

„‡ÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó, Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‡Á‰ÂÎËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÍÓ‰‡ÏË Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂÏ.

ç‡Ë·ÓÎÂÂ ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÍÓ‰Ó‚˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË Ï‡ÚË˜-
ÌÓ„Ó ÍÓ‰‡ C M Fm n q⊂ , ( )  fl‚ÎflÂÚÒfl ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Mm,n(Fq), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl
Í‡Í || || ,A B H−  „‰Â || ||A H  – ‚ÂÒ ï˝ÏÏËÌ„‡ Ï‡ÚËˆ˚ A ∈ Mm,n(Fq), Ú.Â. ˜ËÒÎÓ ÌÂÌÛ-
ÎÂ‚˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ï‡ÚËˆ˚ Ä.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Á‡ËÏÓÓ·ÏÂÌ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Á‡ËÏÓÓ·ÏÂÌ‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò‚ÓÔ‡) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÍÓ‰Â ë ⊂ �n

Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ �, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ C Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ò‚ÓÔÓ‚
(Ú‡ÌÒÔÓÁËˆËÈ), Ú.Â. ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ ÒÏÂÊÌ˚ı Ô‡ ÒËÏ‚ÓÎÓ‚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl ÔÂÓ·-
‡ÁÓ‚‡ÌËfl ı ‚ Û.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÄëåÖ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÄëåÖ – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÍÓ‰Â ë ⊂ �n Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ �, ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

min{ ( , ), ( , )},d x y d x yH I

„‰Â dH – ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ‡ dI – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌË
èÛÒÚ¸ W – ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ÒÎÓ‚ Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ �.  ì‰‡ÎÂÌËÂ ·ÛÍ‚˚ ‚ ÒÎÓ‚Â

β = b1...bn ‰ÎËÌ˚ n ÂÒÚ¸ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ β ‚ ÒÎÓ‚Ó ′ = − +β b b b bi i n1 1 1... ...  ‰ÎËÌ˚ n – 1.
ÇÒÚ‡‚Í‡ ·ÛÍ‚˚ ‚ ÒÎÓ‚Ó β  = b1...bn ‰ÎËÌ˚ n ÂÒÚ¸ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ β ‚ ÒÎÓ‚Ó

′′ = +β b b bb bi i n1 1... ...  ‰ÎËÌ˚ n + 1.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ÒÚ‡‚ÍË-Û‰‡ÎÂÌËfl (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓ‰Ó‚ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Û‰‡ÎÂÌËÈ Ë

‚ÒÚ‡‚ÓÍ) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ W, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı α , β ∈ W Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ
˜ËÒÎÓ Û‰‡ÎÂÌËÈ Ë ‚ÒÚ‡‚ÓÍ ·ÛÍ‚, ÔÂÓ·‡ÁÛ˛˘Ëı α ‚ β.

äÓ‰ ë Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Û‰‡ÎÂÌËÈ Ë ‚ÒÚ‡‚ÓÍ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓ‰-
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ W.  èËÏÂÓÏ Ú‡ÍÓ„Ó ÍÓ‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÒÎÓ‚

β = b1...bn ‰ÎËÌ˚ n Ì‡‰ ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ � = {0, 1}, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ib ni
i

n

≡ +
=
∑ 0 1

1

(mod ).

äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÒÎÓ‚ ‚ ˝ÚÓÏ ÍÓ‰Â ‡‚ÌÓ 
1

2 1
2 1

( )
( ) ,( ) /

n
k n k

k
+

+∑φ  „‰Â ÒÛÏÏ‡ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ

‚ÒÂÏ ÌÂ˜ÂÚÌ˚Ï ‰ÂÎËÚÂÎflÏ k ˜ËÒÎ‡ n + 1, ‡ φ – ÙÛÌÍˆËfl ùÈÎÂ‡.

àÌÚÂ‚‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
àÌÚÂ‚‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Bata95]) – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ „ÛÔ-

ÔÂ (G, +, 0), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

wint(x – y),

„‰Â wint(x) – ËÌÚÂ‚‡Î¸Ì˚È ‚ÂÒ Ì‡ G, Ú.Â. ÌÓÏ‡ „ÛÔÔ˚, ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÍÓÚÓÓÈ fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ˆÂÎ˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË 0,..., m.  ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ „ÛÔÔÓ‚˚ı ÍÓ‰‡ı C ⊂ G.

åÂÚËÍ‡ î‡ÌÓ
åÂÚËÍÓÈ î‡ÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl, ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ì‡ËÎÛ˜¯ÂÈ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ‡Î„Ó-
ËÚÏÛ î‡ÌÓ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl Ò‚ÂÚÓ˜Ì˚ı ÍÓ‰Ó‚.

ë‚ÂÚÓ˜Ì˚È ÍÓ‰ – ÍÓ‰ Ò ËÒÔ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó¯Ë·ÓÍ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰˚È k-·ËÚ ÔÓ‰ÎÂ-
Ê‡˘Â„Ó ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌË˛ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÒËÏ‚ÓÎ‡ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl ‚ n-·ËÚÓ‚ ÍÓ‰Ó‚ÓÂ

ÒÎÓ‚Ó, „‰Â R
k

n
=  ÂÒÚ¸ ÍÓ‰Ó‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ (n ≥ k), ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ – ÙÛÌÍˆËfl ÔÓÒÎÂ‰-

ÌËı m  ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚ı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚.  ãËÌÂÈÌ˚È, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÈ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË ‰ÂÍÓ‰Â
(ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È Ò‚ÂÚÓ˜Ì˚È ‰ÂÍÓ‰Â) ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚È ÒËÏ‚ÓÎ



ÉÎ‡‚‡ 16. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÚÂÓËË ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl 253

u u ui N∈ { ,..., },1  u u ui i ik= ( , ..., ),1  
 
uij ∈ �2  ÍÓ‰Ó‚ÓÂ ÒÎÓ‚Ó x x xi N∈ { ,..., },1  x x xi i in= ( , ..., ),1

  
xij ∈ �2  Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ Ì‡ ‚˚ıÓ‰Â ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÍÓ‰ {x1,..., xN} ËÁ N ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚ Ò
‚ÂÓflÚÌÓÒÚflÏË { ( ),..., ( )}.p x p xN1  èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ l ÍÓ‰Ó‚˚ı ÒÎÓ‚ ÙÓÏË-
ÛÂÚ ÔÓÚÓÍ (ËÎË ÔÛÚ¸) x x x xl l= =[ , ] { , ..., },1 1  ÍÓÚÓ˚È ÔÂÂ‰‡ÂÚÒfl ÔÓ ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï
Í‡Ì‡Î‡Ï ·ÂÁ Ô‡ÏflÚË Ë ÔÓÒÚÛÔ‡ÂÚ Ì‡ ÔËÂÏÌËÍ ‚ ‚Ë‰Â ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË y = y[1,l].
Ç Á‡‰‡˜Û ‰ÂÍÓ‰Â‡, ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌÌÓ„Ó ‰Îfl ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË Ó¯Ë·ÓÍ ‚
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, ‚ıÓ‰ËÚ ÔÓËÒÍ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ‡fl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ
Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚ Ó·˘Û˛ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ‚ıÓ‰fl˘ÂÈ Ë ËÒıÓ‰fl˘ÂÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ
p(x, y) = p (y | x) ⋅ p(x). é·˚˜ÌÓ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ì‡ÈÚË ÔÓˆÂ‰ÛÛ Ï‡ÍÒËÏËÁ‡ˆËË p(y | x),
Ë ‰ÂÍÓ‰Â, ‚ÒÂ„‰‡ ‚˚·Ë‡˛˘ËÈ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ò‚ÓÂÈ ÓˆÂÌÍË Ó‰ÌÛ ËÁ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚÂÈ, Ï‡ÍÒËÏËÁËÛ˛˘Ëı ˝ÚÛ ‚ÂÎË˜ËÌÛ (ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÏÂÚËÍ‡ î‡ÌÓ),
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÍÓ‰ÂÓÏ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl.

ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl, Í‡Ê‰˚È ÍÓ‰ ÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸ ‰ÂÂ‚ÓÏ, Û ÍÓÚÓÓ„Ó Í‡Ê‰‡fl ‚ÂÚ‚¸
fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚Ï ÍÓ‰Ó‚˚Ï ÒÎÓ‚ÓÏ. ÑÂÍÓ‰Â Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‡·ÓÚÛ Ò ÔÂ‚ÓÈ ‚Â¯ËÌ˚
‰ÂÂ‚‡ Ë ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÚ ÏÂÚËÍÛ ‚ÂÚ‚Ë ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ‚ÂÚ‚ÂÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflfl
Í‡Í Ì‡ËÎÛ˜¯Û˛ ÚÛ, ‚ÂÚ‚¸ ÍÓÚÓ‡fl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓ‰Ó‚ÓÏÛ ÒÎÓ‚Û xj, Ó·Î‡‰‡˛˘ÂÏÛ
Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ ‚ÂÚ‚Ë µF(xj). ùÚ‡ ‚ÂÚ‚¸ ‰Ó·‡‚ÎflÂÚÒfl Í ÔÛÚË, Ë ‡Î„ÓËÚÏ
ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÚÒfl Ò ÌÓ‚ÓÈ ‚Â¯ËÌ˚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÈ ÒÛÏÏÛ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÈ ‚Â¯ËÌ˚ Ë
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ·ËÚÓ‚ ‚ ÚÂÍÛ˘ÂÏ Ì‡ËÎÛ˜¯ÂÏ ÍÓ‰Ó‚ÓÏ ÒÎÓ‚Â.

èÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÔÓˆÂÒÒ‡ ËÚÂ‡ˆËË ‰Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‚Â¯ËÌ˚ ‰ÂÂ‚‡ ‡Î„ÓËÚÏ ÔÓ-
ÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‚ÂÓflÚÌ˚È ÔÛÚ¸. Ç ˝ÚÓÏ ÔÓÒÚÓÂÌËË ·ËÚÓ‚‡fl ÏÂÚËÍ‡ î‡ÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

log
( | )

( )
,2

p y x

p y
Ri i

i

−

ÏÂÚËÍ‡ ‚ÂÚ‚Ë î‡ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

µF j
i ji

ii

n

x
p y x

p y
R( ) log

( | )

( )
,= −





=

∑ 2
1

‡ ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË î‡ÌÓ – Í‡Í

µ µF l F j
j

l

x x( ) ( ),[ , ]1
1

=
=
∑

„‰Â p y xi ji( | )  – ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË ÔÂÂıÓ‰‡ Í‡Ì‡ÎÓ‚, p y p x p y xi m
xm

i m( ) ( ) ( | )= ∑  – ‡ÒÔÂ-

‰ÂÎÂÌËÂ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ ‚˚ıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ÔË Á‡‰‡ÌÌ˚ı ‚ıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı (ÛÒÂ‰-

ÌÂÌÌÓÂ ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ıÓ‰Ì˚Ï ÒËÏ‚ÓÎ‡Ï) Ë R
k

n
=  – ÍÓ‰Ó‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸.

ÑÎfl  ‰ÂÍÓ‰Â‡  Ò  "ÊÂÒÚÍËÏ"  Â¯ÂÌËÂÏ p y x p pi j( | ) ,  = = = < <0 0 0
1

2
  ÏÂÚËÍÛ

î‡ÌÓ ‰Îfl ÔÛÚË x l[ , ]1  ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

µ α βF l H l lx d y x l n( ) ( , ) ,[ , ] [ , ] [ , ]1 1 1= − + ⋅ ⋅

„‰Â α β= −
−

> = − + −log ,  log ( )2 21
0 1 1

p

p
R p  Ë dH – ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡.
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é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ î‡ÌÓ ‰Îfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ-
Òfl Í‡Í

µF
w

l
i j

w

j
w

j

x
p y x

p y
wR( ) log

( | )

( )
,[ , ]1 2 1

1

= −








−

=
∑
ln

0 ≤ w ≤ 1. äÓ„‰‡ w = 1/2, Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ î‡ÌÓ Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ÏÂÚËÍÂ î‡ÌÓ Ò
ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ 1/2.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÂÍÛÒËfl åÄê ‰ÂÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl
å‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ‡ÔÓÒÚÂËÓÌ‡fl ÓˆÂÌÍ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ËÎË åÄê ‰ÂÍÓ‰Ë-

Ó‚‡ÌËÂ ‰Îfl ÍÓ‰Ó‚ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ‰ÎËÌ˚, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘‡fl ‡Î„ÓËÚÏ ÇËÚÂ·Ë, ÓÒÌÓ‚‡Ì‡
Ì‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÂÍÛÒËË

Λ Λk
m

k
m

k n
m

n

l
k n k n

m

k n k n
m k

mx
p y x

p y x
p u

k
m

( ) ( )
,

( ) , ,
( )

, ,
( )

( )

( )

log
( |

( |
log ( ),= +

= +
= −

+−
=
∑1

1
2 2

1

1
2

„‰Â Λ k
m( )  – ÏÂÚËÍ‡ ‚ÂÚ‚Ë ‰Îfl ‚ÂÚ‚Ë m ‚ ÔÂËÓ‰ ‚ÂÏÂÌË (ÛÓ‚ÂÌ¸) k; xk,n – n-È ·ËÚ ÍÓ-

‰Ó‚Ó„Ó ÒÎÓ‚‡ Ò lk
m( )  ·ËÚ‡ÏË, ÔÓÏÂ˜ÂÌÌ˚ı Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ ‚ÂÚ‚Ë; Ûk,n – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ

ÔËÌflÚ˚È "Ïfl„ÍËÈ" ·ËÚ; uk
m  – ËÒıÓ‰Ì˚Â ÒËÏ‚ÓÎ˚ ‚ÂÚ‚Ë m  ‚ ÔÂËÓ‰ k , Ë ÔË

ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚË ËÒıÓ‰Ì˚ı ÒËÏ‚ÓÎÓ‚ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸
p uk

m( )( )  ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó ÒËÏ‚ÓÎ‡, ÔÓÏÂ˜ÂÌÌÓ„Ó Ì‡ ‚ÂÚ‚Ë m ,
ÍÓÚÓ‡fl ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ ËÎË ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÚÒfl.  åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ËÌÍÂÏÂÌÚ ‡ÒÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÚÒfl
‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ‚ÂÚ‚Ë, Ë Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, ÔË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‚‰ÓÔÓ‰Ó·Ëfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÒÓÒÚÓflÌËflËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÈ Â-
ÍÛÒËË. ÑÂÍÓ‰Â ÒÌ‡˜‡Î‡ ‚˚˜ËÒÎflÂÚ ÏÂÚËÍÛ Ì‡ ‚ÒÂı ‚ÂÚ‚flı, Ë Á‡ÚÂÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ò Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ ‚ÂÚ‚Ë ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl Ì‡˜ËÌ‡fl
Ò Á‡ÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÒÓÒÚÓflÌËfl.
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êÄëëíéüçàü  à  èéÑéÅçéëíà
Ç  ÄçÄãàáÖ  ÑÄççõï

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‰‡ÌÌ˚ı – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ m ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ
( , ..., ),  { , ..., }x x j mj

n
j

1 1∈  ‰ÎËÌ˚ n .  áÌ‡˜ÂÌËfl x xi i
m1, ...,  ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ‡ÚË·ÛÚ S i.

éÌ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ˜ËÒÎÓ‚˚Ï, ‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï (‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡) Ë
‰‚ÓË˜Ì˚Ï (‰‡/ÌÂÚ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl Í‡Í 1/0), Ó‰ËÌ‡Î¸Ì˚Ï (˜ËÒÎ‡ÏË ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ
‡Ì„) ËÎË ÌÓÏËÌ‡Î¸Ì˚Ï (ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï).

äÎ‡ÒÚÂÌ˚È ‡Ì‡ÎËÁ (ËÎË ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËfl, Ú‡ÍÒÓÌÓÏËfl, ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËÂ Ó·‡ÁÓ‚)
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‡Á·ËÂÌËÂ ‰‡ÌÌ˚ı Ä Ì‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ï‡ÎÓÂ ˜ËÒÎÓ ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚,
Ú.Â. Ú‡ÍËı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ó·˙ÂÍÚÓ‚, ˜ÚÓ (ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ‚˚·‡ÌÌÓÈ ÏÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl)
Ó·˙ÂÍÚ˚, Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ ˝ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, "·ÎËÁÍË", ÂÒÎË ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú Ó‰ÌÓÏÛ Ë ÚÓÏÛ ÊÂ
ÍÎ‡ÒÚÂÛ, Ë "‰‡ÎÂÍË", ÂÒÎË ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ‡ÁÌ˚Ï ÍÎ‡ÒÚÂ‡Ï, Ë ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÂ ÔÓ‰‡Á-
‰ÂÎÂÌËÂ Ì‡ ÍÎ‡ÒÚÂ˚ ÓÒÎ‡·ËÚ ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚË ÚËÔË˜Ì˚ı ÒÎÛ˜‡fl.  Ç ÔËÎÓÊÂÌËflı, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò ‚˚·ÓÍÓÈ ËÌ-
ÙÓÏ‡ˆËË, ÛÁÎ˚ Ó‰ÌÓ‡Ì„Ó‚ÓÈ ·‡Á˚ ‰‡ÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÓÚËÛ˛Ú ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ (ÒÓ‚Ó-
ÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÚÂÍÒÚÓ‚˚ı ‰ÓÍÛÏÂÌÚÓ‚);  Í‡Ê‰˚È ‰ÓÍÛÏÂÌÚ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ ËÁ
�n. Ç Á‡ÔÓÒÂ ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÚÂÎfl ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ‚ÂÍÚÓ x ∈ �n, Ë ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÚÂÎ˛ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚
‚ÒÂ ‰ÓÍÛÏÂÌÚ˚ ·‡Á˚ ‰‡ÌÌ˚ı, ËÏÂ˛˘ËÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Í ˝ÚÓÏÛ Á‡ÔÓÒÛ, Ú.Â. ÔËÌ‡‰-
ÎÂÊ‡˘ËÂ ¯‡Û ‚ �n Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ı, ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‡‰ËÛÒ‡ Ë ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ÂÈ
ÙÛÌÍˆËÂÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl.  Ç „ÛÔÔËÓ‚ÍÂ Á‡ÔËÒÂÈ, Í‡Ê‰˚È ‰ÓÍÛÏÂÌÚ (Á‡ÔËÒ¸ ‚ ·‡ÁÂ
‰‡ÌÌ˚ı) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ ‚ÂÍÚÓÓÏ ˜‡ÒÚÓÚÌÓÒÚË ÚÂÏËÌ‡ x ∈ � n, Ë ÚÂ·ÛÂÚÒfl ÓÔÂ-
‰ÂÎËÚ¸ ÒÂÏ‡ÌÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚ¸ ÒËÌÚ‡ÍÒË˜ÂÒÍË ‡ÁÌ˚ı Á‡ÔËÒÂÈ. Ç ˝ÍÓÎÓ„ËË, ÂÒÎË
‚ÂÍÚÓ‡ ı, Û Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ˜ËÒÎÂÌÌÓÒÚË ‚Ë‰Ó‚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‰‚ÛÏfl
ÏÂÚÓ‰‡ÏË, ‚˚·ÓÍË ‰‡ÌÌ˚ı (Ú.Â. xj, yj – ˜ËÒÎ‡ ËÌ‰Ë‚Ë‰Ó‚ ‚Ë‰‡ j, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‚
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ‚˚·ÓÍÂ), ÚÓ ÚÂ·ÛÂÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÏÂÛ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ı Ë Û
‰Îfl Ò‡‚ÌÂÌËfl ‰‚Ûı ÏÂÚÓ‰Ó‚. á‡˜‡ÒÚÛ˛ ‰‡ÌÌ˚Â Ó„‡ÌËÁÛ˛ÚÒfl ÒÌ‡˜‡Î‡ ‚ ‚Ë‰Â
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ÂÂ‚‡, Ú.Â. ‚ ‚Ë‰Â ‰ÂÂ‚‡, ËÌ‰ÂÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ÏÂÚË-
˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

èÓÒÎÂ ‚˚·Ó‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl d ÏÂÊ‰Û Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË ÏÂÚËÍ‡ ÎËÌÍË‰Ê‡, Ú.Â. ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÍÎ‡ÒÚÂ‡ÏË A = {a1,..., am} Ë B = {b1,..., bn}, Ó·˚˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
Ó‰ÌÓ ËÁ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı:

– ÛÒÂ‰ÌÂÌÌ‡fl ÎËÌÍË‰Ê:  ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ‚ÒÂÏË ˜ÎÂÌ‡ÏË

˝ÚËı ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚, Ú.Â. 

d a b

mn

i j
ji

( , )

;

∑∑

– Ó‰ËÌ‡Ì˚È ÎËÌÍË‰Ê: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ·ÎËÊ‡È¯ËÏË ˜ÎÂÌ‡ÏË ˝ÚËı ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚,
Ú.Â. min ( , );

ij
i jd a b

– ÔÓÎÌ˚È ÎËÌÍË‰Ê: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ò‡Ï˚ÏË Û‰‡ÎÂÌÌ˚ÏË ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡
˜ÎÂÌ‡ÏË ˝ÚËı ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚, Ú.Â. min ( , );

ij
i jd a b
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– ÎËÌÍË‰Ê ˆÂÌÚÓË‰Ó‚:  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˆÂÌÚÓË‰‡ÏË (ˆÂÌÚ‡ÏË ÚflÊÂÒÚË)

˝ÚËı ÍÎ‡ÒÚÂÓ‚, Ú.Â. || ˜ ˜ || ,a b− 2  „‰Â a

a

m

i
i=

∑
 Ë b

b

n

i
i=

∑
;

– ÎËÌÍË‰Ê ‚‡‰‡:  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 
min

|| ˜ ˜ || .
m n

a b
+

− 2

åÌÓ„ÓÏÂÌÓÂ ¯Í‡ÎËÓ‚‡ÌËÂ – ÚÂıÌËÍ‡, ÔËÏÂÌflÂÏ‡fl ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÔÓ‚Â‰ÂÌ˜ÂÒÍËı Ë
ÒÓˆË‡Î¸Ì˚ı Ì‡ÛÍ ‰Îfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ËÎË Î˛‰ÂÈ. ÇÏÂÒÚÂ Ò ÍÎ‡ÒÚÂÌ˚Ï
‡Ì‡ÎËÁÓÏ ÓÌ‡ ·‡ÁËÛÂÚÒfl Ì‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ‡ÒÒÚÓflÌËÈ. é‰Ì‡ÍÓ ÔË ÏÌÓ„ÓÏÂÌÓÏ
¯Í‡ÎËÓ‚‡ÌËË, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÍÎ‡ÒÚÂÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡, ÔÓˆÂÒÒ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚÒfl Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ
m  × m Ï‡ÚËˆ˚ D  ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË Ë Á‡ÚÂÏ (ËÚÂ‡ˆËÓÌÌÓ) Ë˘ÂÚÒfl
ÂÔÂÁÂÌÚ‡ˆËfl Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ‚ � n Ò Ï‡Î˚Ï n , Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ Ëı Ï‡ÚËˆ‡ Â‚ÍÎË‰Ó-
‚˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ËÏÂÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÂ ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÓÚ ËÒıÓ‰ÌÓÈ
Ï‡ÚËˆ˚ D.

Ç ÔÓˆÂÒÒÂ ‡Ì‡ÎËÁ‡ ‰‡ÌÌ˚ı ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ÏÌÓ„ËÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË; Ëı ‚˚·Ó Á‡‚ËÒËÚ
ÓÚ ı‡‡ÍÚÂ‡ ‰‡ÌÌ˚ı Ë ÔÓÍ‡ ÚÓ˜ÌÓÈ Ì‡ÛÍÓÈ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl. çËÊÂ ÔË‚Ó‰flÚÒfl
ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ËÁ ˝ÚËı ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚÂÈ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÈ.

ÑÎfl ‰‚Ûı Ó·˙ÂÍÚÓ‚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı ÌÂÌÛÎÂ‚˚ÏË ‚ÂÍÚÓ‡ÏË x  = (x 1,..., xn) Ë
y = (y1,..., yn) ËÁ �n, ‚ ‰‡ÌÌÓÈ „Î‡‚Â ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl:

xi∑  ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ xi
i

n

.
=
∑

1

1F – ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÒÓ·˚ÚËfl F: 1F = 1, ÂÒÎË F ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ Ë
1F = 0, ÂÒÎË ÌÂÚ.

|| ||x xi2
2= ∑  – Ó·˚˜Ì‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n.

∑ x

n
i , Ú.Â. ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ı, Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í x.  í‡Í, x

n
= 1

,  ÂÒÎË

x fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ ˜‡ÒÚÓÚÌÓÒÚË (‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ),

Ú.Â. ‚ÒÂ xi ≥ 0, ∑xi = 1; Ë x
n= +1

2
,  ÂÒÎË ı fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÌÊËÓ‚‡ÌËÂÏ (ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ),

Ú.Â.  ‚ÒÂ xi –  ‡ÁÌ˚Â ˜ËÒÎ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1,..., n}.
ÑÎfl ·ËÌ‡ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl x ∈ {0, 1}n (Ú.Â. ÍÓ„‰‡ ı fl‚ÎflÂÚÒfl ·ËÌ‡ÌÓÈ n-ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-

ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛) ÔÛÒÚ¸ X i n xi= ≤ ≤ ={ : }1 1  Ë X i n xi= ≤ ≤ ={ : }.1 0  èÛÒÚ¸ | |,X Y∩
| |,  | \ |X Y X Y∪  Ë | |X Y∆  Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl, Ó·˙Â‰Ë-
ÌÂÌËfl, ‡ÁÌÓÒÚË Ë ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË ( \ ) ( \ )X Y Y X∪  ÏÌÓÊÂÒÚ‚ X Ë Y ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

17.1. èéÑêéÅçéëíà  à  êÄëëíéüçàü  Ñãü  óàëãéÇõï  ÑÄççõï

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ êÛÊÂ˜ÍË

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ êÛÊÂ˜ÍË – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑
∑

min{ , }

max{ , }

x y

x y
i i

i i
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ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

1 − ∑
∑

= ∑ −
∑

min{ , }

max{ , }

| |

max{ , }

x y

x y

x y

x y
i i

i i

i i

i i

ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ì‡   �≥0
n  Ò ÏÂÚËÍÓÈ ÌÂ˜ÂÚÍÓ„Ó ÔÓÎËÌÛÍÎÂÓÚË‰‡ (ÒÏ. „Î. 25).

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ êÓ·ÂÚÒ‡

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ êÓ·ÂÚÒ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑ +

∑ +

( )
min{ , }

max{ , }

( )
.

x y
x y

x y

x y

i i
i i

i i

i i

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ùÎÎÂÌ·Â„‡

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ùÎÎÂÌ·Â„‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑ +
∑ + +

≠

=

( )

( )( )
.

x y

x y
i i x x

i i x y

i i

i i

1

1 1
0

0

ÅËÌ‡Ì˚Â ÒÎÛ˜‡Ë ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚÂÈ ùÎÎÂÌ·Â„‡ Ë êÛÊÂ˜ÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú; Ú‡Í‡fl ÔÓ-
‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ í‡ÌËÏÓÚÓ (ËÎË Ê‡ÍÍ‡‰Ó‚ÓÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛
Ó·˘ÌÓÒÚË):

| |

| |

X Y

X Y

∩
∪

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ í‡ÌËÏÓÚÓ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ËÓÚÓÔ‡) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

1 − ∩
∪

=
∪

| |

| |

| |

| |
.

X Y

X Y

X Y

X Y

∆

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÉÎËÒÓÌ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÉÎËÒÓÌ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑ +
∑ +

≠( )

( )
.

x y

x y
i i x x

i i

i i
1 0

ÅËÌ‡Ì˚Â ÒÎÛ˜‡Ë ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚÂÈ ÉÎËcÓÌ‡, åÓÚ˚ÍË Ë Å˝fl-äÛÚËÒ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú;
Ú‡Í‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ Ñ‡ÈÒ‡ (ËÎË ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ ëÓÂÌÒÂÌ‡,
ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ ôÂÍ‡ÌÓ‚ÒÍÓ„Ó):

2 2| |

| | | |

| |

| | | |
.

X Y

X Y X Y

X Y

X Y

∩
∪ + ∩

= ∩
+

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ôÂÍ‡ÌÓ‚ÒÍÓ„Ó–Ñ‡ÈÒ‡ (ËÎË ÌÂÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Å˝fl–
äÛÚËÒ‡, ÌÓÏ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË) ÂÒÚ¸ ÔÓ˜ÚË
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1
2− ∩

+
=

+
| |

| | | |

| |

| | | |
.

X Y

X Y

X Y

X Y

∆
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1 − ∑
∑ ∑

min{ , }

min{ , }
.

x y

x y
i i

i i

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ åÓÚ˚ÍË
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ åÓÚ˚ÍË – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑
∑ +

= ∑
+

min{ , }

( }

min{ , }
.

x y

x y
n

x y

x y
i i

i i

i i

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Å˝fl–äÛÚËÒ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Å˝fl-äÛÚËÒ‡ – ˝ÚÓ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

2

n x y
x yi j( )

min{ , }.
+

∑

éÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl % ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ êÂÌÍÓÌÂÌ‡ (ËÎË ÔÓˆÂÌÚÌÓÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛),
ÂÒÎË ı, Û fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚ÂÍÚÓ‡ÏË ˜‡ÒÚÓÚÌÓÒÚË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å˝fl–äÛÚËÒ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å˝fl-äÛÚËÒ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

∑ −
∑ +

| |

( )
.

x y

x y
i i

i i

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡Ì·Â˚
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡Ì·Â˚ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

∑ −
+

| |

| | | |
.

x y

x y
i i

i i

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 1 äÛÎ¸˜ËÌÒÍÓ„Ó
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 1 äÛÎ¸˜ËÌÒÍÓ„Ó – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑
∑ −
min{ , }

| |
.

x y

x y
i i

i i

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl

∑ −
∑

| |

min{ , }
.

x y

x y
i i

i i

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 2 äÛÎ¸˜ËÌÒÍÓ„Ó
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 2 äÛÎ¸˜ËÌÒÍÓ„Ó – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

n

x y
x yi i2

1 1+






∑ min{ , }.

ÑÎfl ·ËÌ‡ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl  ÓÌ‡ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

| | (| | | |)

| | | |
.

x Y X Y

X Y

∩ ⋅ +
⋅2
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èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Å‡ÓÌË-ì·‡ÌË–ÅÛcÂ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Å‡ÓÌË-ì·‡ÌË-ÅÛcÂ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑ + ∑ ∑ −

∑ + ∑ ∑ −
≤ ≤

≤ ≤

min{ , } min{ , } (max max{ , })

max{ , } min{ , } (max max{ , })
.

x y x y x x y

x y x y x x y

i i i i j n j i i

i i i i j n j i i

1

1

ÑÎfl ·ËÌ‡ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl  ÓÌ‡ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

| | | | | |

| | | | | |
.

X Y X Y X Y

X Y X Y X Y

∩ + ∩ ⋅ ∪

∪ + ∩ ⋅ ∪

17.2.  ÄçÄãéÉà  ÖÇäãàÑéÇÄ  êÄëëíéüçàü

ëÚÂÔÂÌÌÓÂ (p, r) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ëÚÂÔÂÌÌ˚Ï (p, r)-‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

( ( ) ) /∑ −w x yi i i
p p1

ÑÎfl p = r ≥ 1 ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl lp-ÏÂÚËÍÓÈ, ‚ÍÎ˛˜‡fl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚Û ÏÂÚ-
ËÍÛ, ÏÂÚËÍÛ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ Ë ˜Â·˚¯Â‚ÒÍÛ˛ ÏÂÚËÍÛ  ‰Îfl n = 2,1 Ë ∞ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ëÎÛ˜‡È 0 < p = r < 1 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰Ó·Ì˚Ï lp-‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ÌÂ ÏÂÚËÍ‡);  ÓÌÓ
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ÒÎÛ˜‡Â‚, ÍÓ„‰‡ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‡ ˜ËÒÎÓ n
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ‚ÂÎËÍÓ.

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ˚Â ‚ÂÒËË ( ( ) ) /∑ −w x yi i i
p p1  (Ò ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‚ÂÒ‡ÏË wi) Ú‡ÍÊÂ

ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‚ ÔËÎÓÊÂÌËflı ‰Îfl p = 2,1.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÁÏÂ‡ èÂÌÓÛÁ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡ÁÏÂ‡ èÂÌÓÛÁ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

n x yi i∑ −| | .

éÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ÏÂÚËÍÂ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡.  ëÂ‰Ìflfl ‡ÁÌÓÒÚ¸ ôÂÍ‡ÌÓ‚ÒÍÓ„Ó

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
∑ −| |

.
x y

n
i i

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÙÓÏ˚ èÂÌÓÛÁ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÙÓÏ˚ èÂÌÓÛÁ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

∑ − − −(( ) ( )) .x x y yi i
2

ëÛÏÏ‡ Í‚‡‰‡ÚÓ‚ ‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ èÂÌÓÛÁ‡ ‡‚Ì‡ Í‚‡‰‡ÚÛ
Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl.

ãÓÂÌˆÂ‚ÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ãÓÂÌˆÂ‚ÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

∑ + −ln( | |).1 x yi i

Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‰‚ÓË˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‰‚ÓË˜ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

∑ −> >( ) .1 10 0
2

x yi i
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Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÒÂ‰ÌÂÂ ˆÂÌÁÛËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÒÂ‰ÌÂÂ ˆÂÌÁÛËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

∑ −
∑

+ ≠

( )
.

x yi i

x yi i

2

0
1 2 2

çÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ lp-‡ÒÒÚÓflÌËÂ
çÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ lp-‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

|| ||

|| || || ||
.

x y

x y
p

p p

−
+

Ö‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ˆÂÎ˚Ï ˜ËÒÎÓÏ , ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ lp-‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚-
ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÚ¸ p = 2.  ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, Í‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ [Yian91], ‰Îfl Î˛·˚ı

a, b > 0 ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 
|| ||

(|| || || || )

x y

a b x y

−
+ +

2

2 2

 fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÎ‡Í‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÎ‡Í‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

1
2 1 2

n

x y

x y
i i

i i

∑ −
+















| | | |

.

/

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÎ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÎ‡ (ËÎË ËÌ‰ÂÍÒ åËÎ‡) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

1 1
1 1

2

≤ ≤ −
+ +∑ − − +

i n
i i i ix y x y( ) .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

2

2

∑ −






x

x

y

y
i i

(ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡, „Î. 14).

àÌ‰ÂÍÒ ‡ÒÒÓˆË‡ˆËË ì‡ÈÚÚÂÍÂ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
1

2
∑ −x

x

y

y
i i .

ëËÏÏÂÚË˜Ì‡fl �2-ÏÂ‡
ëËÏÏÂÚË˜Ì‡fl �2-ÏÂ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

x y

n x y

x

x

y

y

x y

n x y

x y y x

x yi i

i i i i

i i

+
+

−






= +
⋅

⋅ −
+∑ ∑( ) ( )

( )
.

2

2

2

ëËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ  �2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ëËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ  �2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ıË-‡ÒÒÚÓflÌËÂ) ÂÒÚ¸  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ � n,



ÉÎ‡‚‡ 17. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl Ë ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË ‚ ‡Ì‡ÎËÁÂ ‰‡ÌÌ˚ı 261

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

x y

n x y

x

x

y

y

x y

n x y

x y y x

x yi i

i i i i

i i

+
+

−






= +
⋅

⋅ −
+∑ ∑( ) ( )

( )
.

2

2

2

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ı‡Î‡ÌÓ·ËÒ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡ı‡Î‡ÌÓ·ËÒ‡ (ËÎË ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡

�n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

(det ) ( ) ( ) ./A x y A x yn T1 1− −−

„‰Â Ä – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Ï‡ÚËˆ‡ (Ó·˚˜ÌÓ ˝ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚ-
ÌÓÒÚË Ï‡ÚËˆ‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ËÁ �n, ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ ‚ÂÍÚÓÓ‚ Ì‡·Î˛-
‰ÂÌËfl) (ÒÏ. èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ å‡ı‡Î‡ÌÓ·ËÒ‡, „Î. 14).

17.3. èéÑéÅçéëíà  à  êÄëëíéüçàü  Ñãü  ÅàçÄêçõï  ÑÄççõï

é·˚˜ÌÓ Ú‡ÍËÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË s ËÏÂ˛Ú ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÓÚ 0 ‰Ó 1 ËÎË ÓÚ –1 ‰Ó 1,

‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ó·˚˜ÌÓ ‡‚Ì˚ 1 – s ËÎË 
1

2

− s
.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÄÏ‡Ì‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÄÏ‡Ì‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

2
1

2| | | |
.

X Y

n

n X Y

n

∆ ∆− = −

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ê˝Ì‰‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ê˝Ì‰‡ (ËÎË ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ëÓÍ‡Î‡–åË˜ÂÌÂ‡, ÔÓÒÚÓÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-

‚ËÂ) – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |
.

X Y

n

∆

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÏÂÚËÍ‡ 
| |X Y

n

∆
 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚ¸˛ (fl‚ÎflÂÚÒfl ·ËÌ‡-

Ì˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÒÂ‰ÌÂÈ ‡ÁÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û ÔËÁÌ‡Í‡ÏË ôÂÍ‡ÌÓ‚ÒÍÓ„Ó) Ë 1 − | |X Y

n

∆

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ ÉÓ‚‡‡.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 1 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËÒ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 1 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËÒ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

2 | |

| |
.

X Y

n X Y

∆
∆+

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 2 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËc‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 2 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËc‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

| | | |
.

X Y

X Y X Y

∩
∪ + ∆
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èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 3 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËc‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 3 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËÒ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

| |
.

X Y

X Y

∆
∆

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ê‡ÒÒÂÎ‡–ê‡Ó
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ê‡ÒÒÂÎ‡–ê‡Ó – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |
.

X Y

n

∩

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ëËÏÔÒÓÌ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ëËÏÔÒÓÌ‡ (ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÔÂÂÍ˚ÚËfl) – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

min{| |, | |}
.

X Y

X Y

∩

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Å‡ÛÌ‡–ÅÎ‡ÌÍÂ
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Å‡ÛÌ‡–ÅÎ‡ÌÍÂ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

max{| |, | |}
.

X Y

X Y

∩

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ êÓ‰ÊÂ‡–í‡ÌËÏÓÚÓ
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ êÓ‰ÊÂ‡–í‡ÌËÏÓÚÓ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

| |
.

X Y

n X Y

∆
∆+

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ î˝ÈÒ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ îÂÈÚ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | | |
.

X Y X Y

n

∩ + ∆
2

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ í‚ÂÒÍÓ„Ó
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ í‚ÂÒÍÓ„Ó – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

| | | |
.

X Y

a X Y b X Y

∩
+ ∩∆

éÌ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ í‡ÌËÏÓÚÓ, ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ Ñ‡ÈÒ‡ Ë (‰Îfl ·ËÌ‡ÌÓ„Ó

ÒÎÛ˜‡fl) ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ 1 äÛÎ¸˜ËÌÒÍÓ„Ó ‰Îfl ( , ) ( , ), ,a b = 



1 1

1

2
1  Ë (1, 0) ÒÓÓÚ‚ÂÚ-

ÒÚ‚ÂÌÌÓ.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÉÓ‚Â‡–ãÂÊ‡Ì‰‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÉÓÛ˝‡–ãÂÊ‡Ì‰‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

| | | |

| |

( ) | |
.

X Y

a X Y X Y

X Y

n a X Y

∆
∆ ∆

∆
∆+

=
+ −1
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èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÄÌ‰Â·Â„‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÄÌ‰Â·Â„‡ (ËÎË ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 4 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËc‡) – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡

{0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |

| | | |

| |

| | | |
.

X Y

X Y

X Y

X Y

∩ +



 + ∪ +



4

1 1

4

1 1

Q ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ûÎÂ
Q ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ûÎÂ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | | | | \ | | \ |

| | | | | \ | | \ |
.

X Y X Y X Y Y X

X Y X Y X Y Y X

∩ ⋅ ∪ − ⋅
∩ ⋅ ∪ + ⋅

Y ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ‡ÌÌÓÒÚË ûÎÂ
Y ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ‡ÌÌÓÒÚË ûÎÂ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

Ì‡fl Í‡Í

| | | | | \ | | \ |

| | | | | \ | | \ |
.

X Y X Y X Y Y X

X Y X Y X Y Y X

∩ ⋅ ∪ − ⋅

∩ ⋅ ∪ + ⋅

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ‰ËÒÔÂÒËË
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ‰ËÒÔÂÒËË – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | | | | \ | | \ |
.

X Y X Y X Y Y X

n

∩ ⋅ ∪ − ⋅
2

� ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ èËÒÓÌ‡
� ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ èËÒÓÌ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | | | | \ | | \ |

| | | | | | | |
.

X Y X Y X Y Y X

X X Y Y

∩ ⋅ ∪ − ⋅
⋅ ⋅ ⋅

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 2 ÉÓ‚Â‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 2 ÉÓ‚Â‡ (ËÎË ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ 5 ëÓÍ‡Î‡–ëÌËÒ‡) – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ {0, 1)n,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | | |

| | | | | | | |
.

X Y X Y

X X Y Y

∩ ⋅ ∪
⋅ ⋅ ⋅

ê‡ÁÌÓÒÚ¸ Ó·‡ÁÓ‚
ê‡ÁÌÓÒÚ¸ Ó·‡ÁÓ‚ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

4
2

| \ | | / |
.

X Y Y X

n

⋅

Q0-‡ÁÌÓÒÚ¸
Q0-‡ÁÌÓÒÚ¸ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ {0, 1}n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

| \ | | / |

| | | |
.

X Y Y X

X Y X Y

⋅
∩ ⋅ ∪
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17.4. äéêêÖãüñàéççõÖ  èéÑêéÅçéëíà  à  êÄëëíéüçàü

äÓ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸

äÓ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑ − − = ∑ − ⋅( )( )
.

x x y y

n

x y

n
x yi i i i

äÓÂÎflˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸

äÓÂÎflˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ (ËÎË ÍÓÂÎflˆËfl èËÒÓÌ‡, ËÎË ÎËÌÂÈÌ˚È ÍÓ˝Ù-
ÙËˆËÂÌÚ ÍÓÂÎflˆËË ÔÓ ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚Ï ÏÓÏÂÌÚ‡Ï èËÒÓÌ‡) s – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

∑ − −

∑ − ∑ −

( )( )

( ( ) )( ( ) )
.

x x y y

x x y y

i i

j j
2 2

çÂÒıÓ‰ÒÚ‚‡ 1 – s Ë 1 – s2 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÍÓÂÎflˆËÓÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ èËÒÓÌ‡ Ë
Í‚‡‰‡ÚÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl èËÒÓÌ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.  ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó,

2 1
2 2

( )
( ) ( )

− = −

∑ −
− −

∑ −











∑s

x x

x x

y y

y y

i

j

i

j

fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏ‡ÎËÁ‡ˆËÂÈ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ÒÏ. ÓÚÎË˜‡˛˘ÂÂÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ
l2-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ ‰‡ÌÌÓÈ „Î‡‚Â).

ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl x y= = 0  ÍÓÂÎflˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ 
〈 〉x y

x y

,

|| || || ||
.

2 2

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÍÓÒËÌÛÒ‡

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÍÓÒËÌÛÒ‡ (ËÎË ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ é˜ËÌË, Û„ÎÓ‚‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸, ÌÓÏËÓ-
‚‡ÌÌÓÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ) ÂÒÚ¸ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

〈 〉
⋅

=x y

x y

,

|| || || ||
cos ,

2 2

φ

„‰Â φ – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË ı Ë Û.  ÑÎfl ·ËÌ‡ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl  ÓÌ‡ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

| |

| | | |

X Y

X Y

∩
⋅

Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ é˜Ë‡Ë-éÚÒÛÍË.
Ç „ÛÔÔËÓ‚ÍÂ Á‡ÔËÒÂÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÍÓÒËÌÛÒ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl TF-IDF (ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ ÓÚ

‡Ì„ÎËÈÒÍËı ÚÂÏËÌÓ‚ ó‡ÒÚÓÚ‡ – é·‡ÚÌ‡fl ó‡ÒÚÓÚ‡ ÑÓÍÛÏÂÌÚ‡).
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓÒËÌÛÒ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 1 – cos φ.

ì„ÎÓ‚‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡

ì„ÎÓ‚‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n – Û„ÓÎ (ËÁÏÂÂÌÌ˚È ‚ ‡‰Ë‡Ì‡ı) ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË
ı Ë Û:

arccos
,

|| || || ||
.

〈 〉
⋅

x y

x y2 2
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ éÎÓ˜Ë
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ éÎÓ˜Ë (ËÎË ıÓ‰Ó‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ � n, ÓÔÂ‰Â-

ÎflÂÏÓÂ Í‡Í

2 1
2 2

− 〈 〉
⋅







x y

x y

,

|| || || ||
.

éÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË
éÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË (ËÎË ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ äÓıÓÌÂÌ‡) – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

〈 〉
〈 〉+ −

x y

x y x y

,

, || ||
.

2
2

ÑÎfl ·ËÌ‡ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl ÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ í‡ÌËÏÓÚÓ.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ åÓËÒËÚ˚–ïÓÌ‡
èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ åÓËÒËÚ˚–ïÓÌ‡ – ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

2

2
2

2
2

〈 〉

⋅ + ⋅

x y

x
y

x
y

x

y

,

|| || || ||
.

ê‡Ì„Ó‚‡fl ÍÓÂÎflˆËfl ëÔËÏ‡Ì‡
Ç ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ‚ÂÍÚÓ˚ x, y  ∈ �n fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡ÌÊËÓ‚‡ÌËflÏË (ËÎË ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚-

Í‡ÏË), Ú.Â. ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Í‡Ê‰Ó„Ó ËÁ ÌËı – ‡ÁÎË˜Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {1,..., n}, Ï˚

ËÏÂÂÏ x y
n= = +1

2
.  ÑÎfl Ú‡ÍËı Ó‰ËÌ‡Î¸Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ÍÓÂÎflˆËÓÌÌ‡fl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸

ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

1
6

12
2−

−
∑ −

n n
x yi i( )

( ) .

ùÚÓ – ρ ‡Ì„Ó‚‡fl ÍÓÂÎflˆËfl ëÔËÏ‡Ì‡. éÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ρ-ÏÂÚËÍÓÈ
ëÔËÏ‡Ì‡, ÌÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ. ρ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÔËÏÂÌ‡ – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚË-
Í‡ Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı.  å‡Ò¯Ú‡·Ì‡fl ÎËÌÂÈÍ‡ ëÔËÏ‡Ì‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

1
3

12−
−

∑ −
n

x yi i| | .

ùÚÓ l1-‚ÂÒËfl ‡Ì„Ó‚ÓÈ ÍÓÂÎflˆËË ëÔËÏ‡Ì‡. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ï‡Ò¯Ú‡·ÌÓÈ ÎËÌÂÈÍË
ëÔËÏ‡Ì‡ fl‚ÎflÂÚÒfl l1-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı.

ÑÛ„ÓÈ ÍÓÂÎflˆËÓÌÌÓÈ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ ‰Îfl ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ fl‚ÎflÂÚÒfl τ  ‡Ì„Ó‚‡fl
ÍÓÂÎflˆËfl äÂÌ‰‡ÎÎ‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl Ú‡ÍÊÂ τ  ÏÂÚËÍÓÈ äÂÌ‰‡ÎÎ‡ (‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÌÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl), ÍÓÚÓ‡fl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

2

1
1∑ − −

−
≤ < ≤j j n i j i jx x y y

n n

sign( )sign( )

( )
.

τ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÂÌ‰‡ÎÎ‡ Ì‡ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

| {( , ) : ,  ( )( ) } | .i j i j n x x y yi j i j1 0≤ < ≤ − − <
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÍ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ äÛÍ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n, ‰‡˛˘ÂÂ ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÓˆÂÌÍÛ

ÚÓ„Ó, Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ ÒËÎ¸ÌÓ ÌÂÍÓÂ i-Â Ì‡·Î˛‰ÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ÔÓ‚ÎËflÚ¸ Ì‡ ÓˆÂÌÍË Â„ÂÒÒËË.
éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï Í‚‡‰‡ÚÓÏ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ‡Ò˜ÂÚÌ˚ÏË
Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË Â„ÂÒÒËÓÌÌ˚ı ÏÓ‰ÂÎÂÈ, ÔÓÒÚÓÂÌÌ˚ı Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ‚ÒÂı ‰‡ÌÌ˚ı Ë ‰‡Ì-
Ì˚ı ·ÂÁ Û˜ÂÚ‡ i-„Ó Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl.

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË Ú‡ÍÓ„Ó Ó‰‡, ÔËÏÂÌflÂÏ˚ÏË ‚ Â„ÂÒÒË‚ÌÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ
‰Îfl ‚˚fl‚ÎÂÌËfl Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‚ÎËflÚÂÎ¸Ì˚ı Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ, fl‚Îfl˛ÚÒfl DFITS ‡ÒÒÚÓflÌËÂ,
‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ç˝Î¯‡ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ï‡‰Ë.

å‡¯ËÌÌÓÂ Ó·Û˜ÂÌËÂ Ì‡ ·‡ÁÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ
ÑÎfl ÏÌÓ„Ëı Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍËı ÔËÎÓÊÂÌËÈ (ÌÂÈÓÌÌ˚ı ÒÂÚÂÈ, ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚ı

ÒÂÚÂÈ Ë Ú.Ô.), ı‡‡ÍÚÂÌ˚ÏË ÔËÁÌ‡Í‡ÏË ÍÓÚÓ˚ı fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÔÓÎÌÓÚ‡ ‰‡ÌÌ˚ı, ‡
Ú‡ÍÊÂ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚ¸ Ë ÌÓÏËÌ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‡ÚË·ÛÚÓ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
Á‡‰‡˜Ë.  ÑÎfl Ú × (n + 1) Ï‡ÚËˆ˚ ((xij)), ÂÂ ÒÚÓÍ‡ (xi0, xi1,..., xin) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‚ıÓ‰ÌÓÈ
‚ÂÍÚÓ xi = (xi1,..., xin) Ò ‚˚ıÓ‰ÌÓÈ ÏÂÚÍÓÈ xi0;  ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÁ m ‚ıÓ‰Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÚÂÌËÓ‚Ó˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÌÓ‚Ó„Ó ‚ıÓ‰ÌÓ„Ó
‚ÂÍÚÓ‡ y = (y1,..., yn) Ë˘ÂÚÒfl ·ÎËÊ‡È¯ËÈ (‚ ÚÂÏËÌ‡ı ‚˚·‡ÌÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl)
‚ıÓ‰ÌÓÈ ‚ÂÍÚÓ ıi, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚È ‰Îfl ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË Û, Ú.Â. ‰Îfl ÔÓ„ÌÓÁËÓ‚‡ÌËfl Â„Ó
‚˚ıÓ‰ÌÓÈ ÏÂÚÍË Í‡Í xi0.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ([WiMa97]) d(xi, y) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

d x yj ij j
j

n
2

1

( , )
=
∑

Ò dj(xij, yj) = 1, ÂÒÎË xij ËÎË yj ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚.  ÖÒÎË ‡ÚË·ÛÚ j (Ú.Â. ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ xij
‰Îfl 1 ≤ i ≤ m) fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏËÌ‡Î¸Ì˚Ï, ÚÓ dj(xij, yj) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl, Ì‡ÔËÏÂ, Í‡Í 1x yij ≠

ËÎË Í‡Í

| { : , } |

| { :  } |

| { :  , } |

| { :  } |

1

1

1

1
0 0≤ ≤ = =

≤ ≤ =
−

≤ ≤ = =
≤ ≤ =∑ t m x a x x

t m x x

t m x a x y

t m x y
t ij ij

tj ij

t tj i

tj jo

q

‰Îfl q = 1 ËÎË 2;  ÒÛÏÏ‡ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÍÎ‡ÒÒ‡Ï ‚˚ıÓ‰Ì˚ı ÏÂÚÓÍ, Ú.Â. ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‡ ËÁ
{xt0 : 1 ≤ t ≤  m}.  ÑÎfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ‡ÚË·ÛÚÓ‚ j ˜ËÒÎÓ dj ·ÂÂÚÒfl Í‡Í ‚ÂÎË˜ËÌ‡

| |,x yij j−  ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Ì‡ maxt xtj – mint xtj ËÎË Ì‡ 
1

4
 ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓ„Ó ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ

xij, 1 ≤ t ≤ m.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ËÌÊÂÌÂËË

Ç ˝ÚÓÈ „Î‡‚Â Ò„ÛÔÔËÓ‚‡Ì˚ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÔËÏÂÌflÂÏ˚Â ÔË ÔÓ„‡ÏÏË-
Ó‚‡ÌËË ‰‚ËÊÂÌËfl Ó·ÓÚÓ‚, ÍÎÂÚÓ˜Ì˚ı ‡‚ÚÓÏ‡ÚÓ‚, ÒËÒÚÂÏ Ò Ó·‡ÚÌÓÈ Ò‚flÁ¸˛ Ë
ÏÌÓ„ÓˆÂÎÂ‚ÓÈ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË.

18.1.  êÄëëíéüçàü  Ç  éêÉÄçàáÄñàà  ÑÇàÜÖçàü  êéÅéíéÇ

åÂÚÓ‰˚ ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÏÂı‡ÌËÁÏÓ‚ ÔËÏÂ-
Ìfl˛ÚÒfl ‚ Ó·Î‡ÒÚË Ó·ÓÚÓÚÂıÌËÍË, ÒËÒÚÂÏ‡ı ‚ËÚÛ‡Î¸ÌÓÈ Â‡Î¸ÌÓÒÚË Ë ‡‚ÚÓ-
Ï‡ÚËÁËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl. åÂÚËÍ‡ ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ –
˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ‡fl ‚ ÏÂÚÓ‰ËÍÂ ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ‡‚ÚÓÏ‡ÚË-
˜ÂÒÍËı ÏÂı‡ÌËÁÏÓ‚.

êÓ·ÓÚÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÊfiÒÚÍËı Á‚ÂÌ¸Â‚, Ó„‡ÌËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı
‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ËÂ‡ıËÂÈ.  ÖÒÎË Ó·ÓÚ ËÏÂÂÚ n ÒÚÂÔÂÌÂÈ Ò‚Ó·Ó-
‰˚, ˝ÚÓ ÔË‚Ó‰ËÚ Ì‡Ò Í n-ÏÂÌÓÏÛ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛ ë, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÏÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ (ËÎË C-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ) Ó·ÓÚ‡.  ê‡·Ó˜ÂÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó W Ó·ÓÚ‡ –
˝ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÓÚÓÓ„Ó Ó·ÓÚ ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚÒfl. é·˚˜ÌÓ ÓÌÓ ÏÓ‰Â-
ÎËÛÂÚÒfl Í‡Í Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
3. é·Î‡ÒÚ¸ ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÈ ëÇ – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
‚ÒÂı ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ q ∈ C , ÍÓÚÓ˚Â ÎË·Ó ‚˚ÌÛÊ‰‡˛Ú Ó·ÓÚ‡ ÒÚ‡ÎÍË‚‡Ú¸Òfl Ò
ÔÂÔflÚÒÚ‚ËflÏË Ç, ÎË·Ó Á‡ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ‡ÁÌ˚Â Á‚ÂÌ¸fl Ó·ÓÚ‡ ÒÚ‡ÎÍË‚‡Ú¸Òfl ÏÂÊ‰Û
ÒÓ·ÓÈ.  á‡Ï˚Í‡ÌËÂ Cl(Cfree) ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Cfree = C\{CB} Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ ·ÂÁ ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÈ. á‡‰‡˜‡ ‡Î„ÓËÚÏ‡ ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂ-
ÏÂ˘ÂÌËÈ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÔÓËÒÍÂ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÓÚ ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÈ ÔÛÚË ÓÚ ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓÈ
ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Í ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ.

åÂÚËÍÓÈ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Î˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂ-
ÏÂ˘ÂÌËÈ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÍÓÌåÙË„Û‡ˆËÈ ë Ó·ÓÚ‡.

é·˚˜ÌÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÛ˛
¯ÂÒÚÂÍÛ ˜ËÒÂÎ (x, y, z, α , β, γ), „‰Â ÔÂ‚˚Â ÚË ˜ËÒÎ‡ – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl Ë
ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ ÚË – ÓËÂÌÚ‡ˆËfl. äÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÓËÂÌÚ‡ˆËË ‚˚‡ÊÂÌ˚ Û„Î‡ÏË ‚ ‡‰Ë‡-
Ì‡ı.  àÌÚÛËÚË‚ÌÓ, ıÓÓ¯‡fl ÏÂ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÍÓÌÙË„Û‡ˆËflÏË – ˝ÚÓ
ÏÂ‡ ‡·Ó˜Â„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, Á‡ÏÂÚ‡ÂÏÓ„Ó Ó·ÓÚÓÏ ‚ ıÓ‰Â ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û
ÌËÏË (Á‡ÏÂÚ‡ÂÏ˚È Ó·˙ÂÏ).  é‰Ì‡ÍÓ ‡Ò˜ÂÚ Ú‡ÍÓÈ ÏÂÚËÍË fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ÂÁÏÂÌÓ
‰ÓÓ„ÓÒÚÓfl˘ËÏ ‰ÂÎÓÏ.

èÓ˘Â ‚ÒÂ„Ó ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ë-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Í‡Í Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Â‚ÍÎË‰Ó‚˚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ËÎË Ëı Ó·Ó·˘ÂÌËfl. ÑÎfl Ú‡ÍËı ÏÂÚËÍ ÍÓÌÙË-
„Û‡ˆËË ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏ‡ÎËÁ‡ˆËfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÓËÂÌÚ‡ˆËË Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ-
·˚ ÓÌË ·˚ÎË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ÔÓ ‚ÂÎË˜ËÌÂ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ÔÓÎÓÊÂÌËfl.  ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl,
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÓËÂÌÚ‡ˆËË ÛÏÌÓÊ‡˛ÚÒfl Ì‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ x, y ËÎË z ‡ÁÏÂ‡
Ó„‡ÌË˜Ë‚‡˛˘Â„Ó ·ÎÓÍ‡ ‡·Ó˜Â„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. èËÏÂ˚ Ú‡ÍËı ÏÂÚËÍ ÍÓÌÙË„Û-
‡ˆËË ÔË‚Ó‰flÚÒfl ÌËÊÂ.
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Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ ‰Îfl ÚÂıÏÂÌÓ„Ó ÊÂÒÚÍÓ„Ó ÚÂÎ‡
ÏÓÊÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ËÚ¸ Ò „ÛÔÔÓÈ ãË ISO(3):C � �3 × �P3. é·˘‡fl ÙÓÏ‡ Ï‡ÚËˆ˚ ‚
ISO(3) Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

R X

0 1





,

„‰Â � ∈ SO(3) � �P3 Ë X ∈ �3.  ÖÒÎË Xq Ë R q fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË ÔÂÂÌÓÒ‡ Ë
‚‡˘ÂÌËfl ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË q = (Xq, Rq) ∈ ISO(3), ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË ÏÂÊ‰Û
ÍÓÌÙË„Û‡ˆËflÏË q Ë r Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í w X X w f R Rtr q r q r|| || ( , ),rot− +  „‰Â ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂ-
ÂÌÓÒ‡ || ||X Xq r−  ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÌÓÏ˚ || ||⋅  Ì‡
�3, ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl f(Rq, Rr) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÍ‡ÎflÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ,
Á‡‰‡˛˘ÂÈ Ì‡Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‚‡˘ÂÌËflÏË R R SOq r, ( ).∈ 3  ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚‡˘ÂÌËfl
Ï‡Ò¯Ú‡·ËÛÂÚÒfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÂÂÌÓÒ‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‚ÂÒÓ‚ w tr Ë wrot.

åÂÚËÍ‡ ‡·Ó˜Â„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ – Î˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÏÂ-
˘ÂÌËÈ ‚ ‡·Ó˜ÂÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �3.

àÏÂÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÏÌÓ„Ó ‰Û„Ëı ÚËÔÓ‚ ÏÂÚËÍ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ÔÓ„‡Ï-
ÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÏÂÚËÍË, ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡,
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÒÚ‡ Ë Ú.Ô.

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Ì‡ �6, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

Ì‡fl Í‡Í

| | ( | |)

/

x y w x yi i i i i
ii

− + −










==
∑∑ 2 2

4

6

1

3 1 2

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ �6, „‰Â x = (x1,..., x6), x1, x2, x3 – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl, x4, x5, x6 –
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÓËÂÌÚ‡ˆËË Ë wi – ÌÓÏ‡ÎËÁËÛ˛˘ËÈ ÏÌÓÊËÚÂÎ¸.  ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ
Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ �6 ‰ÂÎ‡ÂÚ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚ¸ Ë ÔÓÎÓÊÂÌËfl, Ë
ÓËÂÌÚ‡ˆËË.

å‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
å‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌÌ˚Ï Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÌÙË„Û-

‡ˆËË Ì‡ �6, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

s x y s w x yi i i i i
ii

| | ( ) ( | |)

/

− + − −










==
∑∑ 2 2

4

6

1

3 1 2

1

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ �6.  å‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÁÏÂÌflÂÚ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚ¸ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl Ë ÓËÂÌÚ‡ˆËË ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ï‡Ò¯Ú‡·-
ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ s.

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó
ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó – ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Ì‡ �6, ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | ( | |)

/

x y w x yi i
p

i i i
p

ii

p

− + −










==
∑∑

4

6

1

3 1
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‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ �6.  éÌ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ Ô‡‡ÏÂÚ p ≥ 1 Ë Í‡Í Ë ‚ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â,
ËÏÂÂÚ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ ÁÌ‡˜ËÏÓÒÚ¸ ÔÓÎÓÊÂÌËfl Ë ÓËÂÌÚ‡ˆËË.

åÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó
åÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó – ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Ì‡ � 6,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | ( | |)

/

x y w x yi i
p

i i i
p

ii

p

− + −










==
∑∑ 1 2

3

4

6

1

3 1

‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈ �6. ê‡ÁÎË˜Ëfl ÏÂÊ‰Û ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ Ë ÓËÂÌÚ‡ˆËÂÈ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ò
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ p1 ≥ 1 (‰Îfl ÔÓÎÓÊÂÌËfl) Ë p2 ≥ 1 (‰Îfl ÓËÂÌÚ‡ˆËË).

ÇÁ‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡
ÇÁ‚Â¯ÂÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Ì‡ �6,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| | | |x y w x yi i i i i
ii

− + −
==
∑∑

4

6

1

3

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ �6.  éÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÌÓÏ‡ÎËÁÛ˛˘Â„Ó ÏÌÓÊËÚÂÎfl Ò
Ó·˚˜ÌÓÈ l1-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �6.

åÂÚËÍ‡ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ó·ÓÚ‡
åÂÚËÍ‡ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ó·ÓÚ‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â

ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË ë Ó·ÓÚ‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

max || ( ) ( ) ||
a A

a q a p
∈

−

‰Îfl Î˛·˚ı ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ q, r ∈ C, „‰Â a(q) – ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÓ˜ÍË ‡ ‚ ‡·Ó˜ÂÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �3, ÍÓ„‰‡ Ó·ÓÚ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË q, Ë || ||⋅  – Ó‰Ì‡ ËÁ ÌÓÏ
Ì‡ �3, Ó·˚˜ÌÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡. àÌÚÛËÚË‚ÌÓ, ÏÂÚËÍ‡ ‚˚˜ËÒÎflÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ËÁ
ÚÂı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‚ ‡·Ó˜ÂÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓıÓ‰ËÚ Í‡Ê‰‡fl ˜‡ÒÚ¸ Ó·ÓÚ‡
ÔË Â„Ó ÔÂÂıÓ‰Â ÓÚ Ó‰ÌÓÈ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Í ‰Û„ÓÈ (ÒÏ. ÏÂÚËÍ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó
·ÎÓÍ‡).

åÂÚËÍ‡ Û„ÎÓ‚ ùÈÎÂ‡
åÂÚËÍ‡ Û„ÎÓ‚ ùÈÎÂ‡ – ÏÂÚËÍ‡ ‚‡˘ÂÌËfl Ì‡ „ÛÔÔÂ SO(3) (‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ËÒÔÓÎ¸-

ÁÓ‚‡ÌËfl ˝ÈÎÂÓ‚˚ı Û„ÎÓ‚ ‰Îfl ‚‡˘ÂÌËfl), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

wrot ( , ) ( , ) ( , )∆ ∆ ∆θ θ φ φ η η1 2
2

1 2
2

1 2
2+ +

‰Îfl ‚ÒÂı R1, R2 ∈ SO(3), Á‡‰‡ÌÌ˚ı Û„Î‡ÏË ùÈÎÂ‡ (θ1, φ1, η1) Ë (θ2, φ2, η2) ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, „‰Â ∆( , ) min{| |, | |},  [ , ]θ θ θ θ π θ θ θ π1 2 1 2 1 22 0 2= − − − ∈i  – ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û
Û„Î‡ÏË Ë wrot –ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËfl.

åÂÚËÍ‡ Â‰ËÌË˜Ì˚ı Í‚‡ÚÂÌËÓÌÓ‚
åÂÚËÍÓÈ Â‰ËÌË˜Ì˚ı Í‚‡ÚÂÌËÓÌÓ‚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ‚‡˘ÂÌËfl Ì‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚-

ÎÂÌËË Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Â‰ËÌË˜Ì˚ı Í‚‡ÚÂÌËÓÌÓ‚ ‰Îfl SO(3), Ú.Â. ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËË SO(3) Í‡Í
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÚÓ˜ÂÍ (Â‰ËÌË˜Ì˚ı Í‚‡ÚÂÌËÓÌÓ‚) Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÙÂÂ S3 ‚ �4 Ò
ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌÌ˚ÏË ‡ÌÚËÔÓ‰‡Î¸Ì˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË (q ~ –q).  Ñ‡ÌÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ SO(3)
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ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ Ì‡ÎË˜ËÂ ÏÌÓ„Ëı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÏÂÚËÍ Ì‡ ÌÂÏ, Ì‡ÔËÏÂ Ú‡ÍËı, Í‡Í:
1)  || ln( ) ||,q r−1

2)  w q ri i
i

rot ( || ||),  ,1
1

4

− =
=
∑λ λ

3)  min{|| ||, || ||},q r q r− +

4)  arccos , ,λ λ =
=
∑ q ri i
i 1

4

„‰Â q q q i q j q k= + + +1 2 3 4 , qi
i

=
=
∑ 1

1

4

,  || ||⋅  – ÌÓÏ‡ Ì‡ �4 Ë wrot – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ

Ï‡Ò¯Ú‡·ËÓ‚‡ÌËfl.

åÂÚËÍ‡ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ˚
åÂÚËÍ‡ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ˚ – ÏÂÚËÍ‡ ‡·Ó˜Â„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˆÂÌÚÓÏ Ï‡ÒÒ˚ Ó·ÓÚ‡ ‚ ‰‚Ûı ÍÓÌÙË„Û‡ˆËflı.  ñÂÌÚ
Ï‡ÒÒ˚ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÚÒfl ÔÛÚÂÏ ÛÒÂ‰ÌÂÌËfl ‚ÒÂı ‚Â¯ËÌ Ó·˙ÂÍÚ‡.

åÂÚËÍ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ·ÎÓÍ‡
åÂÚËÍÓÈ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ·ÎÓÍ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ‡·Ó˜Â„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Î˛·ÓÈ ‚Â¯ËÌÓÈ
Ó„‡ÌË˜Ë‚‡˛˘Â„Ó ·ÎÓÍ‡ Ó·ÓÚ‡ ‚ Ó‰ÌÓÈ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ
‚Â¯ËÌÓÈ ‚ ‰Û„ÓÈ ÍÓÌÙË„Û‡ˆËË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÁ˚
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÁ˚ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÏÂÛ ÌÂÒıÓ‰ÒÚ‚‡ ÏÂÊ‰Û ‰ÂÈÒÚ‚ËflÏË ËÒÔÓÎÌË-

ÚÂÎ¸Ì˚ı ÛÒÚÓÈÒÚ‚ (‚ÍÎ˛˜‡fl Ó·ÓÚÓ‚ Ë Î˛‰ÂÈ) ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ Ó·Û˜ÂÌËfl Ó·ÓÚÓ‚
ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ËÏËÚ‡ˆËË.

Ç ˝ÚÓÏ ÍÓÌÚÂÍÒÚÂ ËÒÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl Í‡Í ÍËÌÂÏ‡ÚË-
˜ÂÒÍËÂ ˆÂÔË Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ ÙÓÏÂ ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ÂÂ‚‡, Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ Í‡Ê‰ÓÂ
Á‚ÂÌÓ ‚ ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ˆÂÔË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Â·ÓÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-
˘Â„Ó ‰ÂÂ‚‡. äÓÌÙË„Û‡ˆËfl ˆÂÔË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ÔÓÁÓÈ  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‰ÂÂ‚‡,
ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ‡ÁÏÂ˘ÂÌËfl Ô‡˚ (ni, li) Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ Â·Â ei. á‰ÂÒ¸ ni
fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ‚ÂÍÚÓÓÏ ÌÓÏ‡ÎË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏ ÓËÂÌÚ‡ˆË˛ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘Â„Ó Á‚ÂÌ‡ ˆÂÔË, ‡ li ÂÒÚ¸ ‰ÎËÌ‡ Á‚ÂÌ‡. äÎ‡ÒÒ ÔÓÁ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ‚ÒÂı ÔÓÁ ‰‡ÌÌÓ„Ó
ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ÂÂ‚‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÁ˚ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ‰‡ÌÌÓÏ ÍÎ‡ÒÒÂ ÔÓÁ, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÏÏÓÈ
ÏÂ ÌÂÒıÓ‰ÒÚ‚‡ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡˚ ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ˚ı ÓÚÂÁÍÓ‚ ‚ ‰‡ÌÌ˚ı ‰‚Ûı ÔÓÁ‡ı.

åÂÚËÍË ÏËÎÎË·ÓÚÓ‚
åËÎÎË·ÓÚ˚ – „ÛÔÔ‡ ‡ÁÌÓÓ‰Ì˚ı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÔÓ ÂÒÛÒ‡Ï Ó·ÓÚÓ‚ Ï‡ÎÓ„Ó

‡ÁÏÂ‡. ÉÛÔÔ‡ Ó·ÓÚÓ‚ ÏÓÊÂÚ ÍÓÎÎÂÍÚË‚ÌÓ Ó·ÏÂÌË‚‡Ú¸Òfl ËÌÙÓÏ‡ˆËÂÈ. éÌË ‚
ÒÓÒÚÓflÌËË Ó·˙Â‰ËÌflÚ¸ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó ‡ÒÒÚÓflÌËflı, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏÛ˛ ÓÚ ‡ÁÌ˚ı ÔÎ‡Ú-
ÙÓÏ, Ë ÒÚÓËÚ¸ Í‡ÚÛ „ÎÓ·‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÁÏÂ˘ÂÌËfl, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘Û˛ ÒÓ·ÓÈ Â‰ËÌÓÂ
ÍÓÎÎÂÍÚË‚ÌÓÂ ‚Ë‰ÂÌËÂ ÓÍÛÊ‡˛˘ÂÈ ÒÂ‰˚.  èË ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËË ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl
ÏËÎÎË·ÓÚÓ‚ Ò ˆÂÎ¸˛ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÏÂÚËÍË ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÏÓÊÌÓ
Ì‡ÁÌ‡˜ËÚ¸ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ ‚ÓÍÛ„ Ó·ÓÚ‡ Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸
Í‡Ê‰Û˛ ÚÓ˜ÍÛ Í‡Í ÏÂÒÚÓ ‰Îfl ÔÂ‰ÒÚÓfl˘Â„Ó ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl.  èÓÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl
ÚÓ˜Í‡ Ò Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔÓÎÂÁÌÓÒÚË Ë Ó·ÓÚ Ì‡Ô‡‚ÎflÂÚÒfl ËÏÂÌÌÓ ‚
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˝ÚÛ ÚÓ˜ÍÛ. í‡Í, ÏÂÚËÍ‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ÍÓÌÚÛÓÏ Ò‚Ó·Ó‰-
ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚˚·Ë‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÂ ÚÓ˜ÍË, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ÔÂ‰ÔÓ-
Î‡„‡˛Ú ÔÂÓ‰ÓÎÂÌËfl Ó·ÓÚÓÏ Í‡ÍËı-ÎË·Ó ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÈ; ÏÂÚËÍÓÈ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl
ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÈ ÓÚ‚Â„‡˛ÚÒfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl, Ï‡¯ÛÚ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓıÓ‰ËÚ ÒÎË¯ÍÓÏ
·ÎËÁÍÓ ÓÚ ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÈ; ÏÂÚËÍÓÈ ÓÒ‚‡Ë‚‡ÂÏÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ÔÓÓ˘fl˛ÚÒfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl
Ó·ÓÚ‡ ÔÓ Ï‡¯ÛÚ‡Ï, ‚˚‚Ó‰fl˘ËÏ Â„Ó Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó; ÏÂÚËÍÓÈ ÍÓÌ-
ÙË„Û‡ˆËË ÔÓÓ˘fl˛ÚÒfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ËÂ ÒÓı‡ÌËÚ¸ ÍÓÌÙË„Û‡ˆË˛;
ÏÂÚËÍ‡ ÎÓÍ‡ÎËÁ‡ˆËË, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ‡fl Ì‡ Û„ÎÂ ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û Ó‰ÌÓÈ ËÎË ÌÂÒÍÓÎ¸-
ÍËÏË Ô‡‡ÏË ÎÓÍ‡ÎËÁ‡ˆËË, ÔÓÓ˘flÂÚ ÚÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â Ï‡ÍÒËÏËÁËÛ˛Ú
ÎÓÍ‡ÎËÁ‡ˆË˛ ([GKC04], ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÈ, ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÌÓÒËÎ¸˘ËÍÓ‚ ÔË‡ÌËÌÓ, „Î. 19).

18.2.  êÄëëíéüçàü  Ñãü  äãÖíéóçõï  ÄÇíéåÄíéÇ

èÛÒÚ¸ S, 2 ≤ | S | < ∞ ÂÒÚ¸ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó (‡ÎÙ‡‚ËÚ) Ë ÔÛÒÚ¸ S∞ – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚ı ‚ Ó·Â ÒÚÓÓÌ˚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ { } –xi i= ∞

∞  (ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ) ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚÓ‚ (·ÛÍ‚) ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S . (é‰ÌÓÏÂÌ˚È) ÍÎÂÚÓ˜Ì˚È ‡‚ÚÓÏ‡Ú – ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f : S∞ → S∞, ÍÓÚÓÓÂ ÍÓÏÏÛÚËÛÂÚ Ò ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ ÔÂÂÌÓÒ‡ g : S∞ →
S∞, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï Í‡Í g x xi i( ) .= +1  èÓÒÎÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÚËÍË Ì‡ S∞ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ f Ó·‡ÁÛ˛Ú ‰ËÒÍÂÚÌÛ˛ ‰ËÌ‡ÏË-
˜ÂÒÍÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ.  äÎÂÚÓ˜Ì˚Â ‡‚ÚÓÏ‡Ú˚ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Â ‚ Ó·Â
ÒÚÓÓÌ˚ Ú‡·ÎËˆ˚ ‚ÏÂÒÚÓ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ) ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ ÒËÏ‚ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ
‰ËÌ‡ÏËÍÂ, ËÌÙÓÏ‡ÚËÍÂ Ë (Í‡Í ÏÓ‰ÂÎË) ‚ ÙËÁËÍÂ Ë ·ËÓÎÓ„ËË. éÒÌÓ‚Ì˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ÏÂÊ‰Û ÍÓÌÙË„Û‡ˆËflÏË {xi} Ë {yi} ËÁ S∞ (ÒÏ. [BFK99]) ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÌËÊÂ.

åÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓ‡
åÂÚËÍÓÈ ä‡ÌÚÓ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ S∞, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

2 0 0− ≥ − + − ≠− −min{ :| | | | }.i x y x yi i i i

éÌ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÎÛ˜‡˛ a = 1

2
 Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË ä‡ÌÚÓ‡ („Î. 11). ëÓÓÚ‚ÂÚ-

ÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡
èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ S∞, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

lim
| : |

.l
i il i l x y

l→∞
− ≤ ≤ ≠

+2 1

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÔÓÎÛÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï (ÒÏ. ê‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡ Ì‡ ËÁÏÂËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËflı, „Î. 13).

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÇÂÈÎfl
èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÇÂÈÎfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ S∞, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

lim max
| : |

.l
k

i ik i l x y

l→∞
∈

+ ≤ ≤ ≠
�

1

ùÚ‡ Ë ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‚˚¯Â ÏÂÚËÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ËËËËÌÌÌÌ‚‚‚‚‡‡‡‡ËËËË‡‡‡‡ÌÌÌÌÚÚÚÚÌÌÌÌ˚̊̊̊ÏÏÏÏËËËË    ÓÓÓÓÚÚÚÚÌÌÌÌÓÓÓÓÒÒÒÒËËËËÚÚÚÚÂÂÂÂÎÎÎÎ¸̧̧̧ÌÌÌÌÓÓÓÓ    ÔÔÔÔÂÂÂÂ----
ÂÂÂÂÌÌÌÌÓÓÓÓÒÒÒÒ‡‡‡‡,,,,    Ó‰Ì‡ÍÓ ÓÌË ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì˚ÏË ËÎË ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË (ÒÏ.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÂÈÎfl, „Î. 13).
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18.3. êÄëëíéüçàü  Ç  íÖéêàà  äéçíêéãü

Ç ÚÂÓËË ÍÓÌÚÓÎfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ˆÂÔ¸ Ó·‡ÚÌÓÈ Ò‚flÁË ÏÂÊ‰Û ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ ê
(ÙÛÌÍˆËfl, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl ÔÓ‰ÎÂÊ‡˘ËÈ ÍÓÌÚÓÎ˛ Ó·˙ÂÍÚ Ë ÛÔ‡‚Îfl˛˘ËÏ
ÛÒÚÓÈÒÚ‚ÓÏ ë (ÙÛÌÍˆËfl, ÍÓÚÓÛ˛ ÔÂ‰ÒÚÓËÚ ÔÓÒÚÓËÚ¸). êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú y, ËÁÏÂ-
ÂÌÌ˚È ÒÂÌÒÓÌ˚Ï ‰‡Ú˜ËÍÓÏ, Ò‡‚ÌË‚‡ÂÚÒfl Ò ˝Ú‡ÎÓÌÌ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ r.  á‡ÚÂÏ
ÛÔ‡‚Îfl˛˘ÂÂ ÛÒÚÓÈÒÚ‚Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚ ‚˚˜ËÒÎÂÌÌÛ˛ Ó¯Ë·ÍÛ e  = r – y ‰Îfl ‚‚Ó‰‡
‰‡ÌÌ˚ı u = Ce. èË Ì‡ÎË˜Ë ÌÛÎÂ‚˚ı Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÒË„Ì‡Î˚ ‚‚Ó‰‡ Ë ‚˚‚Ó‰‡ Ì‡
ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍÛ ÒÓÓÚÌÓÒflÚÒfl Í‡Í y = Pu, „‰Â r, y, v Ë P, C fl‚Îfl˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËflÏË ˜‡ÒÚÓÚÌÓÈ

ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ s.  í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, y
PC

PC
r=

+1
 Ë y ≈ r (Ú.Â. ‚˚‚Ó‰ ÍÓÌÚÓÎËÛÂÚÒfl

ÔÓÒÚÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ ˝Ú‡ÎÓÌÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl), ÂÒÎË êë ·ÓÎ¸¯Â Î˛·Ó„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl s.
ÖÒÎË ÒËÒÚÂÏ‡ ÏÓ‰ÂÎËÛÂÚÒfl Í‡Í ÒËÒÚÂÏ‡ ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ,

ÚÓ ÔÂÂ‰‡ÚÓ˜Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl 
PC

PC1 +
 fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ.  ìÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ê

fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÈ, ÂÒÎË ÌÂ ËÏÂÂÚ ÔÓÎ˛ÒÓ‚ ‚ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ Ô‡‚ÓÈ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË
ë+ = {s ∈ �: �s ≥ 0}.

á‡‰‡˜‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÈ ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË ÒÓÒÚÓËÚ ‚ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËË ‰Îfl Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÌÓÏË-
Ì‡Î¸ÌÓÈ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍË (ÏÓ‰ÂÎË) P0 Ë ÌÂÍÓÂÈ ÏÂÚËÍË d Ì‡ ÛÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ı Ú‡ÍÓ„Ó ˆÂÌÚË-
Ó‚‡ÌÌÓ„Ó ‚ P0 ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó ¯‡‡ Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‡‰ËÛÒÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÌÂÍÓÚÓ˚Â
ÛÔ‡‚Îfl˛˘ËÂ ÛÒÚÓÈÒÚ‚‡ (‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË) ë ÏÓ„ÎË ÒÚ‡·ËÎËÁËÓ‚‡Ú¸ Í‡Ê-
‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ‰‡ÌÌÓ„Ó ¯‡‡.

É‡Ù G(P) ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ê  ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı Ô‡ ‚ıÓ‰-‚˚ıÓ‰
(u, y = P u). ä‡Í u  Ú‡Í Ë y  ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û ï‡‰Ë H2(�+) Ô‡‚ÓÈ
ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË; „‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ H2(�+) + H 2 (�+).
àÏÂÌÌÓ, G(P) = f(P)H2(�2) ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÙÛÌÍˆËË f(P), Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÒËÏ‚ÓÎÓÏ
„‡Ù‡, ‡ G(P) fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ H2(�2).

ÇÒÂ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÌËÊÂ ÏÂÚËÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÔÛÒÍÓÔÓ‰Ó·Ì˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË; ÓÌË
ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚, Ë ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ ÔÓ
ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÌËı.

åÂÚËÍ‡ ÔÓÔÛÒÍ‡
åÂÚËÍ‡ ÔÓÔÛÒÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÛÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ÏË P1 Ë P2 (‚‚Â‰ÂÌ‡ ‚ ÚÂÓË˛ ÍÓÌÚÓÎfl á‡ÏÂ-

ÒÓÏ Ë ùÎ¸-á‡ÍÍ‡Ë) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

gap( , ) || ( ) ( ) || ,P P P P1 2 1 2 2= −Π Π

„‰Â è(Po),  i = 1, 2 fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓÂÍˆËÂÈ „‡Ù‡ G(Pi) ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍË Pi,
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó Í‡Í Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó H 2(�2).

àÏÂÂÏ

gap( , ) max{ ( , ),  ( , )},P P P P P P1 2 1 1 2 1 2 1= δ δ

„‰Â δ1 1 2 1 2( , ) inf || ( ) ( ) ||P P f P f P QQ H H= −∈ ∞ ∞  Ë f(P) – ÒËÏ‚ÓÎ „‡Ù‡.
ÖÒÎË Ä fl‚ÎflÂÚÒfl m × n Ï‡ÚËˆÂÈ Ò m < n, ÚÓ ÂÂ n ÒÚÓÎ·ˆÓ‚ ÔÓÓÊ‰‡˛Ú n-ÏÂÌÓÂ

ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‡ Ï‡ÚËˆ‡ Ç ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓÂÍˆËË Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÚÓÎ·ˆÓ‚
Ï‡ÚËˆ˚ Ä ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ A A A AT T( ) .−1  ÖÒÎË ·‡ÁËÒ ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡Ì, ÚÓ B = AAT. Ç Ó·-
˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÔÛÒÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ
‡ÁÏÂÌÓÒÚË – l2-ÌÓÏ‡ ‡ÁÌÓÒÚË Ëı ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÔÓÂÍˆËÈ (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ
îÓ·ÂÌËÛÒ‡, „Î. 12).
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åÂÚËÍ‡ ÇË‰¸flÒ‡„‡‡
åÂÚËÍ‡ ÇË‰¸flÒ‡„‡‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ „‡Ù‡) ÏÂÊ‰Û ÛÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ÏË P1 Ë P2 ÓÔÂ‰Â-

ÎflÂÚÒfl Í‡Í
max{ ( , ),  ( , )},δ δ2 1 2 2 2 1P P P P

„‰Â δ2 1 2 1 1 2( , ) inf || ( ) ( ) || .|| ||P P f P f P QQ H= −≤ ∞

èÓ‚Â‰ÂÌ˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÔÓÔÛÒÍ ÏÂÊ‰Û ‡Ò¯ËÂÌÌ˚ÏË „‡Ù‡ÏË ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ
P1 Ë P2; ÌÓ‚˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ‰Ó·‡‚ÎÂÌ Í „‡ÙÛ G(P) ‰Îfl Û˜ÂÚ‡ ‚ÒÂı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ËÒıÓ‰Ì˚ı
ÛÒÎÓ‚ËÈ (‚ÏÂÒÚÓ Ó·˚˜ÌÓÈ ÒËÚÛ‡ˆËË, ÍÓ„‰‡ ËÒıÓ‰Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÌÛÎÂ‚˚Â).

åÂÚËÍ‡ ÇËÌÌËÍÓÏ·Â
åÂÚËÍ‡ ÇËÌÌËÍÓÏ·Â (ÏÂÚËÍ‡ ν-ÔÓÔÛÒÍ‡) ÏÂÊ‰Û ÛÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ÏË P1 Ë P2

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

δν ( , ) || ( ) ( )( ) ||/ /P P P P P P P P1 2 2 2
1 2

2 1 1 1
1 21 1= + − +∗ − ∗ −

∞

ÂÒÎË wno( ( ) ( ))f P f P∗ =2 1 0  Ë ‡‚Ì‡ 1, ËÌ‡˜Â. á‰ÂÒ¸ f(P) fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ÒËÏ‚ÓÎ‡
„‡Ù‡ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ê.  Ç [Youn98] ‰‡Ì˚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ˜ËÒÎ‡ ÍÛ˜ÂÌËfl wno(f) ‰Îfl ‡-
ˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË f, ‡ Ú‡ÍÊÂ ıÓÓ¯ÂÂ ‚‚Â‰ÂÌËÂ ‚ ÚÂÓË˛ ÒÚ‡·ËÎËÁ‡ˆËË Ò Ó·‡Ú-
ÌÓÈ Ò‚flÁ¸˛.

18.4.  åéÖÄ  êÄëëíéüçàü

åÌÓ„ËÂ Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËÂÈ Á‡‰‡˜Ë ÔÂÒÎÂ‰Û˛Ú ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ˆÂÎÂÈ
Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ, Ó‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl ÔÓÒÚÓÚ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰Ì‡ ËÁ ÌËı ÓÔÚËÏËÁËÛÂÚÒfl, ‡
ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ‚˚ÒÚÛÔ‡˛Ú ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ó„‡ÌË˜ÂÌËÈ.  èË ÏÌÓ„ÓˆÂÎÂ‚ÓÈ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl (ÔÓÏËÏÓ ÌÂÍÓÚÓ˚ı Ó„‡ÌË˜ÂÌËÈ ‚ ‚Ë‰Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚) ˆÂÎÂ‚‡fl
‚ÂÍÚÓ-ÙÛÌÍˆËfl f : X ⊂ �n → �k ËÁ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓËÒÍ‡ (ËÎË „ÂÌÓÚËÔ‡, ÔÂÂÏÂÌ-
Ì˚ı Â¯ÂÌËfl) ï ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ˆÂÎÂÈ (ËÎË ÙÂÌÓÚËÔ‡, ‚ÂÍÚÓÓ‚ Â¯ÂÌËÈ) f(X) =
= {f(x): x ∈ X} ⊂ � k.  íÓ˜Í‡ x* ∈ X fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓ è‡ÂÚÓ, ÂÒÎË ‰Îfl
Í‡Ê‰ÓÈ ‰Û„ÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈ X ‚ÂÍÚÓ Â¯ÂÌËÈ f(x) ÌÂ Ï‡ÊÓËÛÂÚ ÔÓ è‡ÂÚÓ ‚ÂÍÚÓ
f(x*), Ú.Â f(x ) ≤ f(x*).  éÔÚËÏ‡Î¸Ì˚È ÔÓ è‡ÂÚÓ ÙÓÌÚ – ˝ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
PF f x x X∗ ∗= ∈{ ( ) : }, „‰Â X* fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚ı ÔÓ è‡ÂÚÓ
ÚÓ˜ÂÍ.

åÌÓ„ÓˆÂÎÂ‚˚Â ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌ˚Â ‡Î„ÓËÚÏ˚ (ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ MOEA ÓÚ ‡Ì„ÎËÈÒÍÓ„Ó
Multi-objective evolutionary algorithms) ÔÓÓÊ‰‡˛Ú Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ˝Ú‡ÔÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË (Ì‡È‰ÂÌÌ˚È ÔÓ è‡ÂÚÓ ÙÓÌÚ PFknown ÔË·ÎËÊ‡ÂÚ Í ÊÂÎ‡ÂÏ˚È
è‡ÂÚÓ ÙÓÌÚ PF*) ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ˆÂÎÂÈ, „‰Â ÌË Ó‰ËÌ ˝ÎÂÏÂÌÚ ‰ÓÏËÌËÛÂÚ ÔÓ
è‡ÂÚÓ Ì‡‰ ‰Û„ËÏ.  èËÏÂ˚ ÏÂÚËÍ åéÖÄ, Ú.Â. ÏÂ ÓˆÂÌÍË, Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ PFknown
·ÎËÁÓÍ Í PF*, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÌËÊÂ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÍÓÎÂÌËÈ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÍÓÎÂÌËÈ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

d

m

j
j

m
2

1

1 2

=
∑











/

,

„‰Â  m PF= | |known   Ë  dj ÂÒÚ¸  Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ  (‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â  ˆÂÎÂÈ)  ÏÂÊ‰Û
(Ú.Â. j-Ï ˜ÎÂÌÓÏ ÙÓÌÚ‡ PFknown) Ë ·ÎËÊ‡È¯ËÏ ˜ÎÂÌÓÏ PF*.
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íÂÏËÌ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓÍÓÎÂÌËÈ (ËÎË ÒÍÓÓÒÚ¸ Ó·ÓÓÚ‡) ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‰Îfl
Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ‚ÂÚ‚ÂÈ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÓÎÓÊÂÌËflÏË ‚ Î˛·ÓÈ
ÒËÒÚÂÏÂ ‡ÌÊËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó Û·˚‚‡ÌËfl, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓ„Ó ‚ ‚Ë‰Â ËÂ‡ıË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰Â-
Â‚‡. èËÏÂ‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl: ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÙËÎÓ„ÂÌÂÚË˜ÂÒÍÓÏ
‰ÂÂ‚Â, ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÓÍÓÎÂÌËÈ, ÓÚ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÙÓÚÓÍÓÔË˛ ÓÚ ÓË„ËÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÓÚÚËÒÍ‡,
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÓÍÓÎÂÌËÈ, ÓÚ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÔÓÒÂÚËÚÂÎÂÈ ÏÂÏÓË‡Î‡ ÓÚ Ô‡ÏflÚÌ˚ı ÒÓ·˚ÚËÈ,
ÍÓÚÓ˚Ï ÓÌ ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ.

ê‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ò ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ÏË
ê‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ò ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

( )

,

/

d d

m

j
j

m

−

−






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


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


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=
∑ 2

1

1 2

1

„‰Â m PF= | |known  Ë dj ÂÒÚ¸ l1-‡ÒÒÚÓflÌËÂ (‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ˆÂÎÂÈ) ÏÂÊ‰Û fi(x) (Ú.Â. j-Ï
˜ÎÂÌÓÏ ÙÓÌÚ‡ PFknown) Ë ‰Û„ËÏ ·ÎËÊ‡È¯ËÏ ˜ÎÂÌÓÏ PFknown, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í d
fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂ‰ÌËÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ‚ÒÂı dj.

ëÛÏÏ‡ÌÓÂ ÌÂ‰ÓÏËÌËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓÓ‚

ëÛÏÏ‡ÌÓÂ ÌÂ‰ÓÏËÌËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓÓ‚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
| |

| |
.knownPF

PF∗
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ
Ë ˆËÙÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚflı

19.1.  åÖíêàäà  çÄ  ÑÖâëíÇàíÖãúçéâ  èãéëäéëíà

ç‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË �2 ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÏÌÓ„Ó ‡ÁÌ˚ı ÏÂÚËÍ.  Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Î˛·‡fl
lp-ÏÂÚËÍ‡ (Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í Ë Î˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ‰Îfl ‰‡ÌÌÓÈ ÌÓÏ˚ || ||⋅  Ì‡ � 2)
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì‡ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÔË ˝ÚÓÏ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl

l2-ÏÂÚËÍ‡, Ú.Â. Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ d x y x y x yE ( , ) ( ) ( ) ,= − + −1 1
2

2 2
2  ÍÓÚÓ‡fl ‰‡ÂÚ

Ì‡Ï ‰ÎËÌÛ ÓÚÂÁÍ‡ [x, y] ÔflÏÓÈ Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.
é‰Ì‡ÍÓ ËÏÂ˛ÚÒfl Ë ‰Û„ËÂ, ÌÂÂ‰ÍÓ "˝ÍÁÓÚË˜ÂÒÍËÂ" ÏÂÚËÍË Ì‡ �2.  åÌÓ„ËÂ ËÁ ÌËı
ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‰Îfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ‰Ë‡„‡ÏÏ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡ �2 (ÒÏ., Ì‡ÔË-
ÏÂ, ÏÓÒÍÓ‚ÒÍÛ˛ ÏÂÚËÍÛ, ÏÂÚËÍÛ ÒÂÚË, Ô‡‚ËÎ¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ).  çÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ ÌËı
ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ ˆËÙÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË.

á‡‰‡˜Ë Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ˝‰Â¯Â‚ÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡ (Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚Â Ó·˚˜ÌÓ ‰Îfl Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ
ÏÂÚËÍË Ì‡ �2) ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ËÌÚÂÂÒ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl �n Ë ‰Îfl ‰Û„Ëı ÏÂÚËÍ Ì‡ �2.
èËÏÂÌ˚Ï ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËÂÏ Ú‡ÍËı Á‡‰‡˜ fl‚ÎflÂÚÒfl:

– Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ˜ËÒÎ‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (ËÎË Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó
˜ËÒÎ‡ ÔÓfl‚ÎÂÌËÈ Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl) ‚ n-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �2;  Ì‡Ë-
·ÓÎ¸¯ËÈ ‡ÁÏÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Â„Ó ÌÂ ·ÓÎÂÂ m
‡ÒÒÚÓflÌËÈ;

– ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡ n-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �2 ÚÓÎ¸ÍÓ Ò
ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË (ËÎË, ÒÍ‡ÊÂÏ, ·ÂÁ Ô‡˚ (d1, d2) ‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ò
0 < | d1 – d2 | < 1);

– ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ n-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �2, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ i (‰Îfl
Í‡Ê‰Ó„Ó 1 ≤ i ≤ n) ‚ÒÚÂ˜‡ÂÚÒfl ÚÓ˜ÌÓ i ‡Á (ÔËÏÂ˚ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ‰Îfl n ≤ 8);

– ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÌÂ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‡Á·ËÂÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �2, Ú.Â. ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ˜‡ÒÚÂÈ.

åÂÚËÍ‡ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡Ú‡Î‡
åÂÚËÍÓÈ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡Ú‡Î‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl l1-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || | | | | .x y x y x y− = − + −1 1 1 2 2

Ñ‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÔÓ-‡ÁÌÓÏÛ, Ì‡ÔËÏÂ, ÏÂÚËÍÓÈ Ú‡ÍÒË, ÏÂÚËÍÓÈ
å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡, ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÏÂÚËÍÓÈ ÔflÏÓ„Ó Û„Î‡;  Ì‡ �2 ÂÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú
ÏÂÚËÍÓÈ „Ë‰˚ Ë 4-ÏÂÚËÍÓÈ.

åÂÚËÍ‡ óÂ·˚¯Â‚‡
åÂÚËÍÓÈ óÂ·˚¯Â‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl l�-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || max{| |,  | |}.x y x y x y− − − −∞ 1 1 2 2

ùÚÛ ÏÂÚËÍÛ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, sup-ÏÂÚËÍÓÈ Ë ·ÓÍÒ-
ÏÂÚËÍÓÈ;  Ì‡ �6 ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Â¯ÂÚÍË, ÏÂÚËÍÓÈ ˘‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË,
ÏÂÚËÍÓÈ ıÓ‰‡ ÍÓÓÎfl Ë 8-ÏÂÚËÍÓÈ.
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(p, q)-ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ 0 < q ≤ 1, p q
q≥ − −








max ,1
2

3
 Ë ÔÛÒÚ¸ || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �2 (‚ Ó·-

˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n).
(p, q)-ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n Ë ‰‡ÊÂ

Ì‡ Î˛·ÓÏ ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ( , || ||)),V ⋅  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| ||

(|| || || || )
/

x y

x yp p
q p

−

+





2

2 2
1

2

‰Îfl ı ËÎË y ≠ 0 (Ë ‡‚Ì‡fl 0, ËÌ‡˜Â).  Ç ÒÎÛ˜‡Â p = ∞ ÓÌ‡ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

|| ||

(max || || , || || })
.

x y

x y q

− 2

2 2

ÑÎfl q  = 1 Ë Î˛·Ó„Ó 1 ≤ p < ∞ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ -ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ (ËÎË
ÏÂÚËÍÛ äÎ‡ÏÍËÌ‡–åÂË‡); ‰Îfl q = 1 Ë 1 ≤ p < ∞ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÏÂÚ-
ËÍÛ. (1,1)-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ò‡Ú¯ÌÂÈ‰Â.

å-ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ f : [ , ) ( , )0 0∞ → ∞  – ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ 
f x

x

( )

Û·˚‚‡ÂÚ ‰Îfl x > 0.  èÛÒÚ¸ || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n).
å-ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n Ë ‰‡ÊÂ Ì‡

Î˛·ÓÏ ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ( , || ||)),V ⋅  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| ||

(|| || ) (|| || )
.

x y

f x f y

−
⋅

2

2 2

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

|| ||

|| || || ||

x y

x ypp pp

−

+ +
2

2 21 1

fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �2 (Ì‡ �n) ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ p ≥ 1. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì‡fl
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 \ {0} (Ì‡ �n \ {0}) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Í‡Í

|| ||

|| || || ||
.

x y

x y

−
⋅

2

2 2

åÓÒÍÓ‚ÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
åÓÒÍÓ‚ÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ä‡ÎÒÛ˝) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl

Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‰ÎËÌ‡ ‚ÒÂı ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı Ë
y ∈ �2, „‰Â ÍË‚‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÈ, ÂÒÎË ÒÓÒÚÓËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ ÓÚÂÁÍÓ‚
ÔflÏ˚ı, ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Ë ÓÚÂÁÍÓ‚ ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ Ò ˆÂÌÚ‡ÏË
‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Klei88]).

ÖÒÎË ÔÓÎflÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ‰Îfl ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈ �2 ‡‚Ì˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ (rx, θx) Ë
(ry, θy), ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‡ÌÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË ‡‚ÌÓ min{ , } ( ) | |,r r r rx y x y x y∆ θ θ− + −
ÂÒÎË 0 2≤ <∆( , ) ,θ θx y  Ë ‡‚ÌÓ r rx y+ , , ÂÒÎË 2 ≤ <∆( , ) ,θ θ πx y  „‰Â ∆( , )θ θx y =
= − − −min{| |, | |},θ θ π θ θx y x y2  θ θ πx y, [ , )∈ 0 2  ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û Û„Î‡ÏË.
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åÂÚËÍ‡ Ù‡ÌˆÛÁÒÍÓ„Ó ÏÂÚÓ
ÑÎfl ÌÓÏ˚ || ||⋅  Ì‡ �2 ÏÂÚËÍÓÈ Ù‡ÌˆÛÁÒÍÓ„Ó ÏÂÚÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2,

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| ||,x y−

ÂÒÎË x = cy ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó c ∈ �, Ë Í‡Í

|| || || ||,x y+

ËÌ‡˜Â. ÑÎfl Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÌÓÏ˚ || ||⋅ 2  ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡ËÊÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÏÂÚËÍÓÈ
ÂÊ‡, ‡‰Ë‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ËÎË ÛÒËÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ SNCF.  Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÌ‡
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‰ÎËÌ‡ ‚ÒÂı ‰ÓÔÛÒÚË-
Ï˚ı ÍË‚˚ı ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ‰‡ÌÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË ı Ë Û, „‰Â ÍË‚‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÓÔÛÒÚË-
ÏÓÈ, ÂÒÎË ÒÓÒÚÓËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ ÓÚÂÁÍÓ‚ ÔflÏ˚ı, ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ Ì‡˜‡ÎÓ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

Ç ÚÂÏËÌ‡ı „‡ÙÓ‚ ˝Ú‡ ÏÂÚËÍ‡ ÔÓıÓÊ‡ Ì‡ ÏÂÚËÍÛ ÔÛÚË ‰ÂÂ‚‡, ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ
ÚÓ˜ÍË, ÓÚÍÛ‰‡ ËÒıÓ‰flÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÔÛÚÂÈ.

è‡ËÊÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ˝ÚÓ ÔËÏÂ �-‰ÂÂ‚‡ í, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸-
Ì˚Ï, Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ ı, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó T – {x} ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ Ó‰ÌÓÈ
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚, fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï Ë Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï.

åÂÚËÍ‡ ÎËÙÚ‡
åÂÚËÍÓÈ ÎËÙÚ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ Ò·Ó˘ËÍ‡ Ï‡ÎËÌ˚, ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ "ÂÍÓÈ") Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

| |,x y1 1−

ÂÒÎË x2 = y2, Ë Í‡Í

| | | | | |,x x y y1 2 2 1+ − +

ÂÒÎË x2 ≠ y2 (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Brya85]).  éÌ‡ ÏÓÊÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎflÚ¸Òfl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl
Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‰ÎËÌ‡ ‚ÒÂı ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ‰‚Â ‰‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË ı Ë Û,
„‰Â ÍË‚‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÈ, ÂÒÎË ÒÓÒÚÓËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ ÓÚÂÁÍÓ‚ ÔflÏ˚ı,
Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ÓÒË x1, Ë ÓÚÂÁÍÓ‚ ÓÒË x2.

åÂÚËÍ‡ ÎËÙÚ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔËÏÂÓÏ ÌÂÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓ„Ó (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ Ù‡ÌˆÛÁ-
ÒÍÓ„Ó ÏÂÚÓ) �-‰ÂÂ‚‡.

åÂÚËÍ‡ ·ËÚ‡ÌÒÍÓÈ ÊÂÎÂÁÌÓÈ ‰ÓÓ„Ë
ÑÎfl ÌÓÏ˚ || ⋅ || Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n) ÏÂÚËÍÓÈ ·ËÚ‡ÌÒÍÓÈ ÊÂÎÂÁÌÓÈ

‰ÓÓ„Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || || ||x y+

‰Îfl x ≠ y (Ë ‡‚Ì‡fl 0, ËÌ‡˜Â).
ÖÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ÏÂÚËÍÓÈ ÔÓ˜Ú˚, ÏÂÚËÍÓÈ „ÛÒÂÌËˆ˚ Ë ÏÂÚËÍÓÈ ˜ÂÎÌÓÍ‡.
åÂÚËÍ‡ ˆ‚ÂÚÓ˜ÌÓ„Ó Ï‡„‡ÁËÌ‡
èÛÒÚ¸ d – ÏÂÚËÍ Ì‡ �2 Ë f – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÚÓ˜Í‡ (ˆ‚ÂÚÓ˜Ì˚È Ï‡„‡ÁËÌ) Ì‡

ÔÎÓÒÍÓÒÚË.
åÂÚËÍÓÈ ˆ‚ÂÚÓ˜ÌÓ„Ó Ï‡„‡ÁËÌ‡ (ËÌÓ„‰‡ ÂÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÏÂÚËÍÓÈ SNCF) Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ Î˛·ÓÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â),
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

d(x, f) + d(f, y)
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‰Îfl x ≠ y (Ë ‡‚Ì‡fl 0, ËÌ‡˜Â). í‡Í, ˜ÂÎÓ‚ÂÍ, ÊË‚Û˘ËÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ı, ÍÓÚÓ˚È ıÓ˜ÂÚ
ÔÓÒÂÚËÚ¸ ÍÓ„Ó-ÚÓ, ÊË‚Û˘Â„Ó ‚ ÚÓ˜ÍÂ y, ÒÌ‡˜‡Î‡ Á‡ıÓ‰ËÚ ‚ f, ˜ÚÓ·˚ ÍÛÔËÚ¸ ˆ‚ÂÚ˚.
Ç ÒÎÛ˜‡Â ÂÒÎË d x f x y( , ) || ||,= −  ‡ ÚÓ˜Í‡ f fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡˜‡ÎÓÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
ÏÂÚËÍÛ ·ËÚ‡ÌÒÍÓÈ ÊÂÎÂÁÌÓÈ ‰ÓÓ„Ë.

ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl k > 1 ˆ‚ÂÚÓ˜Ì˚ı Ï‡„‡ÁËÌÓ‚ f1,…, fk, ÚÓ ˜ÂÎÓ‚ÂÍ ÍÛÔËÚ ˆ‚ÂÚ˚ ‚ ·ÎË-
Ê‡È¯ÂÏ Ï‡„‡ÁËÌÂ Ò ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂÏ ÓÚ Ò‚ÓÂ„Ó Ï‡¯ÛÚ‡, Ú.Â. ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË x, y ‡‚ÌÓ min ( ( , ) ( , )).l i k i id x f d f y≤ ≤ +

åÂÚËÍ‡ ˝Í‡Ì‡ ‡‰‡‡
ÑÎfl ÌÓÏ˚ || ⋅ || Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ � n) ÏÂÚËÍÓÈ ˝Í‡Ì‡ ‡‰‡‡ Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

min{ ,|| ||}.1 x y−

åÂÚËÍ‡ ÍÓ‚‡ êËÍÏ‡Ì‡
ÑÎfl ˜ËÒÎ‡ α ∈  (0, 1) ÏÂÚËÍÓÈ ÍÓ‚‡ êËÍÏ‡Ì‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

x y x y1 1 2 2− + − α
.

ùÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÛ˜‡ÂÏ n = 2 Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl („Î. 6; ÒÏ. Ú‡Ï ÊÂ ‰Û„ËÂ
ÏÂÚËÍË Ì‡ �n, n ≥ 2).

ååååÂÂÂÂÚÚÚÚËËËËÍÍÍÍ‡‡‡‡    ÅÅÅÅÛÛÛÛ‡‡‡‡„„„„ÓÓÓÓ––––àààà‚‚‚‚‡‡‡‡ÌÌÌÌÓÓÓÓ‚‚‚‚‡‡‡‡
ååååÂÂÂÂÚÚÚÚËËËËÍÍÍÍÓÓÓÓÈÈÈÈ    ÅÅÅÅÛÛÛÛ‡‡‡‡„„„„ÓÓÓÓ––––àààà‚‚‚‚‡‡‡‡ÌÌÌÌÓÓÓÓ‚‚‚‚‡‡‡‡    ([BuIv01]) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-

Ì‡fl Í‡Í

|| || || || min || || ||| || , ),x y x y x y2 2 2 2− + ⋅{ } ⋅ ∠(

„‰Â ∠( x y, ) – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË ı Ë Û Ë || ⋅ || – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �2. ëÓÓÚ‚ÂÚ-

ÒÚ‚Û˛˘‡fl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 ‡‚Ì‡ || || || || ,x y2 2−  ÂÒÎË ∠ =(x y, ) ,0  Ë ‡‚Ì‡
|| || || || ,x y2 2−  ËÌ‡˜Â.

åÂÚËÍ‡ 2n-Û„ÓÎ¸ÌËÍ‡

ÑÎfl ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó Ô‡‚ËÎ¸ÌÓ„Ó 2n-Û„ÓÎ¸ÌËÍ‡ K Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÏÂÚ-
ËÍÓÈ 2n-Û„ÓÎ¸ÌËÍ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı x,y ∈  �2

Í‡Í Ì‡ËÍ‡Ú˜‡È¯‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‰ÎËÌ‡ ÎÓÏ‡ÌÓÈ ÎËÌËË ÓÚ ı Í Û, Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ Á‚ÂÌ¸Â ÍÓ-
ÚÓÓÈ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏÛ ËÁ Â·Â ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ä.

ÖÒÎË ä ÂÒÚ¸ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ Ò ‚Â¯ËÌ‡ÏË {(±1, ±1)}, ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍÛ
å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡. åÂÚËÍÛ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ Ú‡ÍÊÂ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÂÚËÍÛ åËÌ-
ÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ò Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ¯‡ÓÏ ‚ ‚Ë‰Â ·ËÎÎË‡ÌÚ‡, Ú.Â. Í‚‡‰‡Ú‡ Ò ‚Â¯ËÌ‡ÏË
{(1,0(0,1), (–1,0),(0,–1)}.

åÂÚËÍ‡ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡Í‡

åÂÚËÍÓÈ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡Í‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ‰ÎË-
Ì‡ Ì‡ËÍ‡Ú˜‡È¯Â„Ó l1-ÔÛÚË (ÔÛÚË å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË, x, y ∈  �2 ÔË
Ì‡ÎË˜ËË ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÁÓÌ, ˜ÂÂÁ ÍÓÚÓ˚Â ÔÓıÓ‰flÚ Í‡Ú˜‡È¯ËÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚˚
ÔÛÚË (Ì‡ÔËÏÂ, ñÂÌÚ‡Î¸Ì˚È Ô‡Í ‚ å‡Ìı˝ÚÚÂÌÂ).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÈ
èÛÒÚ¸ � = {O1,…,Om} – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸-

ÌËÍÓ‚ Ì‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÂ ÒÓ·ÓÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÈ,
ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ÌÂÔÓÁ‡˜Ì˚ÏË Ë ÌÂÔÓıÓ‰ËÏ˚ÏË.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÈ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÌÓÒËÎ¸˘ËÍÓ‚ ÔË‡-
ÌËÌÓ, ÏÂÚËÍÓÈ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË Ò ÔÂÔflÚÒÚ‚ËflÏË) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Â �2\{�}, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2\{�} Í‡Í ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ËÁ
‚ÒÂı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÔÛÚÂÈ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı Ë Û Ë ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘Ëı ÔÂ-
ÔflÚÒÚ‚Ëfl Oi\∂Oi (ÔÛÚ¸ ÏÓÊÂÚ ÔÓıÓ‰ËÚ¸ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË Ì‡ „‡ÌËˆÂ ∂Oi ÔÂÔflÚÒÚ‚Ëfl
∂Oi), i = 1,…,m.

èflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò ·‡¸Â‡ÏË
èÛÒÚ¸ �  = {O1,…,Om} – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÓÚÍ˚Ú˚ı

ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸Ì˚ı ·‡¸ÂÓ‚ Ì‡ �2. èflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚È ÔÛÚ¸ (ËÎË ÔÛÚ¸ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡)
Px y  ÓÚ x  Í y ÂÒÚ¸ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚ı Ë ‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì˚ı ÓÚÂÁÍÓ‚
Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı Ë Û . èÛÚ¸ Pxy Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÒÛ˘ÒÚ‚ÎflÂÏ˚Ï ÂÒÎË

P Bxy i
i

m

∩








 =

=1

0U / .

èflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò ·‡¸Â‡ÏË (ËÎË ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔË
Ì‡ÎË˜ËË ·‡¸ÂÓ‚) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2\{�}, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2\{�}
Í‡Í ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ËÏÓ„Ó ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÔÛÚË  ÓÚ ı Í Û.

èflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò ·‡¸Â‡ÏË fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÊÂÌËÂÏ ÏÂÚËÍË å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡
Ë Ó·˚˜ÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â  { , , }q qr1

2… ⊂ �  ËÁ n ÚÓ˜ÂÍ "ÓÚÔ‡‚ËÚÂÎ¸-
ÔÓÎÛ˜‡ÚÂÎ¸": Á‡‰‡˜‡ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÔÛÚÂÈ Ú‡ÍÓ„Ó ÚËÔ‡ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ, Ì‡ÔËÏÂ, ÔË Ó„‡-
ÌËÁ‡ˆËË Ú‡ÌÒÔÓÚÌ˚ı ÔÂÂ‚ÓÁÓÍ ‚ „ÓÓ‰ÒÍËı ÛÒÎÓ‚Ëflı, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔË ÔÎ‡ÌËÓ‚ÍÂ
Á‡‚Ó‰Ó‚ Ë ÒÓÓÛÊÂÌËÈ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [LaLi81]).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò‚flÁË

èÛÒÚ¸ P ⊂  �2 – ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸Ì‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ (Ì‡ n ‚Â¯ËÌ‡ı Ò h ‰˚‡ÏË), Ú.Â. Á‡ÏÍÌÛ-
Ú‡fl ÏÌÓ„ÓÒ‚flÁÌ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸, „‡ÌËˆ‡ ÍÓÚÓÓÈ – Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ n ÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÚÂÁÍÓ‚,
Ó·‡ÁÛ˛˘Ëı n + 1 Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸Ì˚ı ˆËÍÎÓ‚. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ò‚flÁË Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ê, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  P Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ
Â·Â ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÔÛÚË ÓÚ ı Í Û ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ê .

ÖÒÎË ‡ÁÂ¯ÂÌ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚Â ÔÛÚË, Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ Ò‚flÁË. ÖÒÎË ÔÛÚË ë-ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì˚ (Ú.Â. Í‡Ê‰ÓÂ Â·Ó Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ Ó‰ÌÓ-
ÏÛ ËÁ Â·Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ë Ò Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÓËÂÌÚ‡ˆËÂÈ), ÚÓ Ï˚ ËÏÂÂÏ ë-ÓËÂÌÚË-
Ó‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ò‚flÁË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÎ‡ÌËÓ‚ÍË ÒÓÓÛÊÂÌËÈ

èÎ‡ÌËÓ‚Í‡ – ˝ÚÓ ‡Á·ËÂÌËÂ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ì‡ ÔflÏÓ-
Û„ÓÎ¸ÌËÍË ÏÂÌ¸¯Â„Ó ‡ÁÏÂ‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Â ÓÚ‰ÂÎÂÌËflÏË, ÎËÌËflÏË, ÔÓıÓ‰fl˘ËÏË
Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ ÒÚÓÓÌ‡Ï ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡. ÇÒÂ ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ ‚Â¯ËÌ˚
‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ÚÂı‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ‡ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ ÌËı, ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ Ó‰Ì‡ Ì‡ „‡-
ÌËˆÂ Í‡Ê‰Ó„Ó ÓÚ‰ÂÎÂÌËfl, fl‚Îfl˛ÚÒfl ‰‚ÂflÏË, Ú.Â. ÏÂÒÚ‡ÏË ‚ıÓ‰‡-‚˚ıÓ‰‡. èÓ·ÎÂÏ‡
Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ÒÓÁ‰‡ÌËË ÔÓ‰ıÓ‰fl˘Â„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl Ó ‡ÒÒÚÓflÌËË d(x, y) ÏÂÊ‰Û ÓÚ-
‰ÂÎÂÌËflÏË ı Ë Û, ÍÓÚÓÓÂ ÏËÌËÏËÁËÓ‚‡ÎÓ ·˚ ÙÛÌÍˆË˛ ˆÂÌ˚ F x y d x y

x y

( , ) ( , ),
,

∑  „‰Â

F(x, y) – ÌÂÍËÈ Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚È ÔÓÚÓÍ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û. éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ÏË ‰Îfl
˝ÚÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl:

– ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ˆÂÌÚÓË‰‡, Ú.Â. Í‡Ú˜‡È¯ÂÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ ÏÂÊ‰Û ˆÂÌÚÓË‰‡ÏË (ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ‰Ë‡„ÓÌ‡ÎÂÈ) ı Ë Û;

– ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂËÏÂÚ‡, Ú.Â. Í‡Ú˜‡È¯ÂÂ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
‰‚ÂflÏË ı Ë Û, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚‰ÓÎ¸ ÒÚÂÌ,  Ú.Â. ÔÂËÏÂÚÓ‚ ÓÚ‰ÂÎÂÌËÈ.



ÉÎ‡‚‡ 19. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ë ˆËÙÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚflı 281

åÂÚËÍ‡ ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË
åÂÚËÍ‡ ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ÒÂÚË) – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 (ËÎË Ì‡ ÔÓ‰-

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �2) ÔË Ì‡ÎË˜ËË ‰‡ÌÌÓÈ ÒÂÚË, Ú.Â. ÔÎÓÒÍÓ„Ó ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó „‡Ù‡ G(V, E).
ÑÎfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2 ˝ÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÏÂÌÂÏ ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ‚ ÔË
Ì‡ÎË˜ËË ÒÂÚË G, Ú.Â. ÔÛÚË, Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ÒÓÍ‡˘‡˛˘Â„Ó ‚ÂÏfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û
ı Ë Û. èÓÒÎÂ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ‰ÓÒÚÛÔ‡ ‚ ÒÂÚ¸ G ‰‡ÎÂÂ ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÏÂ˘‡Ú¸Òfl Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v > 1 ‚‰ÓÎ¸ ÂÂ Â·Â. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ‚ÌÂ ÒÂÚË ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò Â‰ËÌË˜ÌÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË d Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (Ì‡ÔËÏÂ, Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ
ÏÂÚËÍË ËÎË ÏÂÚËÍË å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡).

åÂÚËÍ‡ ‚ÓÁ‰Û¯Ì˚ı ÔÂÂ‚ÓÁÓÍ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍÓÈ ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË Ì‡ �2 ÔË Ì‡-
ÎË˜ËË ÒÂÚË ‡˝ÓÔÓÚÓ‚, Ú.Â. ÔÎÓÒÍÓ„Ó „‡Ù‡ G(V, E) Ì‡ n ‚Â¯ËÌ‡ı (‡˝ÓÔÓÚ‡ı) Ò
ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‚ÂÒ‡ÏË Â·Â (we)e∈ E (‚ÂÏfl ÔÓÎÂÚ‡). ÇÓÈÚË Ë ‚˚ÈÚË ËÁ „‡Ù‡
ÏÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ˜ÂÂÁ ‡˝ÓÔÓÚ˚. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ‚ÌÂ ÒÂÚË ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò Â‰ËÌË˜ÌÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË. èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ Ì‡
‡‚ÚÓÏÓ·ËÎÂ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ‡‚ÌÓ ÏÂÚËÍÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl dE, ÚÓ„‰‡ Í‡Í ÔÓÎÂÚ
‚‰ÓÎ¸ Â·‡ e = uv „‡Ù‡ G Á‡ÈÏÂÚ ‚ÂÏfl   w d ue E< ( , ).v  Ç ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡
ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÂÂ‚ÓÁÍ‡ ÔÓ ‚ÓÁ‰ÛıÛ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË a, b ∈  �2, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ‡‚ÌÓ

min{ ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , )},d x y d x a w d b y d x b w d a yE E E E E+ + + +

„‰Â w < d2(a, b) ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÔÓÎÂÚ‡ ÏÂÊ‰Û a Ë b.
åÂÚËÍ‡ „ÓÓ‰‡ – ÏÂÚËÍ‡ ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË Ì‡ �2 ÔË Ì‡ÎË˜ËË ÒÂÚË Ó·˘ÂÒÚ-

‚ÂÌÌÓ„Ó Ú‡ÌÒÔÓÚ‡, Ú.Â. ÔÎÓÒÍÓ„Ó „‡Ù‡ G Ò „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË ËÎË ‚ÂÚËÍ‡Î¸-
Ì˚ÏË Â·‡ÏË. G ÏÓÊÂÚ ÒÓÒÚÓflÚ¸ ËÁ ÏÌÓ„Ëı Ò‚flÁÌ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ Ë ÒÓ‰ÂÊ‡Ú¸
ˆËÍÎ˚. ä‡Ê‰˚È ÏÓÊÂÚ ÔÓÔ‡ÒÚ¸ ‚ G ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ, ·Û‰¸ ÚÓ ‚Â¯ËÌ‡ ËÎË Â·Ó
(‚ÓÁÏÓÊÌÓ Ì‡ÁÌ‡˜ËÚ¸ Ú‡ÍÊÂ Ë ÒÚÓ„Ó ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË ‚ıÓ‰‡). ÇÌÛÚË G
‰‚ËÊÂÌËÂ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v > 1 ‚ Ó‰ÌÓÏ ËÁ ‰ÓÒÚÛÔÌ˚ı
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ‚ÌÂ ÒÂÚË ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÚËÍË å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ (‚ Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓ‰‡ÁÛÏÂ‚‡ÂÚÒfl ÍÛÔÌ˚È
ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚È „ÓÓ‰ Ò ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÔÎ‡ÌËÓ‚ÍÓÈ ÛÎËˆ ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ ÒÂ‚Â–˛„
Ë ‚ÓÒÚÓÍ–Á‡Ô‡‰).

åÂÚËÍ‡ ÏÂÚÓ – ÏÂÚËÍ‡ ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË Ì‡ �2, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ‚‡Ë‡ÌÚÓÏ
ÏÂÚËÍË „ÓÓ‰‡: ÏÂÚÓ (‚ ‚Ë‰Â ÎËÌËË Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË) ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ÒÓÍ‡˘ÂÌËfl
ıÓ‰¸·˚ ÔÂ¯ÍÓÏ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı „ÓÓ‰ÒÍÓÈ ÒÂÚÍË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

èèèèÂÂÂÂËËËËÓÓÓÓ‰‰‰‰ËËËË˜̃̃̃ÂÂÂÂÒÒÒÒÍÍÍÍ‡‡‡‡flflflfl    ÏÏÏÏÂÂÂÂÚÚÚÚËËËËÍÍÍÍ‡‡‡‡
åÂÚËÍ‡ d Ì‡ �2 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰‚‡ ÎËÌÂÈÌÓ ÌÂÁ‡-

‚ËÒËÏ˚ı ‚ÂÍÚÓ‡ v Ë u, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ ÔÂÂÌÓÒ ÔÓ Î˛·ÓÏÛ ‚ÂÍÚÓÛ w = mv + nu,m,n ∈  �
ÒÓı‡ÌflÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl, Ú.Â. d x y d x w y w( , ) ( , )= + +  ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2 (ÒÏ. àÌ‚‡-
Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÂÌÓÒ‡, „Î. 5)

è‡‚ËÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
åÂÚËÍ‡ d  Ì‡ �2 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡‚ËÎ¸ÌÓÈ, ÂÒÎË Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈ-

ÒÚ‚‡ÏË:
1) d ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ Â‚ÍÎË‰Ó‚Û ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛;
2) d-ÓÍÛÊÌÓÒÚË Ó„‡ÌË˜ÂÌ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË;
3) ÂÒÎË x, y ∈  �2 Ë x ≠ y, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓ˜Í‡ z z z, , ,≠ ≠x y  Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl

‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d x y d x d y( , ) ( , ) ( , );= +z z
4) ÂÒÎË x, y ∈  �2,   x yp  („‰Â   p ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È ÔÓfl‰ÓÍ Ì‡ �2, Ì‡ÔËÏÂ, ÎÂÍÒË-

ÍÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÈ ÔÓfl‰ÓÍ),     C x y d x d y( , ) { : ( , ) ( , )},= ∈ ≤z z z�2    D x y d x( , ) { : ( ,= ∈z �2
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  z z) ( , )}< d y  Ë D x y( , ) – Á‡Ï˚Í‡ÌËÂ D(x,y), ÚÓ J x y C x y D x y( , ) ( , ) ( , )= ∩  ÂÒÚ¸ ÍË‚‡fl,
„ÓÏÂÓÏÓÙÌ‡fl (0,1). èÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ‰‚Ûı Ú‡ÍËı ÍË‚˚ı ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡
ÏÌÓ„Ëı Ò‚flÁÌ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ.

ä‡Ê‰‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ËÏÂÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ 1., 2. Ë 3. ë‚ÓÈÒÚ‚Ó 2. ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÏÂÚ-
ËÍ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË.
ë‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ 4. Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ „‡ÌËˆ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‰Ë‡„‡ÏÏ ÇÓÓÌÓ„Ó
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍË‚˚ÏË Ë ˜ÚÓ ÌÂ ÒÎË¯ÍÓÏ ÏÌÓ„Ó ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚ÛÂÚ ‚ ÓÍÂÒÚ-
ÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË ËÎË ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. è‡‚ËÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ d ËÏÂÂÚ Ô‡‚ËÎ¸ÌÛ˛ ‰Ë‡„-
‡ÏÏÛ ÇÓÓÌÓ„Ó: ‚ ‰Ë‡„‡ÏÏÂ ÇÓÓÌÓ„Ó   V P d( , , )�2  („‰Â P p p kk= … ≥{ , , },1 2  – ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Ó „ÂÌÂ‡ÚÓÓ‚) Í‡Ê‰‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ ÇÓÓÌÓ„Ó V(pi) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÛÚ¸-Ò‚flÁÌ˚Ï ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚ÓÏ Ò ÌÂÔÛÒÚÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸˛, ‡ ÒËÒÚÂÏ‡ { ( ), , ( )}V p V pi k…  Ó·‡ÁÛÂÚ ‡Á·ËÂÌËÂ
ÔÎÓÒÍÓÒÚË.

ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËfl ÍÓÌÚ‡ÍÚ‡

ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËfl ÍÓÌÚ‡ÍÚ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‚‡Ë‡ÌÚ˚ ‚˚ÔÛÍÎÓÈ
ÙÛÌÍˆËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ÒÏ. „Î. 1), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Ì‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ �n).

ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ B ⊂  �2 Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂ‚Ó„Ó ÍÓÌÚ‡ÍÚ‡ dB ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

inf{ : }α α> − ∈0 y x B

(ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÂÚË ÒÂÌÒÓÌ˚ı ‰‡Ú˜ËÍÓ‚, „Î. 28).
ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ‰Îfl ÚÓ˜ÍË b ∈  B Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A ⊂  �2 Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó

ÍÓÌÚ‡ÍÚ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í
d x A b x Ab ( , ) inf{ : }.= ≥ + ∈α α0

ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÂÂı‚‡Ú‡ ‰Îfl ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ç ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

d x y

B

b
b B∈
∑ ( , )

| |
.

Ñ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl ‡‰‡‡

Ñ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËfl ‡‰‡‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

| |,ρ ρ θx y xy− +

ÂÒÎË x y, \ { },∈ �2 0  Ë Í‡Í

| |,ρ ρx y−

ÂÒÎË x = 0 ËÎË y = 0, „‰Â ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ "ÎÓÍ‡ˆËË" x x∈ �2  ρ  – ‡‰Ë‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ı
ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Ë ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2\{0} θxy – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË (‚ ‡-
‰Ë‡Ì‡ı)˛

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ùÂÌÙfiıÚ‡–ï‡ÛÒÎÂ‡

èÛÒÚ¸ S –  ·Û‰ÂÚ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �2, Ú‡Í ˜ÚÓ x x1 2 1 0≥ − ≥  ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈  S.
èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ùÂÌÙfiıÚ‡–ï‡ÛÒÎÂ‡ ([EhHa88]) Ì‡ S ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

log .2
1

2

1

2

1
1

x

y

y

x
+





 +













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íÓÓË‰‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡

íÓÓË‰‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÚÂÎÂ   T x x x= × = ∈ ≤ <[ , ) [ , ) { : , },0 1 0 1 0 12
1 2�

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

t t1
2

2
2+

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2, „‰Â t x y x yi i i i i= − − +{ }min | |,  | |1  ‰Îfl i = 1,2 (ÒÏ. åÂÚËÍ‡
ÚÓ‡).

åÂÚËÍ‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË
åÂÚËÍ‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË – ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË S1 ÍÛ„Â

Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ S x y x y ei1 2 2 1 0 2= + = = ≤ <{( , ) : } { : },θ θ π  ˝Ú‡ ÏÂÚËÍ‡

‰ÎËÌÓÈ Í‡Ú˜‡È¯ÂÈ ËÁ ‰‚Ûı ‰Û„, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ÚÓ˜ÍË eiθ, e ,i Sϑ ∈ 1  Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
Á‡ÔËÒ‡Ì‡ Í‡Í

min | , | |}
| |,         | | ,

| |,  | |
θ π θ

θ θ π
π θ θ π

−{ } − − =
− ≤ − ≤
− − − >





ϑ ϑ
ϑ ϑ
ϑ ϑ

2
2

ÂÒÎË   0

ÂÒÎË  

(ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û Û„Î‡ÏË).

ì„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ì„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ÍÛ„‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ËÒÎÓÏ ‡‰Ë‡Ì, ÔÓÈ‰ÂÌÌ˚ı

ÔÛÚÂÏ, Ú.Â.

θ = l

r
,

„‰Â l – ‰ÎËÌ‡ ÔÛÚË Ë r – ‡‰ËÛÒ ÓÍÛÊÌÓÒÚË.

ååååÂÂÂÂÚÚÚÚËËËËÍÍÍÍ‡‡‡‡    ÏÏÏÏÂÂÂÂÊÊÊÊ‰‰‰‰ÛÛÛÛ    ÛÛÛÛ„„„„ÎÎÎÎ‡‡‡‡ÏÏÏÏËËËË
åÂÚËÍÓÈ ÏÂÊ‰Û Û„Î‡ÏË Λ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı Û„ÎÓ‚ ÔÎÓÒ-

ÍÓÒÚË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

min | , | |}
| |,          | | ,

| |,  | |
θ π θ

θ θ π
π θ θ π

−{ } − − =
− ≤ − ≤
− − − >





ϑ ϑ
ϑ ϑ

ϑ ϑ
2

2

ÂÒÎË  0

ÂÒÎË  

‰Îfl Î˛·˚ı θ, ϑ  ∈  [0, 2π) (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÍÛ„‡).

åÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏË

ç‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË   �2  Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ l̂  ÂÒÚ¸ ÍÎ‡ÒÒ ‚ÒÂı ÔflÏ˚ı, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ‰‡ÌÌÓÈ
ÔflÏÓÈ   l ⊂ �2 .  åÂÚËÍÓÈ ÏÂÊ‰Û Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
	 ‚ÒÂı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ   

ˆ, ˆl m ∈ 	  Í‡Í
Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl Ëı ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎflÏË.

ä‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ ÍÓÎ¸ˆÂ‚ÓÈ ÊÂÎÂÁÌÓÈ ‰ÓÓ„Ë
ä‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ ÍÓÎ¸ˆÂ‚ÓÈ ÊÂÎÂÁÌÓÈ ‰ÓÓ„Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Â‰Ë-

ÌË˜ÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË S1 ⊂  �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı x,y ∈  S1 Í‡Í ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë
ÓÍÛÊÌÓÒÚË ÔÓÚË‚ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍË ÓÚ ı Í Û.

àÌ‚ÂÒË‚ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
àÌ‚ÂÒË‚ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÏËÒfl ÍÛ„‡ÏË Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒ-

ÚË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚È ÎÓ„‡ËÙÏ ˜‡ÒÚÌÓ„Ó ‡‰ËÛÒÓ‚ (·ÓÎ¸¯Â„Ó Ë ÏÂÌ¸-
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¯Â„Ó) ‰‚Ûı ÍÓÌˆÂÌÚË˜ÂÒÍËı ÍÛ„Ó‚, ‚ ÍÓÚÓ˚Â ‰‡ÌÌ˚Â ÍÛ„Ë ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ËÌ‚Â-
ÒËÓ‚‡Ì˚.

èÛÒÚ¸ Ò – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˆÂÌÚ‡ÏË ‰‚Ûı ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÍÛ„Ó‚ Ò ‡‰ËÛ-
Ò‡ÏË ‡ Ë ‚, b < a. íÓ„‰‡ Ëı ËÌ‚ÂÒË‚ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

cosh .− + −1
2 2 2

2

a b c

ab

éÔËÒ‡ÌÌ‡fl ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ Ë ‚ÔËÒ‡ÌÌ‡fl ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ Ò ‡‰ËÛÒÓÏ ÓÔË-
Ò‡ÌÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË R Ë ‡‰ËÛÒÓÏ ‚ÔËÒ‡ÌÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË Ì‡ıÓ‰flÚÒfl Ì‡ ËÌ‚ÂÒË‚ÌÓÏ

‡ÒÒÚÓflÌËË 2
1

2
1sinh .− 





r

R

àÏÂfl ÚË ÌÂÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ı ÚÓ˜ÍË, ÔÓÒÚÓËÏ ÚË ÔÓÔ‡ÌÓ Í‡Ò‡˛˘ËÂÒfl ÓÍÛÊ-
ÌÓÒÚË Ò ˆÂÌÚ‡ÏË ‚ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÚÓ˜ÌÓ ‰‚Â ÌÂÔÂ-
ÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÓÍÛÊÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‰Îfl ‚ÒÂı ÚÂı ÓÍÛÊ-
ÌÓÒÚÂÈ. éÌË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌËÏ Ë Ì‡ÛÊÌ˚Ï ÍÛ„‡ÏË ëÓ‰‰Ë. àÌ‚ÂÒË‚ÌÓÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÍÛ„‡ÏË ëÓ‰‰Ë ‡‚ÌÓ 2cosh–12.

19.2. åÖíêàäà  çÄ  ñàîêéÇéâ  èãéëäéëíà

çËÊÂ ÔÂÂ˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ÏÂÚËÍË, ÍÓÚÓ˚Â ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÏ ÁÂÌËË
(ËÎË ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËË Ó·‡ÁÓ‚, ÒËÒÚÂÏ‡ı ÚÂıÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÁÂÌËfl Ó·ÓÚ‡, ˆËÙÓ‚ÓÈ
„ÂÓÏÂÚËË).

å‡¯ËÌÌÓÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ (ËÎË ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÂ) – ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �n,
Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó ˆËÙÓ‚˚Ï nD ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. é·˚˜ÌÓ ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú-
Òfl Ì‡ ˆËÙÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ËÎË ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ó·‡ÁÓ‚) �2 ËÎË ‚ ˆËÙÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Â (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ó·‡ÁÓ‚) �3. íÓ˜ÍË �n Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔËÍÒÂÎflÏË.
ñËÙÓ‚ÓÂ nD m-Í‚‡ÌÚÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ¯Í‡ÎËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

  

1

m
n� .

ñËÙÓ‚‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [RoPf68]) – Î˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ˆËÙÓ‚ÓÏ nD
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. é·˚˜ÌÓ ÓÌ‡ ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌ‡.

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË Ì‡ �n fl‚Îfl˛ÚÒfl l1- Ë l∞∞∞∞-ÏÂÚËÍË, ‡ Ú‡ÍÊÂ
l2-ÏÂÚËÍ‡, ÓÍÛ„ÎÂÌÌ˚Â ‰Ó ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ÒÔ‡‚‡ (ËÎË ÒÎÂ‚‡) ˆÂÎÓ„Ó. Ç Ó·˘ÂÏ
ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË Á‡‰‡Ú¸ ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ÒÓÒÂ‰ÌÂÈ ÔËÍÒÂÎfl, ÚÓ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸
Í‡Í ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ÔÓ¯‡„Ó‚˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ Ì‡ �2. ëÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ ÔÓÒÚÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ú.Â. ÔÓ-
ÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÒ, Í‡Ê‰ÓÏÛ ÚËÔÛ Ú‡ÍËı ‰‚ËÊÂÌËÈ. íÂÔÂ¸ ÏÌÓ„ËÂ ˆËÙÓ‚˚Â ÏÂÚ-
ËÍË ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Í‡Í ÏËÌËÏÛÏ (ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï ÔÛÚflÏ, Ú.Â. ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏ ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ) ÒÛÏÏ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÔÓÒÚ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ.

ç‡ Ô‡ÍÚËÍÂ ‚ÏÂÒÚÓ ÔÓÎÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó

  ( ) { , , , } .�m
n nm= … −0 1 1   ( )�m

2  Ë   ( )�m
3  Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ m-„ËÎÂÏ Ë m-

ÒÚÂÎÎ‡ÊÓÏ ÒÚÛÍÚÛÓÈ. ç‡Ë·ÓÎÂÂ ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË Ì‡  ( )�m
n

fl‚Îfl˛ÚÒfl ı˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ë ÏÂÚËÍ‡ ãË.

åÂÚËÍ‡ „Ë‰˚
åÂÚËÍÓÈ „Ë‰˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl l1-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n. l1-ÏÂÚËÍÛ Ì‡ �n ÏÓÊÌÓ ‡Ò-

ÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÂÚËÍÛ ÔÛÚË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó „‡Ù‡: ‰‚Â ÚÓ˜ÍË �n fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊ-
Ì˚ÏË, ÂÒÎË Ëı l1-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ. ÑÎfl �2 ‰‡ÌÌ˚È „‡Ù fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜ÌÓÈ
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„Ë‰ÓÈ (ÒÂÚÍÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÏÂÂÚ ÚÓ˜ÌÓ ˜ÂÚ˚Â ·ÎË-
Ê‡È¯Ëı ÒÓÒÂ‰‡ ‚ �2 ‰Îfl l1-ÏÂÚËÍË, ÚÓ ÂÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ 4-ÏÂÚËÍÓÈ .

ÑÎfl n = 2 ‰‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÊÂÌËÂÏ Ì‡ �2 ÏÂÚËÍË „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡-
Ú‡Î‡, ÍÓÚÓÛ˛ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ÏÂÚËÍÓÈ Ú‡ÍÒË, ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ËÎË ÏÂÚ-
ËÍÓÈ å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡.

åÂÚËÍ‡ Â¯ÂÚÍË
åÂÚËÍÓÈ Â¯ÂÚÍË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl l∞∞∞∞-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n. l∞-ÏÂÚËÍÛ Ì‡ �n ÏÓÊÌÓ ‡Ò-

ÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÂÚËÍÛ ÔÛÚË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó „‡Ù‡: ‰‚Â ÚÓ˜ÍË �n fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊ-
Ì˚ÏË, ÂÒÎË Ëı l∞-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ. ÑÎfl �2 ÒÏÂÊÌÓÒÚ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ıÓ‰Û
ÍÓÓÎfl, ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ¯‡ıÏ‡Ú, Ë Ú‡ÍÓÈ „‡Ù Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl l∞-„Ë‰ÓÈ, ‡ Ò‡Ï‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡-
Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÏÂÚËÍÓÈ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË, ÏÂÚËÍÓÈ ıÓ‰‡ ÍÓÓÎfl ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ
ÍÓÓÎfl. í‡Í Í‡Í Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÏÂÂÚ ÚÓ˜ÌÓ ‚ÓÒÂÏ¸ ·ÎËÊ‡È¯Ëı ÒÓÒÂ‰ÂÈ ‚ �2 ‰Îfl l∞-
ÏÂÚËÍË, ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ 8-ÏÂÚËÍÓÈ.

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÊÂÌËÂÏ Ì‡ �n ÏÂÚËÍË óÂ·˚¯Â‚‡, ÍÓÚÓÛ˛ Ú‡ÍÊÂ
Ì‡Á˚‚‡˛Ú sup ÏÂÚËÍÓÈ ËÎË ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

òÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
òÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 Ò Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÙÂÓÈ S1(x)

(Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ x ∈  �2), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Í‡Í S x S x x xl
1 1

1 21
1 1( ) ( ) {( , ),= ∪ − −  ( ,x1 1−

x2 1+ )} ‰Îfl ı ˜ÂÚÌÓ„Ó (Ú.Â. Ò ˜ÂÚÌ˚Ï x2) Ë Í‡Í S x S x x xl
1 1

1 21
1 1( ) ( ) {( , ),= ∪ + −  ( ,x1 1+

x2 1+ )} ‰Îfl ı ÌÂ˜ÂÚÌÓ„Ó (Ú.Â. Ò ÌÂ˜ÂÚÌ˚Ï x2). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Î˛·‡fl Â‰ËÌË˜Ì‡fl ÒÙÂ‡
S1(x) ÒÓ‰ÂÊËÚ ÚÓ˜ÌÓ ¯ÂÒÚ¸ ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ 6-ÏÂÚËÍÓÈ ([LuRo76]).

ÑÎfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2 ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì‡ Í‡Í

max | |, (| | ) ,u u u
x y

u2 2 2
2 2

1
1

2

1

2

1

2
+ + +





− +









−

1

2

1

2

1

22 2
2 2

1(| | ) .u u
x y

u− − +





+ +





+ 



„‰Â u1 = x1–y1 Ë u2 = x2–y2.
òÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Í‡Í ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË Ì‡ ¯ÂÒ-

ÚËÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ „Ë‰Â ÔÎÓÒÍÓÒÚË. Ç ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı (h1, h2) („‰Â h1- Ë h2-
ÓÒË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ Â·‡Ï „Ë‰˚) ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË (h1, h2)
Ë (i1, i2) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í | | | |,h i h i1 1 2 2− + −  ÂÒÎË ( )( ) ,h i h i1 1 2 2 0− − ≥  Ë Í‡Í

max | |, | | ,h i h i1 1 2 2− −{ }  ÂÒÎË ( ) ( ) .h i h i1 1 2 2 0− − ≤  á‰ÂÒ¸ ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚
(h1, h2) ÚÓ˜ÍË ı ÒÓÓÚÌÓÒflÚÒfl Ò Ëı ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚ÏË ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË

(x1, x2) Í‡Í h x
x

1 1
2

2
= − 




,  h2 = x2 ‰Îfl ı ˜ÂÚÌÓ„Ó Ë Í‡Í h x

x
1 1

2 1

2
− = − +




,  h2 = x2 ‰Îfl ı

ÌÂ˜ÂÚÌÓ„Ó.
òÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÛ˜¯ÂÈ, ˜ÂÏ l1-ÏÂÚËÍ‡  ËÎË l∞∞∞∞-ÏÂÚËÍ‡,

‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÂÈ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË.

åÂÚËÍ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡
ç‡ ˆËÙÓ‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË �2 ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚‡ ÚËÔ‡ ‰‚ËÊÂÌËÈ: ‰‚ËÊÂÌËÂ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó

Í‚‡Ú‡Î‡, „‰Â ‡ÁÂ¯ÂÌ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚Â ËÎË ‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì˚Â Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl,
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Ë ‰‚ËÊÂÌËÂ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË, „‰Â ‡ÁÂ¯‡˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÔÓ ‰Ë‡„ÓÌ‡ÎË.
àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ‰‚Ûı ˝ÚËı ÚËÔÓ‚ ‰‚ËÊÂÌËÈ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛
ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ B b b b l= …{ ( ), ( ), , ( )},1 2  „‰Â b i( ) { , }∈ 1 2  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï ÚËÔÓÏ ÒÓ-
ÒÂ‰ÒÚ‚‡: b(i) = 1 Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ó·˙ÂÍÚ‡ ‚ Ó‰ÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ (ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚Ó
„ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡Ú‡Î‡), ‡ b(i) = 2 Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ó·˙ÂÍÚ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ ‰‚Ûı ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú‡ı (ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚Ó ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË). èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ç ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÚËÔ ‰‚Ë-
ÊÂÌËfl, ÍÓÚÓÓÂ ·Û‰ÂÚ ÔËÏÂÌflÚ¸Òfl Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ˝Ú‡ÔÂ (ÒÏ. [Das90]).

åÂÚËÍ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ‰ÎËÌ‡
Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ı Ë y ∈  �2, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓ„Ó ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛
ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ Ç. ÖÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

max{ ( ), ( )},d u d uB B
1 2

„‰Â u x y1 1 1= − , u x y2 2 2= − , d u u uB
1

1 2( ) max{| |, | |},=  d u
u u g j

f lB
j

l
2 1 2

1

( )
| | | | ( )

( )
,= + +









=
∑

f ( ) ,0 0=  f i b j
j

i

( ) ( ),
=
∑

1

 1 ≤ ≤i l, g j f l f j( ) ( ) ( ) ,= − − −1 1  1 ≤ ≤j l.

ÑÎfl B = {1} ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍÛ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡Ú‡Î‡, ‰Îfl B = {2} ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚ-
ËÍÛ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË. ëÎÛ˜‡È B = {1, 2}, Ú.Â. ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚ÌÓÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ˝ÚËı
ÔÂÂ‰‚ËÊÂÌËÈ, ‰‡ÂÚ  ‚ÓÒ¸ÏËÛ„ÓÎ¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ (ÒÏ. [RoPf68]).

è‡‚ËÎ¸Ì˚È ‚˚·Ó Ç-ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÏÓÊÂÚ ÔÓ‰‚ÂÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Û˛
ÏÂÚËÍÛ ‚ÂÒ¸Ï‡ ·ÎËÁÍÓ Í Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÂ. éÌ‡ ‚ÒÂ„‰‡ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË, ÌÓ ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡Ú‡Î‡.

åÂÚËÍ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË  nD-ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡
åÂÚËÍÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË nD-ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û x Ë y ∈  �n, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓ„Ó ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚ¸˛ nD-ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ Ç (ÒÏ. [Faze99]).

îÓÏ‡Î¸ÌÓ ‰‚Â ÚÓ˜ÍË x, y ∈  �n Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl m-ÒÓÒÂ‰flÏË, 0 ≤ m ≤ n, ÂÒÎË

0 11≤ − ≤| | ,x yi  1 ≤ ≤i n,  Ë | | .x y mi i
i

n

− ≤
=
∑

1

 äÓÌÂ˜Ì‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ B b= { ( ),1

…, ( )},b l  b i n( ) { , , , }∈ …1 2 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛ nD-ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ Ò ÔÂËÓ-
‰ÓÏ l. ÑÎfl Î˛·˚ı x, y ∈  �n ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÚÓ˜ÂÍ x = x0, x1,…, xk = y, „‰Â xi Ë xi+1,
0 1≤ ≤ −i k  fl‚Îfl˛ÚÒfl r-ÒÓÒÂ‰flÏË, r = b((i mod l)+1), Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÛÚÂÏ ‰ÎËÌ˚ R ÓÚ ı
Í Û, Á‡‰‡ÌÌ˚Ï Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ç. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

max ( ) ( )
( )

( )
,

1
1

≤ ≤
=

⊂ = +







∑

i n
i i

j

l
i i

i

d u d u
a g j

f l

„‰Â u u u un= …( )| |, | |, , | |1 2  fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ÂÈ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÒÚ¸˛ | um |, um =

= −x ym m ,  m n= …1, , , Ú.Â. | | | |,u ui j≤  ÂÒÎË i < j; a ui
j

n i

j=
=

− +

∑
1

1

; b j b ji ( ) ( ),=  ÂÒÎË b j( ) <

< − +n i 2, Ë ‡‚ÌÓ n i− +1, , ËÌ‡˜Â; f j b ki
k

j

i( ) ( ),=
=
∑

1

 ÂÒÎË 1 ≤ ≤j l,  Ë ‡‚ÌÓ 0, ÂÒÎË

j = 0; g j f l f j j li i( ) ( ) ( ) , .= − − − ≤ ≤1 1 1 1
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åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÂÚËÍ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË 3D-ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡ Ó·‡ÁÛÂÚ ÔÓÎÌÛ˛ ‰ËÒÚË-
·ÛÚË‚ÌÛ˛ Â¯ÂÚÍÛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Ò‡‚ÌÂÌËfl. Ñ‡ÌÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡
Ë„‡ÂÚ ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÓ‚‡ÌËË Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË ˆËÙÓ‚˚ÏË ÏÂÚ-
ËÍ‡ÏË.

åÂÚËÍ‡, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ÔÛÚÂÏ
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ l∞-„Ë‰Û, Ú.Â. „‡Ù Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ �2, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‰‚Â ‚Â¯ËÌ˚

fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓÒÂ‰ÌËÏË, ÂÒÎË Ëı l∞-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ. èÛÒÚ¸ � – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸

ÔÛÚÂÈ ‚ l∞-„Ë‰Â, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı  x y, ∈ �2  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ Ó‰ËÌ
ÔÛÚ¸ ËÁ � ÏÂÊ‰Û ı Ë Û, Ë � ÂÒÎË ÒÓ‰ÂÊËÚ ÔÛÚ¸ Q, ÚÓ ÓÌ‡ Ú‡ÍÊÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ Í‡Ê‰˚È
ÔÛÚ¸, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÈÒfl ‚ Q. èÛÒÚ¸   d x y�( , ) – ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË ËÁ � ÏÂÊ‰Û ı Ë

y ∈  �2. ÖÒÎË d� fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �2, ÚÓ ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ, ÔÓÓÊ‰ÂÌ-
ÌÓÈ ÔÛÚÂÏ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Melt91]).

èÛÒÚ¸  G – Ó‰ÌÓ  ËÁ  ÏÌÓÊÂÒÚ‚ G1 = {  ,    },→ →  G2A = {  ,    },→ →  G2B = {  ,    },→ →
G2C = {   ,    },→ →

 G2D = {    ,    },→ →  G3A = {    ,    ,    },→→ →  G3B = {     ,    ,    },→ →→
G4A = {     ,    ,    },→→ →  G4B = {   ,    ,    },→→→  → → →G5 = {    ,   ,    ,    }.→  èÛÒÚ¸ �(G) – ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚Ó ÔÛÚÂÈ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÒÓ˜ÎÂÌÂÌËfl ÔÛÚÂÈ ‚ G Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı
ÔÛÚÂÈ ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı. ã˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ÔÛÚÂÏ,
ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÏÂÚËÍ d�(G). ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÙÓÏÛÎ˚:

1. 
  
d x y u uG�( ) ( , ) | | | |;

1 1 2= +

2.  d x y u u uG A�( ) ( , ) {| |, | |};
2

2 1 2 2= −

3. 
  
d x y u u uG B�( ) ( , ) max{| |, | |};

2
2 1 2 2= −

4. 
  
d x y u u uG C�( ) ( , ) max{| |, | |};

2
2 2 1 1= −

5. 
  
d x y u u uG D�( ) ( , ) max{| |, | |};

2
2 2 1 1= −

6. 
  
d x y u u u uG A�( ) ( , ) max{| |, | |, | |};

3 1 2 1 2= −

7. 
  
d x y u u u uG B�( ) ( , ) max{| |, | |, | |};

3 1 2 1 2= +

8.  d x y u u uG A�( ) ( , ) max | | | | / , | |;
4

2 2 01 2 2= −( ) { } +

9. 
  
d x y u u uG B�( ) ( , ) max | | | | / , | |;

4
2 2 02 1 1= −( ) { } +

10. 
  
d x y u uG�( ) ( , ) max{| |, | |};

5 1 2=

„‰Â u x y1 1 1= − ,  u x y2 2 2= − , ‡ ⋅ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÚÓÎÓ˜ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ: ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ‰ÂÈ-
ÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ı ˜ËÒÎÓ fl‚ÎflÂÚÒfl x  Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ˆÂÎ˚Ï ˜ËÒÎÓÏ, ÍÓÚÓÓÂ ·ÓÎ¸¯Â ËÎË
‡‚ÌÓ ı.

èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ËÁ G-ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ËÏÂ˛˘ËÂ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â
ˆËÙÓ‚˚Â ËÌ‰ÂÍÒ˚, fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜Ì˚ÏË. 

  
d G�( )1

 ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó

Í‚‡Ú‡Î‡, ‡ 
  
d G�( )5

 – ÏÂÚËÍ‡ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË.

åÂÚËÍ‡ ÍÓÌfl
åÂÚËÍÓÈ ÍÓÌfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ

ıÓ‰Ó‚, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÏÛ ÍÓÌ˛ ‰Îfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ËÁ ı ‚ �2.
ÖÂ Â‰ËÌË˜Ì‡fl ÒÙÂ‡ Sknight

1  Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÒÓ‰ÂÊËÚ Ó‚ÌÓ 8 ˆÂÎÓ-
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˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ {(±2, ±1), (±1, ±2)} Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì‡ Í‡Í S S Sl lknight ,1 3 2
1

= ∩
∞

„‰Â Sl1
3  ÂÒÚ¸ l1-ÒÙÂ‡ ‡‰ËÛÒ‡ 3 Ë Sl∞

2  ÂÒÚ¸ l∞-ÒÙÂ‡ ‡‰ËÛÒ‡ 2 Ë ˆÂÌÚÓÏ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ

ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ([DaCh88]).
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ‡‚ÌÓ 3, ÂÒÎË (M, m) = (1, 0), ‡‚ÌÓ 4, ÂÒÎË (M, m) = (2, 2), Ë

‡‚ÌÓ max , ( ) max , (mod ),
M M m

M m
M M m

2 3 2 3
2





+













+ + − 





+













 ËÌ‡˜Â, „‰Â M =

= max{| |, | |},u u1 2  m u u= min{| |, | |},1 2  u x y1 1 1= − ,  u x y2 2 2= − .

åÂÚËÍ‡ ÒÛÔÂ-ÍÓÌfl
èÛÒÚ¸ p, q ∈  �, ÔË˜ÂÏ p + q ˜ÂÚÌÓ Ë (p, q) = 1.
(p, q)-ÒÛÔÂ-ÍÓÌ¸ (ËÎË (p, q)-Ô˚„ÛÌ) ÂÒÚ¸ ÙË„Û‡ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ¯‡ıÏ‡Ú, ıÓ‰ ÍÓÚÓ-

ÓÈ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ Ô˚ÊÍ‡ Ì‡  ÍÎÂÚÓÍ ‚ Ó‰ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË Ë ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ÓÚÓ-
„ÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô˚ÊÍ‡ Ì‡ q ÍÎÂÚÓÍ ‚ Á‡‰‡ÌÌÛ˛ ÍÓÌÂ˜ÌÛ˛ ÍÎÂÚÍÛ. íÂÏËÌ˚ Ó·Ó·˘ÂÌ-
Ì˚ı ¯‡ıÏ‡Ú ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰Îfl (p, 1)-Ô˚„ÛÌ‡ Ò p = 0,1,2,3,4 (‚ËÁË¸, ÙÂÁ¸, Ó·˚˜Ì˚È
ÍÓÌ¸, ‚Â·Î˛‰, ÊË‡Ù) Ë ‰Îfl (p, 2)-Ô˚„ÛÌ‡ Ò p = 0,1,2,3 (‰‡··‡·‡, Ó·˚˜Ì˚È ÍÓÌ¸,
‡ÎÙËÎ, ÁÂ·‡).

åÂÚËÍ‡ (p, q)-ÒÛÔÂ-ÍÓÌfl (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ (p, q)-Ô˚„ÛÌ‡) – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ıÓ‰Ó‚, ÍÓÚÓÓÂ ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl (p, q)-ÒÛÔÂ-ÍÓÌ˛ ‰Îfl
ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ËÁ ı ‚ y  ∈  �2. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÂÂ Â‰ËÌË˜Ì‡fl ÒÙÂ‡ Sp q,

1  Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚
Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÒÓ‰ÂÊËÚ Ó‚ÌÓ 8 ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ {(±p, ±q), (±q, ±p)}
([DaMu90].)

åÂÚËÍ‡ ÍÓÌfl – ÏÂÚËÍ‡ (1,2)-ÒÛÔÂ-ÍÓÌfl. åÂÚËÍÛ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Í‚‡Ú‡Î‡ ÏÓÊÌÓ
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÂÚËÍÛ ‚ËÁËfl, Ú.Â. ÏÂÚËÍÛ (0,1)-ÒÛÔÂ-ÍÓÌfl.

åÂÚËÍ‡ Î‡‰¸Ë
åÂÚËÍÓÈ Î‡‰¸Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒ-

ÎÓ ıÓ‰Ó‚, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓÌ‡‰Ó·ËÚÒfl Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ Î‡‰¸Â ‰Îfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ËÁ x ‚
y ∈  �2. Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ËÏÂÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl {0,1,2} Ë ÒÓ‚Ô‡‰ÂÚ Ò ı˝ÏÏËÌ„Ó‚ÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �2.

åÂÚËÍ‡ ÒÍÛ„ÎÂÌËfl
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‰‚‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÎ‡ α, β Ò α  ≤ β < 2 Ë ‡ÒÒÏÓÚËÏ (α,β)-‚Á‚Â¯ÂÌ-

ÌÛ˛ l∞-„Ë‰Û ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Ú.Â. ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚È „‡Ù Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ �2, ‰‚Â ‚Â-
¯ËÌ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË, ÂÒÎË Ëı l∞-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ, ÔË˜ÂÏ
„ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚Â/‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì˚Â Ë ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚Â Â·‡ ËÏÂ˛Ú ‚ÂÒ‡ α Ë β ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

åÂÚËÍÓÈ ÒÍÛ„ÎÂÌËfl (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ (α, β)-ÒÍÛ„ÎÂÌËfl, ÒÏ. [Borg86]) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚËÍ‡ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË ‚ ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌÓÏ „‡ÙÂ. ÑÎfl Î˛·˚ı x, y ∈  �2 ÓÌ‡
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì‡ Í‡Í

β αm M m+ −( ),

„‰Â M u u m u u u x y u x y= = = − = −max{| |, | |},  min{| |, | |},   ,   .1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

ÖÒÎË ‚ÂÒ‡ α Ë β ‡‚Ì˚ Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ‰ÎËÌ‡Ï 1, 2  „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚ı/‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì˚ı
Ë ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı Â·Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Â‚ÍÎË‰Ó‚Û ‰ÎËÌÛ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó
ÔÛÚË ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍË ÏÂÊ‰Û ı Ë Û. ÖÒÎË α = β = 1, ÚÓ ËÏÂÂÏ ÏÂÚËÍÛ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ
‰ÓÒÍË. åÂÚËÍ‡ (3, 4)-ÒÍÛ„ÎÂÌËfl Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ‡·ÓÚ˚ Ò ˆËÙ-
Ó‚˚ÏË Ó·‡Á‡ÏË; ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓ (3, 4)-ÏÂÚËÍÓÈ.
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åÂÚËÍ‡ 3D-ÒÍÛ„ÎÂÌËfl – ÏÂÚËÍ‡ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË „‡Ù‡ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â-
¯ËÌ �3 ‚ÓÍÒÂÎÂÈ, ‰‚‡ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË, ÂÒÎË Ëı l∞-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ
Â‰ËÌËˆÂ, ÔË˜ÂÏ ‚ÂÒ‡ α, β Ë γ Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË ÓÚ 6 „‡ÌÂ‚˚ı
ÒÓÒÂ‰ÂÈ, 12 Â·ÂÌ˚ı ÒÓÒÂ‰ÂÈ Ë 8 Û„ÎÓ‚˚ı ÒÓÒÂ‰ÂÈ.

åÂÚËÍ‡ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÛ˛ l∞-„Ë‰Û, Ú.Â. „‡Ù Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ �2, ‰‚Â ËÁ

ÍÓÚÓ˚ı fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÏÂÊÌ˚ÏË, ÂÒÎË Ëı l∞-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡‚ÌÓ Â‰ËÌËˆÂ, Ë Í‡Ê‰ÓÂ
Â·Ó ËÏÂÂÚ Á‡‰‡ÌÌ˚È ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÒ (ËÎË ˆÂÌÛ). é·˚˜Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‚Á‚Â¯ÂÌ-
ÌÓ„Ó ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔËÍÒÂÎflÏË fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ˆÂÌÓÈ ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Â„Ó Ëı
ÔÛÚË. åÂÚËÍÓÈ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó ‡ÁÂÁ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔËÍÒÂÎflÏË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏËÌË-
Ï‡Î¸Ì‡fl ˆÂÌ‡ (ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÒÂÈ˜‡Ò Í‡Í ÒÛÏÏ‡ ˆÂÌ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÏ˚ı Â·Â) ‡ÁÂÁ‡,
Ú.Â. ÍË‚ÓÈ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ Ëı Ë Ó·ıÓ‰fl˘ÂÈ ÔËÍÒÂÎË.

åÂÚËÍ‡ ˆËÙÓ‚Ó„Ó Ó·˙ÂÏ‡
åÂÚËÍÓÈ ˆËÙÓ‚Ó„Ó Ó·˙ÂÏ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ä ‚ÒÂı Ó„‡ÌË-

˜ÂÌÌ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ (ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ ËÎË Ó·‡ÁÓ‚) ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �2 (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â
�n), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

vol( ),A B∆

„‰Â vol(A) = |A|, Ú.Â. ˜ËÒÎÓ ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËıÒfl ‚ Ä ÔËÍÒÂÎÂÈ, Ë A∆B – ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl
‡ÁÌÓÒÚ¸ ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç.

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ˆËÙÓ‚ÓÈ ‡Ì‡ÎÓ„ ÏÂÚËÍË çËÍÓ‰ËÏ‡.

òÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì‡fl ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
òÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì‡fl ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı Ó„‡ÌË-

˜ÂÌÌ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ (ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ ËÎË Ó·‡ÁÓ‚) ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ „Ë‰˚ Ì‡ ÔÎÓÒ-
ÍÓÒÚË, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

inf{ , : ,  }p q A B qH D A pH⊂ + ⊂ +

‰Îfl Î˛·˚ı ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ Ä Ë Ç , „‰Â ç – Ô‡‚ËÎ¸Ì˚È ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ‡ÁÏÂ‡ 
(Ú.Â. Ò  p + 1 ÔËÍÒÂÎÂÏ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ Â·Â) Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÈ
Ò‚Ó˛ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸, Ë + fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÓÊÂÌËÂÏ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó: A B y y x A+ = + ∈{ : ,
y B∈ } (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ èÓÏÔÂÈ˛–ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡–ÅÎfl¯ÍÂ, „Î. 9). ÖÒÎË Ä fl‚ÎflÂÚÒfl ÔËÍÒÂ-
ÎÂÏ ı, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë Ç ‡‚ÌÓ sup ( , ),y B d x y∈ 6  „‰Â d6 – ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì‡fl ÏÂÚ-
ËÍ‡, Ú.Â. ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË Ì‡ ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ „Ë‰Â.
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ÑÎfl ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ó·˙ÂÍÚÓ‚ Ai ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â S ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚
ÇÓÓÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‡Á·ËÂÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ S Ì‡ Ó·Î‡ÒÚË ÇÓÓÌÓ„Ó
V(Ai) Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ V(Ai) ÒÓ‰ÂÊ‡ÎË ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË S, ÍÓÚÓ˚Â ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚
"·ÎËÊÂ" Í Ai, ˜ÂÏ Í Î˛·ÓÏÛ ‰Û„ÓÏÛ Ó·˙ÂÍÚÛ Aj ËÁ Ä.

ÑÎfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ P p p kk= … ≥{ , , },  ,1 2  ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ (ÔÓÓÊ-
‰‡˛˘Ëı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚), ËÎË „ÂÌÂ‡ÚÓÓ‚ ËÁ �n, n ≥ 2, ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚È ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ
ÇÓÓÌÓ„Ó V(pi), Ò‚flÁ‡ÌÌ˚È Ò ÔÓÓÊ‰‡˛˘ËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ pi, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

V p x d x p d x pi
n

E i E j( ) { : ( , ) ( , )= ∈ ≤�  ‰Îfl Î˛·Ó„Ó j ≠ i},

„‰Â dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó

  V P d V p V pE
n

k( , , ) { ( ), , ( )}� = …1

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl n-ÏÂÌÓÈ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏÓÈ ÇÓÓÌÓ„Ó, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏÓÈ ê . É‡-
ÌËˆ˚ (n-ÏÂÌ˚ı) ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ((n–1)-ÏÂÌ˚ÏË) „‡ÌflÏË
ÇÓÓÌÓ„Ó, „‡ÌËˆ˚ „‡ÌÂÈ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl (n–2)-ÏÂÌ˚ÏË „‡ÌflÏË ÇÓÓ-
ÌÓ„Ó, …, „‡ÌËˆ˚ ‰‚ÛÏÂÌ˚ı „‡ÌÂÈ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Â·‡ÏË ÇÓÓÌÓ„Ó, „‡-
ÌËˆ˚ Â·Â – ‚Â¯ËÌ‡ÏË ÇÓÓÌÓ„Ó.

é·Ó·˘ÂÌËÂ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÚÂı
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı:

1. é·Ó·˘ÂÌËÂ ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A A Ak= …{ , , },1  ÍÓÚÓÓÂ ÏÓ-
ÊÂÚ ·˚Ú¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÔflÏ˚ı, ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Ó·Î‡ÒÚÂÈ Ë Ú.Ô.

2. é·Ó·˘ÂÌËÂ ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ S, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÙÂÓÈ (ÒÙÂË-
˜ÂÒÍ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó), ˆËÎËÌ‰ÓÏ (ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó),
ÍÓÌÛÒÓÏ (ÍÓÌË˜ÂÒÍ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó), ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ‡ (‰Ë‡-
„‡ÏÏ‡ ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó) Ë Ú.Ô.

3. é·Ó·˘ÂÌËÂ ‚ ÒÏ˚ÒÎÂ ÙÛÌÍˆËË d, „‰Â d(x, A) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÓÈ "‡ÒÒÚÓflÌËfl" ÓÚ
ÚÓ˜ÍË x ∈  S ‰Ó ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ Ai ∈  A.

í‡Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ËÏ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂÏ ÇÓÓÌÓ„Ó (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÇÓÓÌÓ„Ó, V-‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ) Ë ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸
ÏÌÓ„Ó ‰Û„Ëı ÙÛÌÍˆËÈ, ÍÓÏÂ Ó·˚˜ÌÓÈ ÏÂÚËÍË Ì‡ S. ÖÒÎË F  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ-
‡ÒÚ‡˛˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ V-‡ÒÒÚÓflÌËfl d, Ú.Â. F d x A F d x Ai j( ( , )) ( ( , ))≤  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d x A d x Ai j( , ) ( , ),≤  ÚÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V A F d S( , ( ), ) Ë
V A d S( , , ) ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ë „Ó‚ÓflÚ, ˜ÚÓ V-‡ÒÒÚÓflÌËÂ F(d) fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÌÒÙÓÏËÛÂÏ˚Ï
‚ V-‡ÒÒÚÓflÌËÂ d, Ë ˜ÚÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó V A F d S( , ( ), ) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Ï Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V A d S( , , ).  Ç
ÔËÎÓÊÂÌËflı ‰Îfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌËfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó
V P d n( , , )�  ˜‡ÒÚÓ ÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍËÏ
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ë ÒÚÂÔÂÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ‰Ë‡„‡ÏÏ˚
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ÇÓÓÌÓ„Ó   V P d n( , , ),�  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ V-‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ
fl‚Îfl˛ÚÒfl Ú‡ÌÒÙÓÏËÛÂÏ˚ÏË Í Â‚ÍÎË‰Ó‚Û ‡ÒÒÚÓflÌË˛ dE: ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ
‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó, ‡‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó
Ë Ú.Ô.

ÑÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â Ò‚Â‰ÂÌËfl ÔÓ ˝ÚÓÈ ÚÂÏ‡ÚËÍÂ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚ [OBS92], [Klei89].

20.1. äãÄëëàóÖëäàÖ  êÄëëíéüçàü  ÇéêéçéÉé

ùÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ùÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó

D x pi
d x pE i

exp
( , )( , ) e=

‰Îfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌËfl 
  
V P D n( , , )exp �  ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó

V P dE
n( , , ),�  „‰Â dE – Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ãÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ãÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ  – ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó

D x p d x pi E iln ( , ) ln ( , )=

‰Îfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌËfl V P D n( , , )ln �  ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó

V P dE
n( , , ),�  „‰Â dE – Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ëÚÂÔÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ëÚÂÔÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó

D x p d x pi E iα
α α( , ) ( , ) ,  ,= > 0

‰Îfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌËfl V P D n( , , )α �  ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V P( ,

  dE
n, ),�  „‰Â dE – Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

åÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
åÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ dMW – ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓ-

ÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V P dMW
n( , , )�  (ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â-

¯ÂÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x p
w

d x pMW i
i

E i( , ) ( , )= 1

‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË   x
n∈ �  Ë Î˛·Ó„Ó ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ p P p pi i k∈ = …{ , , },

k ≥ 2,  „‰Â w w w wi i k∈ = …{ , , } – Á‡‰‡ÌÌ˚È ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚Ì˚È ‚ÂÒ
ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ pi Ë dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ÑÎfl �2 ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÛ„Ó-
‚ÓÈ ÛÔ‡ÍÓ‚ÒÍÓÈ ÑËËıÎÂ. êÂ·ÓÏ ˝ÚÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰Û„‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ËÎË
ÔflÏ‡fl.

Ç ÔÎÓÒÍÓÒÚË �2 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡Ï-
Ï˚ ÇÓÓÌÓ„Ó, ÍËÒÚ‡ÎÎË˜ÂÒÍ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó, Ò ÚÂÏ ÊÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ
‡ÒÒÚÓflÌËfl („‰Â wi – ÒÍÓÓÒÚ¸ ÓÒÚ‡ ÍËÒÚ‡ÎÎ‡ pi), ÌÓ ÓÚÎË˜‡˛˘ËÏÒfl ‡Á·ËÂ-



292 ó‡ÒÚ¸ V. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÈ ÒÙÂÂ

ÌËÂÏ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÍËÒÚ‡ÎÎ˚ ÏÓ„ÛÚ ‡ÒÚË ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â.

Ä‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ä‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ dMW ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó

Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó  V P dAW
n( , , )�  (‡‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡Ï-

Ï‡ ÇÓÓÌÓ„Ó), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x p d x p wAW i E i i( , ) ( , )= −

‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  �n Ë Î˛·Ó„Ó ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ p P p pi i k∈ = …{ , , }, ,
k ≥ 2,  „‰Â w w w wi i k∈ = …{ , , } – Á‡‰‡ÌÌ˚È ‡‰‰ËÚË‚Ì˚È ‚ÂÒ ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡
pi, Ë dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ÑÎfl �2 ‡‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ
ÛÔ‡ÍÓ‚ÍÓÈ ÑËËıÎÂ. êÂ·ÓÏ ˝ÚÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰Û„‡ „ËÔÂ·ÓÎ˚ ËÎË ÓÚÂÁÓÍ
ÔflÏÓÈ.

Ä‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ÒÚÂÔÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
Ä‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ÒÚÂÔÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ dPW – ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V P dPW
n( , , )�  (‡‰‰ËÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌ‡fl

ÒÚÂÔÂÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x p d x p wPW i E i i( , ) ( , )= −2

‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  �n Ë Î˛·Ó„Ó ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ p P p pi i k∈ = …{ , , },
k ≥ 2,  „‰Â w w w wi i k∈ = …{ , , } – Á‡‰‡ÌÌ˚È ‡‰‰ËÚË‚Ì˚È ‚ÂÒ ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌ-
Ú‡, pi, Ë dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ùÚ‡ ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÍÛ„Ó‚ ÇÓÓÌÓ„Ó ËÎË
‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó Ò „ÂÓÏÂÚËÂÈ ã‡„Â‡ .

åÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ÒÚÂÔÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d x p
w

d x pMPW i
i

E i( , ) ( , ),= 1 2

wi > 0, Ú‡ÌÒÙÓÏËÛÂÚÒfl ‚ ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ë ‰‡ÂÚ ÚË-
‚Ë‡Î¸ÌÓÂ ‡Ò¯ËÂÌËÂ ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó.

äÓÏ·ËÌËÓ‚‡ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
äÓÏ·ËÌËÓ‚‡ÌÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ dCW Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡Ò-

ÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó  V P dCW
n( , , )�  (ÍÓÏ·ËÌËÓ‚‡Ì-

ÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

  
d x p

w
d x pCW i

i
E i i( , ) ( , )= −1

v

‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  �n Ë Î˛·Ó„Ó ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ p P p pi i k∈ = …{ , , },
k ≥ 2,  „‰Â w w w wi i k∈ = …{ , , } – Á‡‰‡ÌÌ˚È ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚Ì˚È ‚ÂÒ
ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ pi,   v v v vi i k∈ = …{ , , }  – Á‡‰‡ÌÌ˚È ‡‰‰ËÚË‚Ì˚È ‚ÂÒ
ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ pi, Ë dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

êÂ·ÓÏ ‰‚ÛÏÂÌÓÈ ÍÓÏ·ËÌËÓ‚‡ÌÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl
˜‡ÒÚ¸ ÍË‚ÓÈ ˜ÂÚ‚ÂÚÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ‰Û„‡, ‰Û„‡ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ËÎË
ÔflÏ‡fl.
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20.2. êÄëëíéüçàü  ÇéêéçéÉé  çÄ  èãéëäéëíà

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË Ò ÔÂÔflÚÒÚ‚ËflÏË
èÛÒÚ¸ � = {O1,…,Om} – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸-

ÌËÍÓ‚ Ì‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl ÒÓ·ÓÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÈ,
ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÔÓÁ‡˜Ì˚ÏË Ë ÌÂÔÂÓ‰ÓÎËÏ˚ÏË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË Ò ÔÂÔflÚÒÚ‚ËflÏË dsp Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó   V P dsp( , , \ { })�2 �  (‰Ë‡-
„‡ÏÏ˚ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË ÇÓÓÌÓ„Ó Ò ÔÂÔflÚÒÚ‚ËflÏË), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‰Îfl Î˛-
·˚ı x, y ∈  �2\{�} Í‡Í ‰ÎËÌ‡ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ËÁ ‚ÒÂı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÔÛÚÂÈ,
ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı  Ë Û Ë ÔË ˝ÚÓÏ Ó·ıÓ‰fl˘Ëı ÔÂÔflÚÒÚ‚Ëfl Oi\∂Oi (ÔÛÚ¸ ÏÓÊÂÚ
ÔÓıÓ‰ËÚ¸ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË Ì‡ „‡ÌËˆÂ Oi ÔÂÔflÚÒÚ‚Ëfl Oi), i = 1,…,m.

ä‡Ú˜‡È¯ËÈ ÔÛÚ¸ ÒÚÓËÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË Ë „‡Ù‡
‚Ë‰ËÏÓÒÚË ‰Ë‡„‡ÏÏ˚     V P dsp( , , \ { }).�2 �

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚Ë‰ËÏÓ„Ó Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË
èÛÒÚ¸ � = {O1,…,Om} – ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÓÚÂÁÍÓ‚

Ol = = [al, bl] Ì‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, P = {p1,…,pk}, k ≥ 2  – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÓÊ‰‡˛-
˘Ëı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚,

VIS p x x p a bi i l l( ) { : [ , ] , /= ∈ ∩ ] [ =�2 0 ‰Îfl ‚ÒÂı l = 1,…,m}

– ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË Ó·‡ÁÛ˛˘Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ pi, ‡ dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó
‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‚Ë‰ËÏÓ„Ó Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË dvsp Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó     V P dvsp( , , \ { })�2 �  (‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ‚Ë-
‰ËÏÓ„Ó Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË ÇÓÓÌÓ„Ó Ò ÔÂÔflÚÒÚ‚ËflÏË), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

 
d x p

d x p x VIS p
vsp i

E i i( , )
( , ),  ( ),

      ,        
=

∈
∞





ÂÒÎË  

ËÌ‡˜Â.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂÚË
ëÂÚ¸ Ì‡ �2 ÂÒÚ¸ Ò‚flÁÌ˚È ÔÎÓÒÍËÈ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ „‡Ù G = (V, E) Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ

V ‚Â¯ËÌ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ E Â·Â.
èÛÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó P p pi k= …( , , )  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚‡ V p pl= …( , , )1  ‚Â¯ËÌ „‡Ù‡ G  Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó L Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı
ÚÓ˜ÂÍ Â·Â „‡Ù‡ G.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂÚË dnetv Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â V ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó
‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó ÛÁÎÓ‚ ÒÂÚË V P d V( , , ),netv  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í Í‡Ú˜‡È¯ËÈ ÔÛÚ¸
‚‰ÓÎ¸ Â·Â „‡Ù‡ G ÓÚ pi ∈  V ‰Ó pj ∈  V. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË
„‡Ù‡ G, „‰Â we – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‰ÎËÌ‡ Â·‡ e ∈  E.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÂÚË dnetv Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â L ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚
ÇÓÓÌÓ„Ó Â·Â ÒÂÚË V P d L( , , ),netl , ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í Í‡Ú˜‡È¯ËÈ ÔÛÚ¸ ‚‰ÓÎ¸ Â·Â
ÓÚ x ∈  L ‰Ó y ∈  L.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ÓÒÚÛÔ‡ Í ÒÂÚË daccnet Ì‡ �2 ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó
‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Î‡ÒÚË ÒÂÚË  V P d( , , ),accnet �2  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x y d l x l y d x d yaccnet netl acc acc( , ) ( ( ), ( )) ( ) ( ),= + +
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„‰Â d x d x l d x l xl L Eacc ( ) min ( , ) ( , ( ))= =∈  – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰ÓÒÚÛÔ‡ ÚÓ˜ÍË ı. àÏÂÌÌÓ,
dacc(x) ÂÒÚ¸ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ı ‰Ó ÚÓ˜ÍË ‰ÓÒÚÛÔ‡ l(x) ∈  L ‰Îfl ı, ÍÓÚÓ‡fl
fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÎËÊ‡È¯ÂÈ Í ı ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡ Â·‡ı „‡Ù‡ G.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ÓÁ‰Û¯Ì˚ı ÔÂÂ‚ÓÁÓÍ
ëÂÚ¸ ‡˝ÓÔÓÚÓ‚ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ÔÎÓÒÍËÈ „‡Ù G Ì‡ n ‚Â¯ËÌ‡ı (‡˝ÓÔÓÚ‡ı) Ò

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‚ÂÒ‡ÏË Â·Â (‚ÂÏfl ÔÓÎÂÚ‡). ÇıÓ‰ Ë ‚˚ıÓ‰ ËÁ „‡Ù‡ ‰ÓÔÛÒ-
Í‡˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ˜ÂÂÁ ‡˝ÓÔÓÚ˚. èÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ ÔÓ ÒÂÚË ‚ÌÛÚË „‡Ù‡ G ÓÒÛ˘ÂÒÚ-
‚ÎflÂÚÒfl Ò Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v > 1. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ‚ÌÂ ÒÂÚË ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò Â‰ËÌË˜-
ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ó·˚˜ÌÓÈ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ÓÁ‰Û¯Ì˚ı ÔÂÂ‚ÓÁÓÍ dal ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó
‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ‚ÓÁ‰Û¯Ì˚ı ÔÂÂ‚ÓÁÓÍ ÇÓÓÌÓ„Ó  V P d( , , ),al �2 , ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í ‚ÂÏfl,
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl ·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ÔË Ì‡ÎË˜ËË ÒÂÚË ‡˝ÓÔÓÚÓ‚ G,
Ú.Â. ÔÛÚË, ÏËÌËÁËÛ˛˘Â„Ó ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÔÛÚÂ¯ÂÒÚ‚Ëfl ÏÂÊ‰Û ı Ë Û.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ÓÓ‰‡
ëÂÚ¸ „ÓÓ‰ÒÍÓ„Ó Ó·˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Ú‡ÌÒÔÓÚ‡, Ì‡ÔËÏÂ ÏÂÚÓ ËÎË ‡‚ÚÓ·ÛÒ-

Ì˚Â ÔÂÂ‚ÓÁÍË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÔÎÓÒÍËÈ „‡Ù G Ò „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË ËÎË
‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì˚ÏË Â·‡ÏË. G ÏÓÊÂÚ ÒÓÒÚÓflÚ¸ ËÁ ÏÌÓ„Ëı Ò‚flÁÌ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ Ë
ÒÓ‰ÂÊ‡Ú¸ ˆËÍÎ˚. ä‡Ê‰˚È ÏÓÊÂÚ ‚ÓÈÚË ‚ G ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ, ·Û‰¸ ÚÓ ‚Â¯ËÌ‡ ËÎË
Â·Ó (‚ÓÁÏÓÊÌÓ Ì‡ÁÌ‡˜ËÚ¸ Ú‡ÍÊÂ Ë ÒÚÓ„Ó ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË ‚ıÓ‰‡). ÇÌÛÚË
G ‰‚ËÊÂÌËÂ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v > 1 ‚ Ó‰ÌÓÏ ËÁ ‰ÓÒÚÛÔÌ˚ı
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ‚ÌÂ ÒÂÚË ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl Ò Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÚËÍË å‡Ìı˝ÚÚÂÌ‡ (‚ Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓ‰‡ÁÛÏÂ‚‡ÂÚÒfl ÍÛÔÌ˚È ÒÓ‚Â-
ÏÂÌÌ˚È „ÓÓ‰ Ò ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÔÎ‡ÌËÓ‚ÍÓÈ ÛÎËˆ ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ ÒÂ‚Â–˛„ Ë
‚ÓÒÚÓÍ–Á‡Ô‡‰).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ „ÓÓ‰‡ dcity Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Ë‡-
„‡ÏÏ˚ „ÓÓ‰‡ ÇÓÓÌÓ„Ó 

  
V P d( , , ),city �2  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í ‚ÂÏfl, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl

·˚ÒÚÂÈ¯Â„Ó ÔÛÚË ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ‚ ÛÒÎÓ‚Ëflı ÒÂÚË G, Ú.Â. ÔÛÚË. ÏËÌËÎËÁËÛ˛˘Â„Ó
ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÔÛÚÂ¯ÂÒÚ‚Ëfl ÏÂÊ‰Û ı Ë Û.

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó P p pk= …( , , ),1  k ≥ 2  ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÌÂÍËı
„ÓÓ‰ÒÍËı Û˜ÂÊ‰ÂÌËÈ (Ì‡ÔËÏÂ, ÔÓ˜ÚÓ‚˚ı ÓÚ‰ÂÎÂÌËÈ ËÎË ·ÓÎ¸ÌËˆ): ‰Îfl ÏÌÓ„Ëı
Î˛‰ÂÈ Û˜ÂÊ‰ÂÌËfl Ó‰ÌÓ„Ó Ë ÚÓ„Ó ÊÂ ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ Ë ÔÂ‰ÔÓ˜-
ÚËÚÂÎ¸Ì˚Ï fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓ, ‰Ó ÍÓÚÓÓ„Ó ·˚ÒÚÂÂ ‰Ó·‡Ú¸Òfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÂÍÂ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡ ÂÍÂ driv Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·-

˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó   V P d( , , )riv �2  (‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡ ÂÍÂ), ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x y
x y x y x y

riv ( , )
( ) ( ) ( )( )

( )
,=

− − + − + − −
−

α α
α

1 1 1 1
2 2

2 2
2

2

1

1v

„‰Â v – ÒÍÓÓÒÚ¸ ÎÓ‰ÍË ‚ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ‚Ó‰Â, w > 0 – ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÓÒÚÓflÌÌÓ„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ‚

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË x1-ÓÒË Ë α α= < <w

v
( )0 1  – ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸

ÔÓÚÓÍ‡.
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êêêê‡‡‡‡ÒÒÒÒÒÒÒÒÚÚÚÚÓÓÓÓflflflflÌÌÌÌËËËËÂÂÂÂ    ÔÔÔÔ‡‡‡‡ÛÛÛÛÒÒÒÒÌÌÌÌÓÓÓÓÈÈÈÈ    ÎÎÎÎÓÓÓÓ‰‰‰‰ÍÍÍÍËËËË

èÛÒÚ¸   Ω ⊂ �2  – Ó·Î‡ÒÚ¸ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸), ÔÛÒÚ¸   f : Ω → �2  –
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÎÂ Ì‡ Ω, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÂ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÓÚÓÍ‡ ‚Ó‰˚ (ÔÓÎÂ-
ÔÓÚÓÍ‡); ÔÛÒÚ¸ P p pk= … ⊂( , , ) ,1 Ω  k ≥ 2  – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó k ÚÓ˜ÂÍ ‚ Ω („‡‚‡ÌË).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ô‡ÛÒÌËÍ‡ ([NiSu03]) dbs Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V(P, dbs, Ω) (‰Ë‡„‡ÏÏ‡ Ô‡ÛÒÌËÍ‡
ÇÓÓÌÓ„Ó), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x y x ybs ( , ) inf ( , , )=
γ

δ γ

‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  Ω, „‰Â δ γ γ
γ

γ( , , )
( )

( )
( ( ))x y F

s

s
f s ds= ′

′
+∫

−

0

1 1

 – ‚ÂÏfl, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl

ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ Ô‡ÛÒÌËÍ Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ F Ì‡ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ ‚Ó‰Â ÔÂÂ-
ÏÂÒÚËÎÒfl ËÁ ı ‚ Û ‚‰ÓÎ¸ ÍË‚ÓÈ γ :{ , } ,0 1 → Ω  γ( ) ,0 = x  γ( ) ,1 = y  ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ
‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï ÍË‚˚Ï γ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ‰ÒÏ‡ÚË‚‡˛˘Â„Ó

èÛÒÚ¸   S x x x= ∈ >{( , ) : }1 2
2

1 0�  – ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ‚ �2, ÔÛÒÚ¸ P p pk= …( , , ),1

k ≥ 2,  – ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÚÓ˜ÂÍ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËıÒfl ‚ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË  {( , ) : },x x x1 2
2

1 0∈ <�

Ë ÔÛÒÚ¸ ÓÍÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ËÌÚÂ‚‡Î a b,] [  Ò a = (0,1) Ë b = (0, –1).
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓ‰ÒÏ‡ÚË‚‡˛˘Â„Ó dpee ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó

Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V P d S( , , )pee  (‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÔÓ‰ÒÏ‡ÚË‚‡˛˘Â„Ó
ÇÓÓÌÓ„Ó), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

  
d x p

d x p x p a b
i

E i
pee ( , )

( , )    [ , ] , / ,

       ,      
=

∩ ] [ ≠
∞





ÂÒÎË

ËÌ‡˜Â,

0

„‰Â dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÌÂ„ÓıÓ‰‡

èÛÒÚ¸ Ω ⊂ �2  – Ó·Î‡ÒÚ¸ Ì‡ x1x2-ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �3  (‰‚ÛÏÂÌÓÂ ÓÚÓ·‡-
ÊÂÌËÂ) Ë   Ω Ω* {( , ( )) : ( ( ), ( )) , ( ) }= = ∈ ∈q h q q x q x q h q1 2 �  – ÚÂıÏÂÌ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸
ÁÂÏÎË, ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌ‡fl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌË˛ Ω. èÛÒÚ¸ P p pk= … ⊂{ , , } ,1 Ω
k ≥ 2  – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó k ÚÓ˜ÂÍ ‚ Ω (ÒÚÓflÌÍË ÒÌÂ„ÓıÓ‰Ó‚).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÌÂ„ÓıÓ‰‡ dsm Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó
Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V P dsm( , , )Ω  (‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÒÌÂ„ÓıÓ‰‡ ÇÓÓÌÓ„Ó),
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d q r
F

dh s

ds

dssm ( , ) inf
( ( ))

=
−





∫γ
γ α γ

1

1

‰Îfl Î˛·˚ı q,r ∈  Ω Ë ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ÂÂ ‡ÒÒ˜ËÚ‡Ú¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‚ÂÏfl ‰Îfl
ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÒÌÂ„ÓıÓ‰‡ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ F Ì‡ Ó‚ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ËÁ (q,h(q)) ‚ (r,h(r))
ÔÓ Ï‡¯ÛÚÛ γ γ γ γ* *: ( ) ( ( ), ( ( ))),s s h s=  ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ Ò ÔÛÚÂÏ ÔÓ Ó·Î‡ÒÚË
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γ : [ , ] ,0 1 → Ω  γ( ) ,0 = q  γ( )1 = r  (ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï ÔÛÚflÏ γ,
‡ α  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ).

ëÌÂ„ÓıÓ‰ ‰‚ËÊÂÚÒfl ‚‚Âı, ‚ „ÓÛ, ÏÂ‰ÎÂÌÌÂÂ, ˜ÂÏ ‚ÌËÁ, ÔÓ‰ „ÓÛ. ÑÎfl ÎÂÒÌÓ„Ó
ÔÓÊ‡‡ ı‡‡ÍÚÂÌÓ Ó·‡ÚÌÓÂ: ÙÓÌÚ Ó„Ìfl ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚÒfl ·˚ÒÚÂÂ ‚‚Âı Ë ÏÂ‰ÎÂÌ-
ÌÂÂ ‚ÌËÁ. Ñ‡ÌÌÛ˛ ÒËÚÛ‡ˆË˛ ÏÓÊÌÓ ÒÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡Ú¸ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸-
ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl α. èÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÎÂÒÌÓ„Ó ÔÓÊ‡‡
Ë ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰Ë‡„‡ÏÏÓÈ ÎÂÒÌÓ„Ó ÔÓÊ‡‡ ÇÓ-
ÓÌÓ„Ó.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËfl
èÛÒÚ¸ í – Ì‡ÍÎÓÌÌ‡fl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ‚ �

3, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ‚‡˘ÂÌËfl x1x2-

ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚ÓÍÛ„ x1-ÓÒË Ì‡ Û„ÓÎ α , 0
2

< <α π
, Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl

ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ„Ó ‚‡˘ÂÌËfl ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ x1x2-ÔÎÓÒ-
ÍÓÒÚË. ÑÎfl ÚÓ˜ÍË q T q x q x q∈ =,  ( ( ), ( ))1 2  ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ‚˚ÒÓÚÛ h(q) Í‡Í ÂÂ x3-ÍÓÓ-
‰ËÌ‡ÚÛ ‚ �3. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, h q x q( ) ( ) sin .= ⋅2 α  èÛÒÚ¸ P p p Tk= … ⊂{ , , } ,1  k ≥ 2.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËfl ([AACL98]) dskew Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V P d T( , , )skew  (‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËfl
ÇÓÓÌÓ„Ó), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d q r d q r h r h q d q r x r x qE Eskew ( , ) ( , ) ( ( ) ( )) ( , ) sin ( ( ) ( )),= + − = + −α 2 2

ËÎË, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â,

d q r d q r k x r x qEskew ( , ) ( , ) ( ( ) ( ))= + −2 2

‰Îfl ‚ÒÂı q,r ∈  T, „‰Â dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ‡ k ≥ 0 – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡.

20.3. ÑêìÉàÖ  êÄëëíéüçàü  ÇéêéçéÉé

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl ÓÚÂÁÍÓ‚
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl (ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡) ÓÚÂÁÍÓ‚  dsl ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓfl-

ÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V A dls( , , )�2  (ÎËÌÂÈÌ‡fl ‰Ë‡„‡ÏÏ‡
ÇÓÓÌÓ„Ó, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ÓÚÂÁÍ‡ÏË), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x A d x ysl i
y A

E
i

( , ) inf ( , ),=
∈

„‰Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÓÊ‰‡˛˘Ëı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ A A Ak= …{ , , },1  k ≥ 2  ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓ-
Ô‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÓÚÂÁÍÓ‚ A a bi i i= [ ] Ë dE ÂÒÚ¸ Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ. àÏÂÌÌÓ,

d x A

d x a x R

d x b x R

d x a
x a b a

d a b
b a x R R

ls i

E i a

E i b

E i
i

T
i i

E i i
i i a b

i

i

i i

( , )

                      ( , ),                            ,

                      ( , ),                             ,

( ,
( ) ( )

( , )
( )),      \ { },

=

∈

∈

− − − − ∈ ∪















ÂÒÎË

ÂÒÎË

ÂÒÎË2
2�

„‰Â � � �a i i
T

i b i i
T

ii i
x b a x a R x a b x b= ∈ − − < = ∈ − − <{ : ( ) ( ) },   { : ( ) ( ) }.2 20 0
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl ‰Û„

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl (ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÍÛ„Ó‚˚ı) ‰Û„ dca ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó   V A dca( , , )�2  (ÎËÌÂÈÌ‡fl ‰Ë‡-
„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ‰Û„‡ÏË ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x A d x yca i
y A

E
i

( , ) inf ( , ),=
∈

„‰Â ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó A A Ai k= …{ , , }, k ≥ 2  ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂ-
ÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ‰Û„ ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ Ai (ÏÂÌ¸¯Ëı ËÎË ‡‚Ì˚ı ÔÓÎÛÓÍÛÊÌÓÒÚflÏ) Ò
‡‰ËÛÒÓÏ ri Ë ˆÂÌÚÓÏ ‚ xci

, ‡ dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ. àÏÂÌÌÓ Ù‡ÍÚË-

˜ÂÒÍË,

d x A d x a d x b d x x rca i E i E i E c ii
( , ) min{ ( , ), ( , ), | ( , ) |},= −

„‰Â ai Ë bi – ÍÓÌˆÂ‚˚Â ÚÓ˜ÍË ‰Û„Ë Ai .

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl (ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡) ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ dcl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÓÊ-
‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V A dcl( , , )�2  (ÎËÌÂÈÌ‡fl ‰Ë‡-
„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ÓÍÛÊÌÓÒÚflÏË), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x A d x ycl i
y A

E
i

( , ) inf ( , ),=
∈

„‰Â ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó A A Ak= …{ , , },1  k ≥ 2  ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂ-
ÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ  Ai Ò ‡‰ËÛÒÓÏ ri Ë ˆÂÌÚÓÏ ‚ xci

, ‡ dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË-

‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ. àÏÂÌÌÓ, Ù‡ÍÚË˜ÂÒÍË

d x A d x x rca i E c ii
( , ) | ( , ) | .= −

ÑÎfl ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰Ë‡„‡ÏÏ ÇÓÓÌÓ„Ó, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ˚ı ÓÍÛÊÌÓÒÚflÏË, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÏÌÓ„Ó ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÔÓÓÊ‰‡˛˘Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ. ç‡ÔËÏÂ, d x A d x x rcl i E c ii

* ( , ) ( , )= −

ËÎË d x A d x x rcl i E c ii

* ( , ) ( , )= −2 2  (‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó ÔÓ ã‡„ÂÛ).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl Ó·Î‡ÒÚÂÈ

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl Ó·Î‡ÒÚÂÈ dar ÂÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó
Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V A dar( , , )�2  (‰Ë‡„‡ÏÏ‡ Ó·Î‡ÒÚÂÈ ÇÓÓÌÓ„Ó),
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

d x A d x yar i
y A

E
i

( , ) inf ( , ),=
∈

„‰Â A A Ak= …{ , , ),1  k ≥ 2  ÂÒÚ¸ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl Ò‚flÁÌ˚ı
Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ (Ó·Î‡ÒÚÂÈ), Ë dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ëÎÂ‰ÛÂÚ Ó·‡ÚËÚ¸ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A A Ak= …{ , , ),1  k ≥ 2  ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó
‡ÒÒÚÓflÌËfl ÇÓÓÌÓ„Ó ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÚÓ˜ÍË ı ‰Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ai :
: ( , ) sup ( , ),Hausd x A d x yi

y A
E

i

=
∈

 „‰Â dE – Ó·˚˜ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.
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ñËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ñËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ dcyl ÂÒÚ¸ ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ˆËÎËÌ-

‰‡ S, ÍÓÚÓ‡fl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl
ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V A d S( , , )cyl  ÖÒÎË ÓÒ¸ ˆËÎËÌ‰‡ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó
‡‰ËÛÒ‡ ‡ÁÏÂ˘ÂÌ‡ Ì‡ ı3-ÓÒË ‚ �3, ÚÓ ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË
ÚÓ˜Í‡ÏË x,y ∈  S Ò ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍËÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË (1, θx, zx) Ë (1, θy, zy) Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

    

d x y
x y x y y x

x y x y y x

cyl ( , )
( ) ( ) ,   ,

( ) ( ) ,   .
=

− + − − ≤

+ − + − − >







θ θ θ θ π

θ π θ θ θ π

2 2

2 22

z z

z z

ÂÒÎË   

ÂÒÎË   

äÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
äÓÌË˜ÂÒÍËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ dcon Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË

ÍÓÌÛÒ‡ S, ÍÓÚÓ‡fl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÓÓÊ‰‡˛˘Â„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl ÍÓÌË-
˜ÂÒÍÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÇÓÓÌÓ„Ó V P d S( , , ).con  ÖÒÎË ÓÒ¸ ÍÓÌÛÒ‡ S ‡ÁÏÂ˘ÂÌ‡ Ì‡ x3-ÓÒË ‚
�3 Ë ‡‰ËÛÒ ÓÍÛÊÌÓÒÚË Ó˜Â˜Ë‚‡ÂÏÓÈ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ ÍÓÌÛÒ‡ S Ò x1x2-ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛
‡‚ÂÌ Â‰ËÌËˆÂ, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÍÓÌÛÒ‡ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË x, y ∈  S Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

  

d x y
r r r r

r r r r

x y x y y x y x

x y x y x y y x

con ( , )
           cos( ),             sin( / ),

cos( sin( / ) ),   sin( / ),
=

+ − ′ − ′ ′ ≤ ′ +

+ − ′ + − ′ ′ > ′ +







2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

θ θ θ θ π α

θ π α θ θ θ π α

ÂÒÎË   

ÂÒÎË   

„‰Â (x1, x2, x3) – ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚Â ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÚÓ˜ÍË ı Ì‡ S, α  – Û„ÓÎ ÔË
‚Â¯ËÌÂ ÍÓÌÛÒ‡, θx – Û„ÓÎ ÔÓÚË‚ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍË ÓÚ x1-ÓÒË ‰Ó ÎÛ˜‡ ËÁ ËÒıÓ‰ÌÓÈ

ÚÓ˜ÍË ‰Ó ÚÓ˜ÍË ( , , ),x x1 2 0  ′ =θ θ αx x sin( / ),2  r x x xx = + + −1
2

2
2

3
22( coth( / ))α  – ‡Ò-

ÒÚÓflÌËÂ ÔÓ ÔflÏÓÈ ÓÚ ‚Â¯ËÌ˚ ÍÓÌÛÒ‡ ‰Ó ÚÓ˜ÍË (x1, x2, x3).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÇÓÓÌÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ m
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ä Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (S, d) Ë

ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ m ≥ 1. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı m-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Mi ËÁ Ä (Ú.Â. Mi ⊂  A
Ë | | ).M mi =  ÑË‡„‡ÏÏ‡ ÇÓÓÌÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ m ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä ÂÒÚ¸ ‡Á·ËÂÌËÂ S Ì‡ Ó·-
Î‡ÒÚË ÇÓÓÌÓ„Ó V(Mi) m-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ V(Mi)
ÒÓ‰ÂÊ‡Î‡ ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË s ∈  S, ÍÓÚÓ˚Â "·ÎËÊÂ" Í Mi, ˜ÂÏ Í Î˛·ÓÏÛ ‰Û„ÓÏÛ m -
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Mi : d(s, x) < d(s, y) ‰Îfl Î˛·˚ı x ∈  Mii Ë y  ∈  S\Mi. ùÚ‡ ‰Ë‡„‡ÏÏ‡ ÛÍ‡-
Á˚‚‡ÂÚ ÔÂ‚Ó„Ó, ‚ÚÓÓ„Ó, …, m-„Ó ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ÒÓÒÂ‰‡ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË ËÁ S.

í‡ÍËÂ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÌÂÍÓÚÓÓÈ "ÙÛÌÍˆËË
‡ÒÒÚÓflÌËfl" D(s, Mi), ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÌÂÍÓÚÓÓÂ m-ıÂÏËÏÂÚËÍË Ì‡ S. ÑÎfl M a bi i i= { , }
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎËÒ¸ ÙÛÌÍˆËË | ( , ) ( , ) |,d s a d s bi i−  d s a d s bi i( , ) ( , ),+  d s a d s bi i( , ) ( , ),⋅  ‡ Ú‡Í-
ÊÂ 2-ÏÂÚËÍË d s a d s b d a bi i i i( , ) ( , ) ( , )+ +  Ë ÔÎÓ˘‡‰¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ (s, ai, bi).


