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2 ‡ÔÂÎfl 2006 „. ËÒÔÓÎÌËÎÓÒ¸ 100 ÎÂÚ ÒÓ ‰Ìfl Á‡˘ËÚ˚ Ù‡ÌˆÛÁÒÍËÏ Û˜ÂÌ˚Ï
åÓËÒÓÏ îÂ¯Â ‚˚‰‡˛˘ÂÈÒfl ‰ÓÍÚÓÒÍÓÈ ‰ËÒÒÂÚ‡ˆËË, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÓÌ ‚ÔÂ‚˚Â
(‚ ‡ÏÍ‡ı ÒËÒÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÁÛ˜ÂÌËfl ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÓÔÂ‡ˆËÈ) ‚‚ÂÎ
‡·ÒÚ‡ÍÚÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

ÅÓÎÂÂ 90 ÎÂÚ ÔÓ¯ÎÓ Ú‡ÍÊÂ Ò ÔÛ·ÎËÍ‡ˆËË ‚ 1914 „. îÂÎËÍÒÓÏ ï‡ÛÒ‰ÓÙÓÏ
ÁÌ‡ÏÂÌËÚÓÈ ÍÌË„Ë "éÒÌÓ‚˚ ÚÂÓËË ÏÌÓÊÂÒÚ‚", ‚ ÍÓÚÓÓÈ ËÏ ·˚Î‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎÂÌ‡ ÚÂÓËfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚.

å˚ ÔÓÒ‚fl˘‡ÂÏ ‰‡ÌÌ˚È ùÌˆËÍÎÓÔÂ‰Ë˜ÂÒÍËÈ ÒÎÓ‚‡¸ Ò‚ÂÚÎÓÈ Ô‡ÏflÚË ˝ÚËı
‚ÂÎËÍËı Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ‚ Ë Ëı ‰ÓÒÚÓÈÌÓÈ ÊËÁÌË ‚ ÚflÊÂÎ˚Â ‚ÂÏÂÌ‡ ÔÂ‚ÓÈ
ÔÓÎÓ‚ËÌ˚ ïï ÒÚÓÎÂÚËfl.

        
åÓËÒ îÂ¯Â (1878–1973) ‚‚ÂÎ

‚ Ó·‡˘ÂÌËÂ ‚ 1906 „. ÚÂÏËÌ eåcart
(ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡)

îÂÎËÍÒ ï‡ÛÒ‰ÓÙ (1868–1942) ‚‚ÂÎ
‚ Ó·‡˘ÂÌËÂ ‚ 1914 „. ÚÂÏËÌ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó





èÂ‰ËÒÎÓ‚ËÂ

èÓÌflÚËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌËÏ ËÁ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ‚Ó ‚ÒÂÈ ˜ÂÎÓ‚Â˜ÂÒÍÓÈ ‰ÂflÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚË. Ç ÔÓ‚ÒÂ‰ÌÂ‚ÌÓÈ ÊËÁÌË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ó·˚˜ÌÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÂÍÓÚÓÛ˛ ÒÚÂÔÂÌ¸
·ÎËÁÓÒÚË ‰‚Ûı ÙËÁË˜ÂÒÍËı Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ËÎË Ë‰ÂÈ (Ú.Â. ‰ÎËÌÛ, ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ËÌÚÂ‚‡Î,
ÔÓÏÂÊÛÚÓÍ, ‡ÁÎË˜ËÂ ‡Ì„Ó‚, ÓÚ˜ÛÊ‰ÂÌÌÓÒÚ¸ ËÎË Û‰‡ÎÂÌÌÓÒÚ¸), ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í
ÚÂÏËÌ ÏÂÚËÍ‡ Á‡˜‡ÒÚÛ˛ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Í‡Í ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ ÏÂ˚ ËÎË
ËÁÏÂÂÌËfl. Ç Ì‡¯ÂÈ ÍÌË„Â, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ‰‚Ûı ÔÓÒÎÂ‰ÌËı „Î‡‚, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl
Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ˝ÚËı ÚÂÏËÌÓ‚, ÍÓÚÓÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‡·ÒÚ‡ÍˆË˛
ËÁÏÂÂÌËfl. å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÌflÚËfl ÏÂÚËÍË (Ú.Â. ÙÛÌÍˆËË d(x, y) ËÁ X  × X
‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÈ ÛÒÎÓ‚ËflÏ d(x, y)  � 0
Ò ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË x = y, d(x, y) = d(x, y) Ë d(x, y) �  d(x, z) + d(z, y)) Ë
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ·˚ÎË ‚‚Â‰ÂÌ ÔÓ˜ÚË ‚ÂÍ Ì‡Á‡‰ å. îÂ¯Â (‚
1906 „.) Ë î. ï‡ÛÒ‰ÓÙÓÏ (‚ 1914 „.) ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ-
„Ó ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. ìÔÓÏflÌÛÚÓÂ ‚˚¯Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡
d(x, y) �  d(x , z) + d(z, y) ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÛÊÂ Û Ö‚ÍÎË‰‡. ÅÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl Ó·˚˜ÌÓ Í‡Í Ó·Ó·˘ÂÌËfl ÏÂÚËÍË |x–y| Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ. éÒÌÓ‚Ì˚ÏË Ëı ÍÎ‡ÒÒ‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÂ˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
(‰Ó·‡‚¸ÚÂ ÏÂÛ) Ë ·‡Ì‡ıÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (‰Ó·‡‚¸ÚÂ ÌÓÏÛ Ë ÔÓÎÌÓÚÛ).

é‰Ì‡ÍÓ, Ì‡˜ËÌ‡fl Ò ä. åÂÌ„Â‡ (ÍÓÚÓ˚È ‚ 1928 „. ‚‚ÂÎ ÔÓÌflÚËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ „ÂÓÏÂÚË˛) Ë ã.å. ÅÎ˛ÏÂÌÚ‡Îfl (1953 „.), ËÌÚÂÂÒ Í‡Í Í ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï,
Ú‡Í Ë Í ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï ÂÁÍÓ ÔÓ‚˚¯‡ÂÚÒfl. ÑÛ„ÓÈ
ÚÂÌ‰ÂÌˆËÂÈ ÒÚ‡ÎÓ ÚÓ, ˜ÚÓ ÏÌÓ„ËÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÚÂÓËË ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ Ëı Ó·Ó·˘ÂÌËfl
ÒÚ‡·ËÎËÁËÓ‚‡ÎËÒ¸ Ì‡ ÛÓ‚ÌÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

ùÚÓÚ ÔÓˆÂÒÒ ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÚÒfl Ë ÒÂÈ˜‡Ò, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ
„ÂÓÏÂÚËË, ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏÛ ‡Ì‡ÎËÁÛ, ÚÂÓËË ÔË·ÎËÊÂÌËÈ.

åÂÚËÍË Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÚ‡ÎË ‚‡ÊÌ˚Ï ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓÏ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ ‚ Ò‡Ï˚ı
‡ÁÌ˚ı Ó·Î‡ÒÚflı Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë ÂÂ ÔËÎÓÊÂÌËÈ, ‚ÍÎ˛˜‡fl „ÂÓÏÂÚË˛, ÚÂÓË˛
‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ, ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÛ, ÚÂÓË˛ ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl, ÚÂÓË˛ „‡ÙÓ‚, ÍÎ‡ÒÚÂÌ˚È
‡Ì‡ÎËÁ, ‡Ì‡ÎËÁ ‰‡ÌÌ˚ı, ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËÂ Ó·‡ÁÓ‚, ÚÂÓË˛ ÒÂÚÂÈ, Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÛ˛
ËÌÊÂÌÂË˛, ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÛ˛ „‡ÙËÍÛ, Ï‡¯ËÌÌÓÂ ÁÂÌËÂ, ‡ÒÚÓÌÓÏË˛, ÍÓÒÏÓÎÓ„Ë˛,
ÏÓÎÂÍÛÎflÌÛ˛ ·ËÓÎÓ„Ë˛ Ë ÏÌÓ„ËÂ ‰Û„ËÂ ÓÚ‡ÒÎË Ì‡ÛÍË. ëÓÁ‰‡ÌËÂ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ
Û‰Ó·Ì˚ı ÏÂÚËÍ ÒÚ‡ÎÓ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ ‰Îfl ÏÌÓ„Ëı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎÂÈ. éÒÓ·ÂÌÌÓ
ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓ ‚Â‰ÛÚÒfl ÔÓËÒÍË Ú‡ÍËı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ
·ËÓÎÓ„ËË, ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËË Â˜Ë Ë Ó·‡ÁÓ‚, ‚˚·ÓÍÂ ËÌÙÓÏ‡ˆËË. çÂÂ‰ÍË ÒÎÛ˜‡Ë,
ÍÓ„‰‡ Ó‰ÌË Ë ÚÂ ÊÂ ÏÂÚËÍË ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡ ‚ Ú‡ÍËı ÒÓ‚Â-
¯ÂÌÌÓ ‡ÁÌ˚ı ÒÙÂ‡ı, Í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÒÎÓ‚‡ÏË Ë ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌÓÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‚ ·ËÓÎÓ„ËË, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ãÂ‚ÂÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‚ ÚÂÓËË ÍÓ‰ËÓ‚‡ÌËfl Ë ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ï˝ÏÏËÌ„‡ – Ò ÔÓÔÛÒÍ‡ÏË ËÎË ı˝ÏÏËÌ„Ó‚Ó Ú‡ÒÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ.

ç‡ÍÓÔÎÂÌÌ‡fl ËÌÙÓÏ‡ˆËfl Ó ‡ÒÒÚÓflÌËflı Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ Ó·¯ËÌ‡ Ë ‡ÁÓÁÌÂÌÌ‡, ˜ÚÓ
‡·ÓÚ‡Ú¸ Ò ÌÂÈ ÒÚ‡ÎÓ ÔÓ˜ÚË ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏ˚ı
‚Â·-Ò‡ÈÚÓÏ "Google" ‚‚Ó‰ËÏ˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ÔÓ ÚÂÏ‡ÚËÍÂ "‡ÒÒÚÓflÌËÂ", "ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
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ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó" Ë "ÏÂÚËÍ‡" ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ 300 ÏÎÌ (Ú.Â. ÓÍÓÎÓ 4% Ó·˘Â„Ó Ó·˙ÂÏ‡
‚‚Ó‰ËÏ˚ı ‰‡ÌÌ˚ı), 12 ÏÎÌ Ë 6 ÏÎÌ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ë ˝ÚÓ ·ÂÁ Û˜ÂÚ‡ ‚ÒÂÈ ÔÂ˜‡ÚÌÓÈ
ËÌÙÓÏ‡ˆËË, ˆËÍÛÎËÛ˛˘ÂÈ ‚ÌÂ ÒÂÚË àÌÚÂÌÂÚ, ËÎË ÚÓ„Ó "ÌÂ‚Ë‰ËÏÓ„Ó" Ï‡ÒÒË‚‡
Ò‚Â‰ÂÌËÈ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËıÒfl ‚ ‰ÓÒÚÛÔÌ˚ı ‰Îfl ÔÓËÒÍ‡ ·‡Á‡ı ‰‡ÌÌ˚ı. èË ˝ÚÓÏ ‚Òfl ˝Ú‡
Ó·¯ËÌ‡fl ËÌÙÓÏ‡ˆËfl Ó ‡ÒÒÚÓflÌËflı ‚ÂÒ¸Ï‡ ‡Á·ÓÒ‡Ì‡ ÔÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡Ï, ‡ ‚
ÌÂÍÓÚÓ˚ı ‡·ÓÚ‡ı ÔÓ·ÎÂÏ‡ÚËÍ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ Í‡Ò‡ÂÚÒfl Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ ÒÔÂˆËÙË˜ÂÒÍËı
ÔÂ‰ÏÂÚÓ‚, ˜ÚÓ „Ó‚ÓËÚ¸ Ó ÂÂ ‰ÓÒÚÛÔÌÓÒÚË ‰Îfl ÌÂÒÔÂˆË‡ÎËÒÚÓ‚ ÌÂ ÔËıÓ‰ËÚÒfl.

Ç Ò‚flÁË Ò ˝ÚËÏ ÏÌÓ„ËÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎË, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË Ò‡ÏË ‡‚ÚÓ˚, ÒÚ‡‡˛ÚÒfl
Ì‡Í‡ÔÎË‚‡Ú¸ Ë ı‡ÌËÚ¸ ‰‡ÌÌ˚Â Ó ‡ÒÒÚÓflÌËflı ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
ÒÙÂ‡Ï Ì‡Û˜ÌÓÈ ‰ÂflÚÂÎ¸ÌÓÒÚË. Ç ÛÒÎÓ‚Ëflı ‡ÒÚÛ˘ÂÈ ÔÓÚÂ·ÌÓÒÚË ‚ ÏÂÊ‰ËÒˆËÔÎË-
Ì‡ÌÓÏ ËÒÚÓ˜ÌËÍÂ ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ó·˘Â„Ó ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl Ó ‡ÒÒÚÓflÌËflı Ë ÏÂÚËÍ‡ı
‡‚ÚÓ˚ Â¯ËÎË ‡Ò¯ËËÚ¸ Ò‚Ó˛ ÎË˜ÌÛ˛ ÍÓÎÎÂÍˆË˛ Ë ÒÓÁ‰‡Ú¸ Ì‡ ÂÂ ·‡ÁÂ
"ùÌˆËÍÎÓÔÂ‰Ë˜ÂÒÍËÈ ÒÎÓ‚‡¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ". ÑÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â Ï‡ÚÂË‡Î˚ ·˚ÎË
ÔÓ˜ÂÔÌÛÚ˚ ËÁ ËÁ‰‡ÌËÈ ˝ÌˆËÍÎÓÔÂ‰Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡, ‚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÏÂÂ
ËÁ "å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌˆËÍÎÓÔÂ‰ËË" ([Öå98]), "åË‡ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË" ([Weis99]),
"èÎ‡ÌÂÚ˚ "å‡ÚÂÏ‡ÚËÍ‡" ([êå]) Ë "ÇËÍËÔÂ‰ËË" ([WFE]). é‰Ì‡ÍÓ „Î‡‚Ì˚Ï ËÒÚÓ˜ÌË-
ÍÓÏ ËÌÙÓÏ‡ˆËË ‰Îfl ÒÎÓ‚‡fl fl‚ËÎ‡Ò¸ ÒÔÂˆË‡Î¸Ì‡fl ÎËÚÂ‡ÚÛ‡.

èÓÏËÏÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‡‚ÚÓ˚ ‚ÍÎ˛˜ËÎË ‚ ÍÌË„Û ÏÌÓ„Ó Ó‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı
ÔÓÌflÚËÈ (ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ‚ „Î. 1) Ë Ô‡‡‰Ë„Ï, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘Ëı ÔËÏÂÌflÚ¸ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË
Ï‡ÎÓÔÓÌflÚÌ˚Â ‰Îfl ÌÂÒÔÂˆË‡ÎËÒÚÓ‚ ÚÂÏËÌ˚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â ‚ „ÓÚÓ‚ÓÏ ‰Îfl
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ‚Ë‰Â. ÇÒÂ ˝ÚÓ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÓfl‚ÎÂÌËÂ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‚ ÒÓ‚Â-
¯ÂÌÌÓ ËÌÓÏ ÍÓÌÚÂÍÒÚÂ ÏÓÊÂÚ ‰‡Ú¸ ÚÓÎ˜ÓÍ ÌÓ‚˚Ï ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËflÏ.

Ç Ì‡¯Â ‚ÂÏfl, ÍÓ„‰‡ ˜ÂÁÏÂÌ‡fl ÒÔÂˆË‡ÎËÁ‡ˆËfl Ë ÚÂÏËÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ ·‡¸Â˚
‚Â‰ÛÚ Í ‡ÁÓ·˘ÂÌË˛ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎÂÈ, Ì‡¯ ÒÎÓ‚‡¸ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚ ÒÍÓÂÂ ˆÂÌÚÓ-
ÒÚÂÏËÚÂÎ¸ÌÛ˛ Ë Ó·˙Â‰ËÌËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆËË, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡fl ‰ÓÒÚÛÔÌÓÒÚ¸ Ë ·ÓÎÂÂ
¯ËÓÍËÈ Ó·ÁÓ ËÌÙÓÏ‡ˆËË, ÌÓ ·ÂÁ ÒÍ‡Ú˚‚‡ÌËfl Í Ì‡Û˜ÌÓÈ ÔÓÔÛÎflËÁ‡ˆËË ÔÂ‰ÏÂ-
Ú‡. ùÚÓ ÒÚÂÏÎÂÌËÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ Ò·‡Î‡ÌÒËÓ‚‡Ú¸ ËÁÎ‡„‡ÂÏ˚È
Ï‡ÚÂË‡Î ÔÂ‰ÓÔÂ‰ÂÎËÎÓ ÒÚÛÍÚÛÛ Ë ÒÚËÎ¸ ÍÌË„Ë.

Ñ‡ÌÌ˚È ÒÔ‡‚Ó˜ÌËÍ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÔÂˆË‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌ˚È ˝ÌˆËÍÎÓÔÂ-
‰Ë˜ÂÒÍËÈ ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ ÒÎÓ‚‡¸. éÌ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ 28 „Î‡‚ ‚ ÒÂÏË ˜‡ÒÚflı ÔËÏÂÌÓ
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó„Ó Ó·˙ÂÏ‡. ç‡Á‚‡ÌËfl ˜‡ÒÚÂÈ ÔÂ‰Ì‡ÏÂÂÌÌÓ ‰‡Ì˚ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ ‚
‡Ò˜ÂÚÂ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ ˜ËÚ‡ÚÂÎ¸ Ò‡ÏÓÒÚÓflÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚·ÂÂÚ ÚÂÏ‡ÚËÍÛ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ
ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ËÌÚÂÂÒÓ‚ Ë ÍÓÏÔÂÚÂÌÚÌÓÒÚË. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ˜‡ÒÚË II, III Ë IV, V
ÔÓÚÂ·Û˛Ú ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ÛÓ‚Ìfl ÁÌ‡ÌËÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ˜ËÒÚÓÈ Ë
ÔËÍÎ‡‰ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËÂ ˜‡ÒÚË VII ·Û‰ÂÚ ‰ÓÒÚÛÔÌÓ
Î˛·ÓÏÛ ÌÂÒÔÂˆË‡ÎËÒÚÛ.

ÉÎ‡‚˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û ÔÂÂ˜ÌflÏË ÚÂÏ‡ÚËÍ ÔÓ ‡ÁÎË˜Ì˚Ï Ó·Î‡ÒÚflÏ
Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË ËÎË ÔËÎÓÊÂÌËflÏ, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ ˜ËÚ‡Ú¸Òfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡.
èË ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË „Î‡‚‡ ËÎË ‡Á‰ÂÎ ÏÓ„ÛÚ ÔÂ‰‚‡flÚ¸Òfl Í‡ÚÍËÏ ‚‚Â‰ÂÌËÂÏ –
˝ÍÒÍÛÒÓÏ ÔÓ ÓÒÌÓ‚Ì˚Ï ÔÓÌflÚËflÏ. èÓÏËÏÓ Ú‡ÍËı ÔÂ‰ËÒÎÓ‚ËÈ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ı‡‡ÍÚÂ-
Ì˚ı ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ Ë Ó·Î‡ÒÚÂÈ ÔËÏÂÌÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‰‡ÂÚÒfl ‚ ÚÂÍÒÚÂ ÒÍÓÂÂ Í‡Í
ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂ. Ä‚ÚÓ˚ ÒÚ‡‡ÎËÒ¸, ÔÓ ÏÂÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË, ÛÔÓÏËÌ‡Ú¸ ÚÂı, ÍÚÓ ÔÂ‚˚Ï
‚‚ÂÎ ÚÓ ËÎË ËÌÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÔË ˝ÚÓÏ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏ‡fl Ó·¯ËÌ‡fl
·Ë·ÎËÓ„‡ÙËfl ËÏÂÂÚ ˆÂÎ¸˛ Ó·ÂÒÔÂ˜ËÚ¸ Û‰Ó·Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‰Îfl ·˚ÒÚÓ„Ó ÔÓËÒÍ‡.

ä‡Ê‰‡fl ËÁ „Î‡‚ ÍÓÏÔÓÌÛÂÚÒfl Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÏÂÊ‰Û ÂÂ ‡Á‰ÂÎ‡ÏË
ÔÓÒÎÂÊË‚‡Î‡Ò¸ ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ¸. ÇÒÂ Á‡„ÓÎÓ‚ÍË ‡Á‰ÂÎÓ‚ Ë ÍÎ˛˜Â‚˚Â ÚÂÏËÌ˚
‚˚ÌÂÒÂÌ˚ ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ ‚ ÔÂ‰ÏÂÚÌ˚È ÛÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ (ÓÍÓÎÓ 1500 ÔÛÌÍÚÓ‚) Ë Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ˚
ÊËÌ˚Ï ¯ËÙÚÓÏ, ÂÒÎË ÚÓÎ¸ÍÓ Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÌÂ ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ËÁ ÍÓÌÚÂÍÒÚ‡. ùÚÓ
Ó·ÎÂ„˜‡ÂÚ ÔÓËÒÍ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ ÔÓ ÚÂÏ‡ÚËÍÂ ‚ÌÛÚË „Î‡‚˚ Ë ÔÓ ‡ÎÙ‡‚ËÚÛ ‚ Ò‡ÏÓÏ
ÛÍ‡Á‡ÚÂÎÂ. íÂÍÒÚ˚ ‚‚Â‰ÂÌËÈ Ë ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì˚ Ì‡ Û‰Ó·ÒÚ‚Ó ‰Îfl
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˜ËÚ‡ÚÂÎfl Ë Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡. éÌË ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ‚Á‡ËÏÓ-
Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ÏË ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÌ˚ı ÊËÌ˚Ï ¯ËÙÚÓÏ ÚÂÍÒÚÓ‚˚ı ÒÒ˚ÎÓÍ
(ÔÓ ÚËÔÛ ÙÓÏ‡Ú‡ HTML Ò „ËÔÂÒÒ˚ÎÍ‡ÏË) Ì‡ ÒıÓÊËÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl.

åÌÓ„Ó ËÌÚÂÂÒÌ˚ı Ò‚Â‰ÂÌËÈ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ‚ ˝ÚÓÏ ·ËÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÏ ÒÔ‡‚Ó˜ÌËÍÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÈ "äÚÓ ÂÒÚ¸ ÍÚÓ". èËÏÂ‡ÏË Á‡ÌflÚÌ˚ı ÚÂÏËÌÓ‚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÚÌÓÒfl˘ÂÂÒfl
Í ‚ÂÁ‰ÂÒÛ˘ÂÏÛ Â‚ÍÎË‰Ó‚Û ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ‚˚‡ÊÂÌËÂ "Í‡Í ‚ÓÓÌ‡ ÎÂÚ‡ÂÚ" (Ú.Â. ÔÓ
ÔflÏÓÈ ÎËÌËË), "ÏÂÚËÍ‡ ˆ‚ÂÚÓ˜ÌÓ„Ó Ï‡„‡ÁËÌ‡" (Í‡Ú˜‡È¯ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË Ò ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜Ì˚Ï ÔÓÒÂ˘ÂÌËÂÏ ÚÓ˜ÍË "ˆ‚ÂÚÓ˜ÌÓ„Ó Ï‡„‡ÁËÌ‡"),
"ÏÂÚËÍ‡ ıÓ‰‡ ÍÓÌfl" Ì‡ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÈ ‰ÓÒÍÂ, "ÏÂÚËÍ‡ „Ó‰ËÂ‚‡ ÛÁÎ‡", "ÏÂÚËÍ‡
·ÛÎ¸‰ÓÁÂ‡", ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ËÓÚÓÔ‡, "ÔÓÍÛÒÚÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ", "ÏÂÚËÍ‡ ÎËÙÚ‡",
"ÔÓ˜ÚÓ‚‡fl ÏÂÚËÍ‡", ıÓÔ-ÏÂÚËÍ‡ àÌÚÂÌÂÚ‡, Í‚‡ÁË-ÏÂÚËÍ‡ „ËÔÂÒÒ˚ÎÓÍ WWW,
"ÏÓÒÍÓ‚ÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡", "‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÓ·‡ÍÓ‚Ó‰‡".

äÓÏÂ ‡·ÒÚ‡ÍÚÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ò ÙË-
ÁË˜ÂÒÍËÏ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËÂÏ (ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ‚ ˜‡ÒÚË VI). éÌË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ÓÚ
1,6 × 10–35 Ï (‰ÎËÌ‡ èÎ‡ÌÍ‡) ‰Ó 7,4 × 1026 Ï (ÓˆÂÌË‚‡ÂÏ˚Â ‡ÁÏÂ˚ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÈ
ÇÒÂÎÂÌÌÓÈ, ÓÍÓÎÓ 46 × 1060 ‰ÎËÌ èÎ‡ÌÍ‡).

äÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÏÂÚËÍ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÔÂÂ˜ËÒÎËÚ¸ Ëı ‚ÒÂ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ.
é‰Ì‡ÍÓ ‡‚ÚÓ˚ ·˚ÎË ‚‰ÓıÌÓ‚ÎÂÌ˚ ÔËÏÂÓÏ ÛÒÔÂ¯ÌÓ„Ó ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı
ÒÎÓ‚‡ÂÈ ÔÓ ‰Û„ËÏ ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÔÂÂ˜ÌflÏ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌ˚Ï ÔÓÒÎÂ-
‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏ, ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï, ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚Ï ÔÓˆÂÒÒ‡Ï, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‡ÚÎ‡ÒÓ‚ ÙÛÌÍˆËÈ,
„ÛÔÔ, ÙÛÎÎÂÂÌÓ‚ Ë Ú.Ô. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, Ó·¯ËÌÓÒÚ¸ ÚÂÏ‡ÚËÍË Á‡˜‡ÒÚÛ˛ ‚˚ÌÛÊ‰‡Î‡
‡‚ÚÓÓ‚ ËÁÎ‡„‡Ú¸ Ï‡ÚÂË‡Î ‚ Î‡ÍÓÌË˜ÌÓÈ ÙÓÏÂ Û˜Â·ÌÓ„Ó ÔÓÒÓ·Ëfl.

ùÚÓÚ ÒÎÓ‚‡¸ ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ Ì‡ Ì‡Û˜Ì˚ı ‡·ÓÚÌËÍÓ‚, Á‡ÌËÏ‡˛˘ËıÒfl
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËflÏË Ò ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂÏ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ËÁÏÂÂÌËÈ, Ë ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÏÂÂ Ì‡
ÒÚÛ‰ÂÌÚÓ‚, ‡ Ú‡ÍÊÂ ËÌÚÂÂÒÛ˛˘ËıÒfl Ì‡ÛÍÓÈ fl‰Ó‚˚ı ˜ËÚ‡ÚÂÎÂÈ.

Ä‚ÚÓ˚ ÔÓÔ˚Ú‡ÎËÒ¸ Óı‚‡ÚËÚ¸, ÔÛÒÚ¸ ‰‡ÊÂ ÌÂ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛, ‚ÂÒ¸ ÒÔÂÍÚ ÔËÍÎ‡‰-
ÌÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÔÓÌflÚËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl. é‰Ì‡ÍÓ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÌÂ Ì‡¯ÎË
ÓÚ‡ÊÂÌËfl ‚ ÍÌË„Â ÎË·Ó ÔÓ ÔË˜ËÌÂ ÌÂı‚‡ÚÍË ÏÂÒÚ‡ (ËÁ-Á‡ ˜ÂÁÏÂÌÓÈ ÒÔÂˆËÙËÍË
ËÎË ÒÎÓÊÌÓÒÚË ÔÂ‰ÏÂÚ‡), ÎË·Ó ÔÓ ÌÂ‰ÓÒÏÓÚÛ ‡‚ÚÓÓ‚. Ç ˆÂÎÓÏ Ó·˙ÂÏ ÚÂÍÒÚ‡ Ë
Ò·‡Î‡ÌÒËÓ‚‡ÌÌÓÒÚ¸ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËfl (Ú.Â. ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ˆÂÎÂÒÓÓ·‡ÁÌÓÈ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÒÚË
ËÌÙÓÏ‡ˆËË ÔÓ ÚÓÈ ËÎË ËÌÓÈ ÚÂÏÂ) fl‚ËÎËÒ¸ ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ ÚÛ‰ÌÓÒÚ¸˛. å˚ ·Û‰ÂÏ
·Î‡„Ó‰‡Ì˚ ˜ËÚ‡ÚÂÎflÏ, ÍÓÚÓ˚Â ‚˚ÒÍ‡ÊÛÚÒfl Á‡ ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ‚ ÒÎÓ‚‡¸ Í‡ÍËı-ÎË·Ó
ÔÓÔÛ˘ÂÌÌ˚ı ËÎË ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ. Ç ÍÓÌˆÂ ÍÌË„Ë ‰Îfl ÎË˜Ì˚ı Á‡ÏÂÚÓÍ
˜ËÚ‡ÚÂÎÂÈ Ì‡ ˝ÚÛ ÚÂÏÛ Á‡ÂÁÂ‚ËÓ‚‡ÌÓ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ˜ËÒÚ˚ı ÒÚ‡ÌËˆ.

Ä‚ÚÓ˚ ‚˚‡Ê‡˛Ú ·Î‡„Ó‰‡ÌÓÒÚ¸ ÏÌÓ„ËÏ Î˛‰flÏ Á‡ ÓÍ‡Á‡ÌÌÛ˛ ÔË Ì‡ÔËÒ‡ÌËË
‰‡ÌÌÓ„Ó ÒÎÓ‚‡fl ÔÓÏÓ˘¸ Ë ‚ ÔÂ‚Û˛ Ó˜ÂÂ‰¸ Ü‡ÍÛ ÅÂÈ·Â‰ÂÛ, å˝Ú¸˛ Ñ˛ÚÛÛ,
ùÏÏ‡ÌÛ˝Î˛ ÉÂÂ, Ü‡ÍÛ äÛÎÂÌÛ, ÑÊËÌ ïÓ ä‚‡ÍÛ, ïËÓ¯Ë å‡˝ı‡‡, ëÂ„Â˛
ëÔÂÍÚÓÓ‚Û, ÄÎÂÍÒÂ˛ ëÓÒËÌÒÍÓÏÛ Ë ñÁflÌ¸ˆ‡ÌÛ óÊÛ‡Ì„Û.
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ó‡ÒÚ¸ I

åÄíÖåÄíàäÄ  êÄëëíéüçàâ



ÉÎ‡‚‡ 1

é·˘ËÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl

1.1. ÅÄáéÇõÖ  éèêÖÑÖãÖçàü

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ

èÛÒÚ¸ ï  – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl d : ï × ï  →  � Ì‡Á˚‚‡ÂÚ-
Òfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ËÎË ÌÂÔÓıÓÊÂÒÚ¸˛) Ì‡ ï, ÂÒÎË ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl
ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) d(x, y) ≥ 0 (ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚ¸);
2. d(x, y) = d(y, x) (ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÒÚ¸);
3. d(x, ı) = 0 (ÂÙÎÂÍÒË‚ÌÓÒÚ¸).
Ç ÚÓÔÓÎÓ„ËË Ú‡Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÒËÏÏÂÚËÍÓÈ. ÇÂÍÚÓ ÓÚ ı  Í Û,

‰ÎËÌ‡ ÍÓÚÓÓ„Ó ‡‚ÌflÂÚÒfl d(x, y), Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂÂÌÂÒÂÌËÂÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ‡‚ÌÓÂ
Í‚‡‰‡ÚÛ ÏÂÚËÍË, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡‰‡ÌÒÓÏ.

ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl d ÙÛÌÍˆËfl, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ÔË x ≠ y  Í‡Í D (x, y)  =
= d(x, y) + c , „‰Â Ò = maxx, y, z ∈ X(d(x, y) – d(x , z) – d(y, z)), Ë D(x, ı) = 0, fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÂÚËÍÓÈ.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂÏ d.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸

èÛÒÚ¸ ï  – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl s : ï × ï  → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ Ì‡ ï, ÂÒÎË s fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ, ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ, Ë
‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  X ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó s(x, y) ≤ s(x, x), ÍÓÚÓÓÂ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ı = y.

éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË, ‰‡˛˘ËÏË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ÌÂÔÓıÓÊÂÒÚ¸) d ËÁ ÔÓ‰Ó·-
ÌÓÒÚË s, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ 1 Ò‚ÂıÛ, fl‚Îfl˛ÚÒfl

d s d
s

s
d s d s d s d s= − = − = − = − = = −1

1
1 2 1 2,  ,   ,   ( ),   arccos , ln  (ÒÏ. „Î. 4).

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl d : ï ×  ï →  � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÔÒÂ‚‰ÓÏÂÚËÍÓÈ) Ì‡ ï, ÂÒÎË d  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ, ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ, ÂÙÎÂÍÒË‚ÌÓÈ, Ë ‰Îfl Î˛·˚ı x, y, z ∈  X ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl d  ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, x) = 0 Ë ÒÚÓ„ÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) „‡‡ÌÚËÛ˛Ú, ˜ÚÓ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ.
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åÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl d : ï ×  ï →  � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ï, ÂÒÎË ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl:
1. d(x, y) ≥ 0 (ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚ¸);
2. d(x, y) = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = y (‡ÍÒËÓÏ‡ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË

Ò‡ÏÓÏÛ ÒÂ·Â);
3. d(x, y) = d(y, x) (ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÒÚ¸);
4. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (X , d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ

ÏÂÚËÍÓÈ d.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒıÂÏ‡
åÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒıÂÏÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌÓÈ

ÏÂÚËÍÓÈ.

ê‡Ò¯ËÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ê‡Ò¯ËÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓÌflÚËfl ÏÂÚËÍË: ‰Îfl d ‰ÓÔÛÒÚËÏÓ

ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ∞.

èÓ˜ÚË-ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË-

ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

0 � d(x, y) ≤ C(d(x, z1) + d(z1, z2) +…+ d(zn, y))

‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ, ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÂ ë > 1, ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı x, y, z1, …, zn ∈  X.

åÂÚËÍ‡ ÛÔÓ˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË
èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. åÂÚËÍ‡ d  Ì‡ ï  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ

ÛÔÓ˘ÂÌÌÓ„Ó ÔÛÚË, ÂÒÎË ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ë > 0 Ë ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡˚
ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ x = x0, x1, ..., xt = y, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ d(xi–1,
xi) ≤ C ÔË i = 1, …, t, Ë

d(x, y) ≥ d(x0, x1) + d(x1, x2) + ... + d(xt–1, xt) – C,

Ú.Â. ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ d(x, y) ≤ 
i

t

i id x x
=

−∑
1

1( , ) ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl

‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ Ó¯Ë·ÍË.

ä‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ
èÛÒÚ¸ ï  – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl s : ï × ï  → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡ ï, ÂÒÎË d fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Ë ÂÙ-
ÎÂÍÒË‚ÌÓÈ.

ä‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl d : ï ×  ï →  � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ï, ÂÒÎË d  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Ë ÂÙ-
ÎÂÍÒË‚ÌÓÈ, Ë ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X  ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).
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ä‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ ÄÎ¸·ÂÚ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ d  Ì‡ ï ÒÓ ÒÎ‡·ÓÈ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚ¸˛: ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ d(x, y) = d(y, x) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
x = y.

ëÎ‡·ÓÈ Í‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï ÒÓ ÒÎ‡·ÓÈ
ÒËÏÏÂÚËÂÈ: ‰Îfl Î˛·˚ı x, y X ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, y) = 0 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d(y, ı) = 0.

ä‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl d : ï ×  ï →  � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

Í‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ï, ÂÒÎË ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, y) ≥ 0,
ÍÓÚÓÓÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = y, Ë ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈
X ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡

d(y, x) ≤ d(x, z) + d(z, y).

ä‚‡ÁËÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ
Í‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ d.

ÑÎfl Î˛·ÓÈ Í‚‡ÁËÏÂÚËÍË d ÙÛÌÍˆËË max{d(x, y), d(y, x)}, min{d(x, y), d(y, x)}

Ë 
d x y d y x( , ) ( , )+

2
 fl‚Îfl˛ÚÒfl (˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË) ÏÂÚËÍ‡ÏË.

çÂ‡ıËÏÂ‰Ó‚ÓÈ Í‚‡ÁËÏÂÚËÍÓÈ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ï, ÍÓÚÓÓÂ
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÛÒËÎÂÌÌÓÈ ‚ÂÒËË ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡: ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X

d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)}.

2k-„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
2k-„ÓÌ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ ï, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÂ

2k-„ÓÌ‡Î¸ÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

1

0
≤ < ≤
∑ ≤
i j n

i j i jb b d x x( , )

‰Îfl ‚ÒÂı b  ∈  � n Ò 
i

n

ib
=
∑ =

1

0  Ë 
i

n

ib k
=
∑ =

1

2 ,  Ë ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚

x1, ..., xn ∈  X.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ ï , ÍÓÚÓÓÂ

fl‚ÎflÂÚÒfl 2k-„ÓÌ‡Î¸Ì˚Ï ‰Îfl Î˛·Ó„Ó k ≥ 1, Ú.Â. Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ÓÚ-
Ëˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡

1

0
≤ < ≤
∑ ≤
i j n

i j i jb b d x x( , )

‰Îfl ‚ÒÂı b ∈  �n Ò 
i

n

ib
=
∑ =

1

0  Ë ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ x1, ..., xn ∈  X.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡, ÌÂ fl‚ÎflflÒ¸ ÔË ˝ÚÓÏ
ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ. ä˝ÎË ‰ÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl L2-ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d2 – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡.

(2k + 1)-„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
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(2k + 1)-„ÓÌ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ ï, ÍÓÚÓÓÂ Û‰Ó‚-
ÎÂÚ‚ÓflÂÚ (2k + 1)-„ÓÌ‡Î¸ÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

1

0
≤ < ≤
∑ ≤
i j n

i j i jb b d x x( , )

‰Îfl ‚ÒÂı b  ∈  �n Ò  
i

n

ib
=
∑ =

1

1 Ë 
i

n

ib k
=
∑ = +

1

2 1, Ë ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚

x1, ..., xn ∈  X.
(2k+1)-„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó Ò k =1 fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜Ì˚Ï ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÚÂÛ„ÓÎ¸-

ÌËÍ‡. (2k+1)-„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚ÎÂ˜ÂÚ 2k-„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó.

ÉËÔÂÏÂÚËÍ‡
ÉËÔÂÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ ï, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl (2k+1)-„Ó-

Ì‡Î¸Ì˚Ï ‰Îfl Î˛·Ó„Ó k ≥ 1, Ú.Â. Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ „ËÔÂÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

1

0
≤ < ≤
∑ ≤
i j n

i j i jb b d x x( , )

‰Îfl ‚ÒÂı b ∈  �n Ò 
i

n

ib
=
∑ =

1

1,  Ë ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ x1, ..., xn ∈  X. ã˛·‡fl

„ËÔÂÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡. ã˛·‡fl
L1-ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂÏÂÚËÍÓÈ.

ê-ÏÂÚËÍ‡
ê-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï  ÒÓ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ËÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ [0, 1],

ÍÓÚÓ‡fl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÍÓÂÎflˆËÓÌÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) – d (x, z)d(z, y).

ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 1–d(x, y) ≥ (1–d(x , z))(1–d(z, y )) ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ
‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸, ÒÍ‡ÊÂÏ, ‰ÓÒÚË˜¸ ı ËÁ Û ˜ÂÂÁ z ÎË·Ó ‡‚Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÂ (1–d(x, z))(1–d(z,
y)) (ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ‰ÓÒÚË˜¸ z ËÁ ı  Ë Û ËÁ z ), ÎË·Ó ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ÂÂ
(ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÂÎflˆËfl).

åÂÚËÍ‡ ·Û‰ÂÚ ê-ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl òÂÌ·Â„‡ (ÒÏ. „Î. 4).

èÚÓÎÂÏÂÂ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
èÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï , Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÌÂ‡-

‚ÂÌÒÚ‚Û èÚÓÎÂÏÂfl (‰ÓÍ‡Á‡ÌÌÓÏÛ èÚÓÎÂÏÂÂÏ ‰Îfl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡): ‰Îfl ‚ÒÂı
x, y, u, z ∈  X

d(x, y)d(u, z) ≤ d(x, u)d(y, z) + d(x, z)d(y, u).

èÚÓÎÂÏÂÂ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V,||.||), ‚ ÍÓÚÓÓÏ Â„Ó ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ||x–y|| fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÈ.
çÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓ„‰‡
Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ;
Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÏÂÚËÍ‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó (ÒÏ. „Î. 6) fl‚ÎflÂÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÈ.
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àÌ‚ÓÎ˛ÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X \z, dz), „‰Â 
 
d x y

d x y

d x d y
( , )

( , )

( , ) ( , )
,=

z z
 fl‚ÎflÂÚÒfl

ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó z ∈  X ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d fl‚-
ÎflÂÚÒfl ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ([FoSC06]).

ÑÎfl Î˛·ÓÈ ÏÂÚËÍË d ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ
([FoSC06]).

ëÎ‡·‡fl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍ‡
ëÎ‡·ÓÈ ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ë-ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

d Ì‡ ï, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÂ ë ≥ 1, ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

0 < d(x, y) ≤ C max{d(x, z), d(z, y)}

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X, ı ≠ Û. ÑÎfl Ú‡ÍÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl d ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d(x, y) =

=  inf ( ,  ),d i
i

iz z∑ +1  „‰Â  ËÌÙËÏÛÏ  ·ÂÂÚÒfl  ÔÓ  ‚ÒÂÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏ

x = z0, ..., zn+1), fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ.
íÂÏËÌ ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÔËÎÓÊÂÌËflı ‰Îfl

Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÒÂ‚‰ÓÏÂÚËÍË, Í‚‡ÁË‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÔÓ˜ÚË-ÏÂÚËÍË, ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÍÓÚÓ-
ÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï, ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ò Ó¯Ë·ÍÓÈ Ë Ú.Ô.

ìÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍ‡
ìÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÌÂ‡ıËÏÂ‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï,

ÍÓÚÓ‡fl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒËÎÂÌÌÓÈ ‚ÂÒËË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡:

d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)}

‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ ‰‚‡ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ËÁ d(x, y), d(z, y) Ë
d(x, z) ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.

åÂÚËÍ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÂÂ ÒÚÂÔÂÌÌÓÂ
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ (ÒÏ. „Î. 4) dα fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ α . ã˛·‡fl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û
˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ. åÂÚËÍ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl î‡ËÒ‡ (ÒÏ. „Î. 4) ÏÂÚËÍË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡
˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ.

åÂÚËÍ‡ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ
åÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ (ËÎË Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ‡‰‰ËÚË‚ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ), ÂÒÎË ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÛÒËÎÂÌÌ‡fl ‚ÂÒËfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡: ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z, u ∈  X

d(x, y) + d(z, u) ≤ max{d(x, z) + d(y, u), d(x, u) + d(y, z)}.

ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ËÁ ÚÂı ÒÛÏÏ d(x, y) + d(z, u), d(x, z) + d(y, u) Ë d(x, u) + d(y, z) ‰‚Â
Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.

åÂÚËÍ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰Â‚Ó‚Ë‰ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

ã˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ, fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ë l1-ÏÂÚËÍÓÈ.

äÛÒÚ‡ÌËÍÓ‚‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ‚ÒÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ
fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË, Ú.Â. ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, y) + d(u, z) = d (x, u) + d(y, z) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó
ÔË Î˛·˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı u, x, y, z ∈  X.
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åÂÚËÍ‡ ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ
åÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ˜ÂÚ˚Âı

ÚÓ˜ÂÍ, ÂÒÎË, ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X ËÁ ÚÂı ÒÛÏÏ

d(x, y) + d(z, u), d(x, z) + d(y, u), d(x, u) + d(y, z)

ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ ‰‚Â (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÂ) ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.
åÂÚËÍ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ ÚÓ„‰‡ Ë

ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒÎ‡·ÎÂÌÌÓÈ ‰Â‚Ó‚Ë‰ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ .

�-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÖÒÎË δ ≥ 0, ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl �-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ, ÂÒÎË

ÓÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ �-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ÉÓÏÓ‚‡ (Â˘Â Ó‰ÌÓ ÓÒ-
Î‡·ÎÂÌËÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ): ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z, u ∈  X

d(x, y) + d(z, u) ≤ 2δ + max{d(x, z) + d(y, u), d(x, u) + d(y, z)}.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) fl‚ÎflÂÚÒfl δ-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡

 
( . ) min ( . ) ,  ( . )x y x yx x x0 0 0

≥ { } −z z δ

‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X Ë ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x0 ∈  X, „‰Â ( , )x y x0
= 

1

2 0( ( , )d x x +  d x y d x y( , ) ( , ))0 −  –

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÉÓÏÓ‚‡ ÚÓ˜ÂÍ ı Ë Û ËÁ ï ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·‡ÁÓ‚ÓÈ ÚÓ˜ÍË x0 ∈  X.
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl 0-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ

ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ. ä‡Ê‰ÓÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ËÏÂ˛˘ÂÂ ‰Ë‡ÏÂÚ D, fl‚ÎflÂÚÒfl D-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ. n-
ÏÂÌÓÂ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ln 3-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ.

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÉÓÏÓ‚‡
èÛÒÚ¸ (ï, d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ x0 ∈  X .

èÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸˛ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÉÓÏÓ‚‡ (ËÎË ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ ÉÓÏÓ‚‡, ÍÓ‚‡Ë‡Ì-
ÚÌÓÒÚ¸˛) (.)x0

 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ Ì‡ ï, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

( . ) ( ( , ) ( , ) ( , )).x y d x x d x y d x yx0

1

2 0 0= + −

ÖÒÎË (ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÂ‚ÓÏ, ÚÓ ( . )x y x0
=  d x x y0[ ,  ] .( )  ÖÒÎË (X,d) –

ÔÓÎÛÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÏÂ˚, Ú.Â. d(x, y) = µ(x∆y) ‰Îfl ·ÓÂÎÂ‚ÓÈ ÏÂ˚ µ Ì‡
ï , ÚÓ (x.y)ø = µ(x ∩ y). ÖÒÎË d fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡, Ú.Â.
d x y( , ) = d x yE

2 ( , )  ‰Îfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n, ÚÓ (ı.Û)0 ·Û‰ÂÚ
Ó·˚˜Ì˚Ï ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ Ì‡ �n (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl î‡ËÒ‡,
„Î. 4).

1.2. éëçéÇçõÖ  èéçüíàü,  ëÇüáÄççõÖ  ë  êÄëëíéüçàÖå,
à  óàëãéÇõÖ  àçÇÄêàÄçíõ

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. åÂÚË˜ÂÒÍËÏ ¯‡ÓÏ

(ËÎË Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ¯‡ÓÏ) Ò ˆÂÌÚÓÏ x0 ∈  X Ë ‡‰ËÛÒÓÏ r > 0
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó B x r( , )0 = { : ( , ) }.x X d x x r∈ ≤0  éÚÍ˚Ú˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
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¯‡ÓÏ Ò ˆÂÌÚÓÏ x0 ∈  X Ë ‡‰ËÛÒÓÏ r > 0 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó B(x0, r) =
= {x0 ∈  X : d(x0, x) < r}.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒÙÂÓÈ Ò ˆÂÌÚÓÏ x0 ∈  X Ë ‡‰ËÛÒÓÏ r > 0 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
S(x0, r) = {x0 ∈  X : d(x0, x) = r}.

ÑÎfl ÏÂÚËÍË ÌÓÏ˚ Ì‡ n-ÏÂÌÓÏ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
(V,|| ⋅ ||) ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡ B n = x X x∈ ≤{ }: 1  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ¯‡ÓÏ, ‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Sn–1 = {x ∈  V  : || x || = 1} – Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÙÂÓÈ (ËÎË Â‰ËÌË˜ÌÓÈ
„ËÔÂÒÙÂÓÈ). Ç ‰‚ÛÏÂÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡ (ÓÚÍ˚Ú˚È
ËÎË Á‡ÏÍÌÛÚ˚È) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‰ËÒÍÓÏ (ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÓÚÍ˚Ú˚Ï ËÎË
Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï).

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl – ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl Ì‡ ï, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ‡fl ÏÂÚËÍÓÈ d Ì‡ ï.
ÖÒÎË (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÓÚÍ˚ÚÓÂ

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ ï Í‡Í ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ (ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ËÎË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó
˜ËÒÎ‡) ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ¯‡Ó‚ B(x, r) = {y ∈  X : d(x, y) < r}, x ∈  X, r  ∈  � ,
r > 0. á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÂÔÂ¸ Í‡Í ‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡. åÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ Ì‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı
ÓÚÍ˚Ú˚ı ‚ ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚. íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ËÁ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Ï
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

åÂÚËÁ‡ˆËÓÌÌ˚Â ÚÂÓÂÏ˚ – ÚÂÓÂÏ˚, ‰‡˛˘ËÂ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÏÂÚËÁÛÂ-
ÏÓÒÚË ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÚÂÏËÌ ÏÂÚËÍ‡ ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÒÍÓÂÂ Ì‡ Ò‚flÁ¸ Ò ÏÂÓÈ, ÌÂÊÂÎË Ò
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í fl‰Û ‚‡ÊÌÂÈ¯Ëı Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ,
Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÓËË ˜ËÒÂÎ, ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÓËË ÙÛÌÍˆËÈ, ÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍÓÈ Ú‡ÌÁËÚË‚ÌÓÒÚË.

á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ËÌÚÂ‚‡Î

èÛÒÚ¸ x, Û ∈  X – ‰‚Â ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d). á‡Ï-
ÍÌÛÚ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÓÏ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó

I(x, y) = {z ∈  X : d(x, y) = d(x, z) + d(z, y)}.

éÒÌÓ‚ÌÓÈ „‡Ù ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
éÒÌÓ‚ÌÓÈ „‡Ù (ËÎË „‡Ù ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚‡) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) – „‡Ù Ò

ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ ï, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ıÛ fl‚ÎflÂÚÒfl Â·ÓÏ, ÂÒÎË I(x, y) = {x, y}, Ú.Â. ÌÂ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸ÂÈ ÚÓ˜ÍË z  ∈  X, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ‚˚ÔÓÎÌflÎÓÒ¸ ·˚ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
d(x, y) = d(x, z) + d(z, y).

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËfl

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚Ï
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ I(x, x')
Ë y ∈  X\I(x, x') ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ x" ∈  X(x, x') Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ d(y, x") > d(x, x').

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ

íË ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË x, y, z ∈  X ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ó·‡ÁÛ˛Ú
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ, ÂÒÎË Á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ËÌÚÂ‚‡Î˚ I (x, y), I(z, x)
Ë I(z, x) ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ Ó·˘Ëı ÍÓÌˆÂ‚˚ı ÚÓ˜Í‡ı.
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åÓ‰ÛÎflÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÓ‰ÛÎflÌ˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ÚÂı

‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y, z ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ u ∈  I(x, y) ∩  I(y, z) ∩  I(z, x).
çÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒÏÂ¯Ë‚‡Ú¸ ˝ÚÓ Ò ÏÓ‰ÛÎflÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ÒÏ. „Î. 10) Ë ÏÂÚËÍÓÈ

ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡ (ÒÏ. „Î. 6).

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ˜ÂÚ˚ÂıÛ„ÓÎ¸ÌËÍ
óÂÚ˚Â ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË x, y, z, u  ∈  X ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ó·‡ÁÛ˛Ú ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ˜ÂÚ˚ÂıÛ„ÓÎ¸ÌËÍ, ÂÒÎË x, z  ∈  I(y, u)
Ë y , u  ∈  I(x, z). ÑÎfl Ú‡ÍÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ˜ÂÚ˚ÂıÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ·Û‰ÛÚ ËÏÂÚ¸ ÏÂÒÚÓ
‡‚ÂÌÒÚ‚‡ d(x, y) = d(z, u) Ë d(x, u) = d (y, z).

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÎ‡·Ó ÒÙÂË˜ÂÒÍËÏ, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı
ÚÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y, z  ∈  X  Ò y ∈  I(x, z) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ u  ∈  X, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ
x, y, z, u Ó·‡ÁÛ˛Ú ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ˜ÂÚ˚ÂıÛ„ÓÎ¸ÌËÍ.

ë‚flÁÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ò‚flÁÌ˚Ï, ÂÒÎË Â„Ó ÌÂÎ¸Áfl ‡Á·ËÚ¸

Ì‡ ‰‚‡ ÌÂÔÛÒÚ˚ı ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ (ÒÏ. ë‚flÁÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, „Î. 2).
ÅÓÎÂÂ ÒËÎ¸Ì˚Ï Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÛÚ¸ – Ò‚flÁÌÓÒÚ¸, ÔË ÍÓÚÓÓÈ Î˛·˚Â ‰‚Â

ÚÓ˜ÍË ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ ÔÛÚÂÏ.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÍË‚‡fl
åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÍË‚‡fl (ËÎË ÔÓÒÚÓ ÍË‚‡fl) γ ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (X,d)

ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ γ : I →  X ËÌÚÂ‚‡Î‡ I ËÁ �  ‚ ï .
äË‚‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰Û„ÓÈ  (ËÎË ÔÛÚÂÏ, ÔÓÒÚÓÈ ÍË‚ÓÈ), ÂÒÎË ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÈ. äË‚‡fl γ : [a, b] → X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÊÓ‰‡ÌÓ‚ÓÈ ÍË‚ÓÈ (ËÎË ÔÓÒÚÓÈ
Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÍË‚ÓÈ), ÂÒÎË ÓÌ‡ ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ Ò‡ÏÛ ÒÂ·fl Ë γ(a) = γ(b).

ÑÎËÌ‡ l(γ) ÍË‚ÓÈ γ : [a, b] → X ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ

  

l d t t n a t t b
i n

i i n( ) sup ( ( ),  ( )) : ,  ... .γ γ γ= ∈ = < < =










≤ ≤
−∑

1
1 0�

ëÔflÏÎflÂÏ‡fl ÍË‚‡fl – ˝ÚÓ ÍË‚‡fl ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
(X,d), ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ,
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ë-Í‚‡ÁË‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔË Ì‡ÎË˜ËË ÌÂÍÓÚÓÓÈ
ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ C  ≥ 1, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl Ô‡‡ x, y ∈  X  ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ‡
ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ ëd(x, y). ÖÒÎË ë = 1, ÚÓ ˝Ú‡ ‰ÎËÌ‡ ‡‚Ì‡
d(x, y), Ú.Â. ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) fl‚ÎflÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ (ËÎË ÒÚÓ„Ó ‚ÌÛÚÂÌÌËÏ)
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl
ÑÎfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ Í‡Ú˜‡È¯‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÍË‚‡fl, Ú.Â. ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
‚ÎÓÊÂÌËÂ � ‚ ï.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ (ËÎË Í‡Ú˜‡È¯ËÏ ÔÛÚÂÏ) [x, y] ÓÚ ı  ‰Ó Û fl‚ÎflÂÚÒfl
ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ γ : [a, b] → X Ò γ(a) = x Ë γ(b) = y.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔflÏ‡fl – „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÊ‰Û
‰‚ÛÏfl Î˛·˚ÏË ÂÂ ÚÓ˜Í‡ÏË; ÓÌ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ
‚ÒÂ„Ó � ‚ ï . åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÎÛ  ̃ Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÍÛ„ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ
ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ‚ÎÓÊÂÌËfl ‚ ï ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓÎÛÔflÏÓÈ �≥0 Ë ÓÍÛÊÌÓÒÚË
S(0, r).
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ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‰‚Â Î˛·˚Â ÚÓ˜ÍË ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ. éÌÓ
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍË ÔÓÎÌ˚Ï, ÂÒÎË Í‡Ê‰˚È Ú‡ÍÓÈ ÓÚÂÁÓÍ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰‰Û„ÓÈ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔflÏÓÈ.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸

ÑÎfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ë ÔÓ‰-
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å   ⊂  X ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó å  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍË ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï (ËÎË
‚˚ÔÛÍÎ˚Ï), ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ ËÁ å ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ Ëı
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÓÚÂÁÓÍ, ÍÓÚÓ˚È ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ å; ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË Ú‡ÍÓÈ ÓÚÂÁÓÍ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ
·ÎËÁÍËı ÚÓ˜ÂÍ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å.

ê‡‰ËÛÒÓÏ ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÒÚË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ˜ËÒÎÓ r, Ú‡ÍÓÂ
˜ÚÓ ‰Îfl ‰‚Ûı Î˛·˚ı ÚÓ˜ÂÍ ËÁ å, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÍÓÚÓ˚ÏË <r, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ Ëı „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÓÚÂÁÓÍ, ÍÓÚÓ˚È ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛
ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ å.

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó å Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÔÓÎÌÂ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı Â„Ó ÚÓ˜ÂÍ
Í‡Ê‰˚È ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ Ëı „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÓÚÂÁÓÍ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ å. ÑÎfl
‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  X ‡‰ËÛÒÓÏ ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡‰ËÛÒ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó ‚ÔÓÎÌÂ
‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ¯‡‡ Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ı.

Ç˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÅÛÁÂÏ‡Ì‡

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ
ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ (ËÎË „ÎÓ·‡Î¸ÌÓ ÌÂÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ËÒÍË‚ÎÂÌÌ˚Ï ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ), ÂÒÎË ‰Îfl
Î˛·˚ı ÚÂı ÚÓ˜ÂÍ x, y, z  ∈  X  Ë ÒÂ‰ËÌÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ m(x, z) Ë m(y, z) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl
ÛÒÎÓ‚ËÂ

d m x m y d x y( ( , ),  ( , )) ( , ).z z ≤ 1

2

ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ D(c1, c2) ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏË ÓÚ-
ÂÁÍ‡ÏË Ë c1 = [a1, b1] fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ. (ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎÓÈ, ÂÒÎË ÛÒÎÓ‚ËÂ
f(λx + (1 – λ )y) ≤ λ f(x) + (1 – λ)f(y) ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ‰Îfl Î˛·˚ı ı, Û Ë λ ∈  (0, 1).)

èÎÓÒÍ‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÎÓÒ‡ {(x, y) ∈  �2: 0 < x < 1} fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ
ÉÓÏÓ‚Û, ÌÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ. Ñ‚Â Î˛·˚Â ÚÓ˜ÍË ÔÓÎÌÓ„Ó
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ, Ò‚flÁ‡Ì˚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ
ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ (ÅÛÁÂÏ‡Ì, 1948), ÂÒÎË ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚˚ÔÎÓÌflÂÚÒfl
ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ.

ã˛·ÓÂ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ëÄí(0) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ÒÏ. „Î. 6) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ Ë Î˛·ÓÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ëÄí(0) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ, ÌÓ Ó·‡ÚÌÓÂ ÌÂ‚ÂÌÓ.

Ç˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÔÓ åÂÌ„ÂÛ

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ åÂÌ„ÂÛ, ÂÒÎË ‰Îfl
‰‚Ûı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸fl ÚÓ˜Í‡ z ∈  X , ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ
d(x, y) = d(x, z) + d(z, y), Ú.Â. ÛÒÎÓ‚ËÂ |I(x, y)| > 2 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‰Îfl Á‡ÏÍÌÛÚÓ„Ó
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ I (x, y) = {z ∈  X : d(x, y) = d(x, z) + d(z, y)}. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
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ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ åÂÌ„ÂÛ, ÂÒÎË Ú‡Í‡fl ÚÓ˜Í‡ z
fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.

èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó M ⊂  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl d-‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ (åÂÌ„Â, 1928), ÂÒÎË
‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÂ I(x, y) ⊂  M. îÛÌÍˆËfl
f : M → � , ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Ì‡ d -‚˚ÔÛÍÎÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â M ⊂  X , Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
d-‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ , ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó z ∈  I(x, y) ⊂  M ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ

 
f

d y

d x y
f x

d x

d x y
f y( )

( , )

( , )
( )

( , )

( , )
( ).z

z z≤ +

ëÂ‰ËÌÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÂ‰ËÌÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï (ËÎË

‰ÓÔÛÒÍ‡˛˘ËÏ ÒÂ‰ËÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ), ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸fl ÚÓ˜Í‡ z ∈  X, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ÒÂ‰ËÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ m(x, y), ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ

‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ d(x, y) = d(x, z) + d(z, y) Ë 
  
d x d x y( , ) ( , ).z = 1

2
éÚÓ·‡ÊÂÌËÂ m : ï × ï   → X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÂ‰ËÌÌ˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ

(ÒÏ. ëÂ‰ËÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó); ÓÌÓ ·Û‰ÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ‚˚¯Â ÚÓ˜Í‡ z
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.

èÓÎÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ ÒÂ‰ËÌÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓ.

ò‡Ó‚‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸
ëÂ‰ËÌÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ¯‡Ó‚Ó

‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d m x y d x d y( , ),  max ( , ),  ( , )z z z( ) ≤ { }
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X Ë Î˛·Ó„Ó ÒÂ‰ËÌÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl m(x, y).

ò‡Ó‚‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ‚ÎÂ˜ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ¯‡˚ ‚ÔÓÎÌÂ ‚˚ÔÛÍÎ˚,
Ë, ‚ ÒÎÛ˜‡Â „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, Ì‡Ó·ÓÓÚ.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
 

( ,  ( , ) )�2

1

2

d x y x y
i

i i= −
=
∑  ¯‡Ó‚Ó ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÌÂ

fl‚ÎflÂÚÒfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸
ëÂ‰ËÌÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ

‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË

  
d m x y d x d y( ( , ), ) ( ( , ) ( , )).z z z≤ +1

2

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÚÓ„‰‡
Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÒÛÊÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl d(x, ⋅ ), x ∈  X Ì‡ Í‡Ê‰˚È
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÓÚÂÁÓÍ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ.

ê‡ÒÒÚÓflÌÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ¯‡Ó‚Û˛ ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ Ë, ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ, Ì‡Ó·ÓÓÚ.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl

Î˛·Ó„Ó ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X  Ë Î˛·Ó„Ó λ  ∈  (0, 1) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸fl ÚÓ˜Í‡
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z = z(x, y, λ) ∈  X, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ d(x, y) = d(x, z) + d(z, y) Ë d(x, z) = λd(x, y). åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl
‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÔÓ åÂÌ„ÂÛ.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË
Ú‡Í‡fl ÚÓ˜Í‡ z(x, y, λ) fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X Ë λ ∈  (0, 1).

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÎ¸ÌÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË
‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X Ë Î˛·˚ı  λ1, λ2 ∈  (0, 1) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸fl
ÚÓ˜Í‡ z = z(x, y, λ ) ∈  X, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ d(z(x, y, λ1), z(x, y, λ2) = |λ1–λ2|d(x, y). ëËÎ¸Ì‡fl
ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸, Ë Í‡Ê‰ÓÂ ÔÓÎÌÓÂ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓ åÂÌ„ÂÛ, fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÎ¸ÌÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍË
‚˚ÔÛÍÎ˚Ï.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï (å‡Ì‰ÂÎ-
ÍÂÌ, 1983), ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X Ë Î˛·˚ı λ, µ > 0, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ
d(x, y) < λ  + µ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸fl ÚÓ˜Í‡ z ∈  X, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ d(x, z) < λ  Ë d(z, y) < µ,
Ú.Â. z ∈  B(x, λ) ∩ B(y, µ). åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÔÓ˜ÚË ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸.

Ç˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸ ÔÓ í‡Í‡ı‡¯Ë
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ í‡Í‡ı‡¯Ë, ÂÒÎË ‰Îfl

Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X Ë Î˛·Ó„Ó λ  ∈  (0, 1) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸fl ÚÓ˜Í‡
z = z(x, y, λ) ∈  X, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(z(x, y, λ), u) ≤ λd(x, u) + (1 – λ)d(y, u) ËÏÂÂÚ
ÏÂÒÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı u   ∈  X. ã˛·ÓÂ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ í‡Í‡ı‡¯Ë,
Ò z(x, y, λ) = λd + (1 – λ)y.

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó M ⊂  X fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ í‡Í‡ı‡¯Ë, ÂÒÎË z(x, y, λ ) ∈  M ‰Îfl ‚ÒÂı
x, y ∈  X Ë λ ∈  [0, 1]. í‡Í‡ı‡¯Ë ‰ÓÍ‡Á‡Î ‚ 1970 „., ˜ÚÓ ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â,
‚˚ÔÛÍÎÓÏ ÔÓ í‡Í‡ı‡¯Ë, ‚ÒÂ Á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ¯‡˚, ÓÚÍ˚Ú˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ
¯‡˚ Ë ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÔÓ í‡Í‡ı‡¯Ë, fl‚Îfl˛Ú-
Òfl ‚˚ÔÛÍÎ˚ÏË ÔÓ í‡Í‡ı‡¯Ë.

ÉËÔÂ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÂ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ ÏÂÚË-

˜ÂÒÍË ‚˚ÔÛÍÎÓ Ë Â„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ¯‡˚ Ó·Î‡‰‡˛Ú ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ ïÂÎÎË,
Ú.Â. Î˛·‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ‚Á‡ËÏÌÓ ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl Á‡Í˚Ú˚ı ¯‡Ó‚ ‚ ï ËÏÂÂÚ ÌÂÔÛÒÚÓÂ
ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ – ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ l lm
∞ ∞,   Ë L∞ fl‚Îfl˛ÚÒfl „ËÔÂ‚˚ÔÛÍÎ˚ÏË, ‡ l2 – ÌÂÚ.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÚÓÔËfl
èÛÒÚ¸ ε > 0. åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÚÓÔËfl (ËÎË ε-˝ÌÚÓÔËfl) Hε(M, X) ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡

M ⊂  ï ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl (äÓÎÏÓ„ÓÓ‚, 1956) Í‡Í
Hε(M, X) = log2Nε(M, X),

„‰Â Nε(M, X) fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ÚÓ˜ÂÍ ‚ ε-ÒÂÚË (ËÎË ε-Ì‡Í˚ÚËË)
‰Îfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (M, d), Ú.Â. ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÚÓ˜ÂÍ, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ
Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ ÓÚÍ˚Ú˚ı ε-¯‡Ó‚ Ò ˆÂÌÚ‡ÏË ‚ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı Ì‡Í˚‚‡ÂÚ å.

èÓÌflÚËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÚÓÔËË ‰Îfl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌËÏ ËÁ
‚‡ÊÌÂÈ¯Ëı ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ ˝„Ó‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÓËË.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ë Î˛·Ó„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ q > 0

ÔÛÒÚ¸ Nx(q) ·Û‰ÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ò ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ, ÌÂ ÔÂ-
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‚ÓÒıÓ‰fl˘ËÏ q, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ ‰Îfl Ì‡Í˚ÚËfl ï (ÒÏ. åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÚÓÔËfl).

óËÒÎÓ lim
ln( ( )

ln( / )q

N q

q→0 1
 (ÂÒÎË ÓÌÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛

(ËÎË ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó–Å‡ÎË„‡Ì‰‡, ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó, ÛÔ‡ÍÓ-
‚Ó˜ÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛, ·ÓÍÒ-‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï.

ÖÒÎË ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ‚˚¯Â ÔÂ‰ÂÎ‡ ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ÚÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
ÔÓÌflÚËfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚË:

1. óËÒÎÓ lim
ln( ( )

ln( / )q

N q

q→0 1
 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌËÊÌÂÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ (ËÎË

ÌËÊÌÂÈ ·ÓÍÒ-‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛, ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ èÓÌÚfl„ËÌ‡–òÌËÂÎÏ‡Ì‡, ÌËÊÌÂÈ
‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó).

2. óËÒÎÓ lim
ln( ( )

ln( / )q

N q

q→0 1
 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂıÌÂÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ (ËÎË

˝ÌÚÓÔË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛, ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡–íËıÓÏËÓ‚‡, ‚ÂıÌÂÈ
·ÓÍÒ-‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛).

çËÊÂ ÔË‚Ó‰flÚÒfl ÔflÚ¸ ÔËÏÂÓ‚ ‰Û„Ëı, ÏÂÌÂÂ ÁÌ‡˜ËÏ˚ı ÔÓÌflÚËÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ
‡ÁÏÂÌÓÒÚË, ‚ÒÚÂ˜‡˛˘ËÂÒfl ‚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÎËÚÂ‡ÚÛÂ.

1. (Å‡ÁËÒÌ‡fl) ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ  ̧ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, – ÏËÌË-
Ï‡Î¸ÌÓÂ Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Â„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ·‡ÁËÒ‡, Ú.Â. Â„Ó Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ÔÓ‰-
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S, Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ Ò ‡‚Ì˚ÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË ‰Ó ‚ÒÂı
ÚÓ˜ÂÍ ËÁ S.

2. (ê‡‚ÌÓ·Ó˜Ì‡fl) ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ –
Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Â„Ó ˝Í‚Ë‰ËÒÚ‡ÌÚÌÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, Ú.Â. Ú‡-
ÍÓ„Ó, ˜ÚÓ Î˛·˚Â ‰‚Â Â„Ó ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË ‡‚ÌÓÓÚÒÚÓflÚ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡. ÑÎfl
ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ˝Ú‡ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ‡‚Ì‡ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÏÛ ˜ËÒÎÛ
ÔÓÔ‡ÌÓ Í‡Ò‡˛˘ËıÒfl Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ÔÂÂÌÓÒÓ‚ Â„Ó Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ¯‡‡.

3. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó Ò > 1 ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸  ̨ (ÔÓ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Û) dimc (X) ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

(V, || ⋅ ||), Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚ÎÓÊÂÌËÂ f : X → V Ò 
1

c
d x y( , ) ≤ f x f y( ) ( )− ≤

≤  d x y( , ).

4. (Ö‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ)  ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ  ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛  ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó  ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ n Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚‡ � n, Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ (X, f(d)) fl‚ÎflÂÚÒfl Â„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, „‰Â
ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ËÏ ÙÛÌÍˆËflÏ f(t)
ÓÚ t ≥ 0.

5. ëÚÂÔÂÌ¸˛ ÏÌÓ„ÓÏÂÌÓÒÚË ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ
µ2

22σ
,  „‰Â µ Ë σ2 fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÂ‰ÌËÏ Ë ÓÚÍÎÓÌfl˛˘ËÏÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË Â„Ó „ËÒÚÓ„‡ÏÏ˚

‡ÒÒÚÓflÌËÈ; ‰‡ÌÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ‚˚·ÓÍË ËÌÙÓÏ‡ˆËË ÔË ÔÓËÒÍÂ
ÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ·ÎËÁÓÒÚË.

ê‡Ì„ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

ê‡Ì„ÓÏ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸-
Ì‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, || ⋅ ||), Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ (V, || ⋅ ||) → (X,d).
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Ö‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ‡Ì„ÓÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl
‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ n-ÏÂÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚ ÌÂÏ, Ú.Â. Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n, Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ �n → (X,d).

ä‚‡ÁËÂ‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ‡Ì„ÓÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ n-ÏÂÌÓÈ Í‚‡ÁËÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚ ÌÂÏ, Ú.Â. Â‚ÍÎË‰Ó‚‡
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n, Ú‡ÍÓ„Ó ˜ÚÓ ‚ ÌÂÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Í‚‡ÁËËÁÓÏÂÚËfl �n →  (X,d). ê‡Ì„
Î˛·Ó„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ , „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, ‡‚ÂÌ 1.

ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ë Î˛·˚ı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı p, q > 0 ÔÛÒÚ¸

M Xp
q ( ) =

i
i

p
A

=

+∞

∑ ( )
1

diam( ) , „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ Ò˜ÂÚÌ˚Ï ÔÓÍ˚ÚËflÏ {Ai}i

ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Ò ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ Ai ÏÂÌ¸¯Â q . ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ (ËÎË ‡ÁÏÂ-
ÌÓÒÚ¸ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡-ÅÂÒËÍÓ‚Ë˜‡, ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÂÏÍÓÒÚË, Ù‡ÍÚ‡Î¸Ì‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸)
dimHaus(X,d) ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

inf : lim ( ) .p M X
q

p
q

→
=






0

0

ã˛·ÓÂ Ò˜ÂÚÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ËÏÂÂÚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡,
‡‚ÌÛ˛ 0; ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ ‰Îfl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n ‡‚Ì‡ n.

ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Â„Ó ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ Ò‚ÂıÛ Ë ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ
‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ ÒÌËÁÛ.

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Â„Ó ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl

‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ (ËÎË ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÎÂ·Â„Ó‚‡ ÔÓÍ˚ÚËfl) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

inf dim ( , ) ,
′

′{ }d
X d

Haus

„‰Â d' – Î˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ï, ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡fl d, ‡ 
 
dim
Haus

 – ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸

ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡.
Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ n, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó
ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó ÔÓÍ˚ÚËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓ‰ÔÓÍ˚ÚËÂ
(Ú.Â. ÔÓ‰‡Á‰ÂÎÂÌËÂ), Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ÌË Ó‰Ì‡ ËÁ ÚÓ˜ÂÍ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÌÂ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ
·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ n + 1 ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ï.

î‡ÍÚ‡Î
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Î˛·Ó„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ

Â„Ó ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡. î‡ÍÚ‡ÎÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó,
‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ˝ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚÓ„ËÏ. (èÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ å‡Ì‰ÂÎ¸·ÓÈÚ
ÓÔÂ‰ÂÎËÎ Ù‡ÍÚ‡Î Í‡Í ÚÓ˜Â˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ò ÌÂˆÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛
ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡). ç‡ÔËÏÂ, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ä‡ÌÚÓ‡, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÂ Í‡Í ÍÓÏÔ‡ÍÚ-
ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ � , d(x, y) = |x–y|), Ó·Î‡‰‡ÂÚ ‡Á-

ÏÂÌÓÒÚ¸˛ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ 
ln

ln
;

2

3
 (ÒÏ. ‰Û„Û˛ ä‡ÌÚÓÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ Ì‡ ÌÂÏ ‚ „Î. 11, 18).

ÑÛ„ÓÈ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÈ Ù‡ÍÚ‡Î, ÍÓ‚Â ëÂÔËÌÒÍÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ [0,1] × [0,1], fl‚ÎflÂÚ-



ÉÎ‡‚‡ 1. é·˘ËÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl 29

Òfl  ÔÓÎÌ˚Ï  „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ  ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ  ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ  ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
(�2, d(x, y) = ||x–y||1).

íÂÏËÌ Ù‡ÍÚ‡Î ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‚ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÏ ÒÏ˚ÒÎÂ ‰Îfl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl
Ò‡ÏÓÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚË (Ú.Â., „Û·Ó „Ó‚Ófl, ÔÓ‰Ó·Ëfl ÔË Î˛·ÓÏ Ï‡Ò¯Ú‡·Â) Ó·˙ÂÍÚ‡
(Ó·˚˜ÌÓ – ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �n).

ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÄÒÒÛ‡‰–ç‡„‡Ú‡
ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ ÄÒÒÛ‡‰‡–ç‡„‡Ú˚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ n (ËÎË ∞, ÂÒÎË Ú‡ÍÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ n ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ),
‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ë > 0, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı s > 0 ËÏÂÂÚÒfl
ÔÓÍ˚ÚËÂ ï Â„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ò ‰Ë‡ÏÂÚ‡ÏË ≤ë s, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰ÓÂ
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï ‰Ë‡ÏÂÚ‡ ≤s ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚÒfl Ò ≤n + 1 ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ÔÓÍ˚ÚËfl.

ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÄÒÒÛ‡‰‡–ç‡„‡Ú˚ ·Û‰ÂÚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
d – ÏÂÚËÍ‡ Û‰‚ÓÂÌËfl.

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ Â„Ó
‡ÁÏÂÌÓÒÚË ÄÒÒÛ‡‰‡–ç‡„‡Ú˚.

ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Û‰‚ÓÂÌËfl
ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ Û‰‚ÓÂÌËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡Ë-

ÏÂÌ¸¯ÂÂ ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ N (ËÎË ∞, ÂÒÎË Ú‡ÍÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ N ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ), Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ
Í‡Ê‰˚È ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡ (ËÎË, ÒÍ‡ÊÂÏ, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡) ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ ÔÓÍ˚Ú ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ÌÂ ·ÓÎÂÂ 2N ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ¯‡Ó‚ (ËÎË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚) Ò ÔÓÎÓ‚ËÌÌ˚Ï ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ. ÖÒÎË (X,d) ËÏÂÂÚ ÍÓÌÂ˜ÌÛ˛ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
Û‰‚ÓÂÌËfl, ÚÓ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Û‰‚ÓÂÌËfl.

ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÇÓÎ¸·Â„‡–äÓÌfl„ËÌ‡
ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ ÇÓÎ¸·Â„‡–äÓÌfl„ËÌ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ C > 1 (ËÎË ∞, ÂÒÎË Ú‡ÍÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ C ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ), ‰Îfl
ÍÓÚÓÓÈ ï Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÏÂÓÈ Û‰‚ÓÂÌËfl, Ú.Â. ·ÓÂÎÂ‚ÒÍÓÈ ÏÂÓÈ µ, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ

µ ≤ µ( ( , )) ( , ))B x r C B r2

‰Îfl ‚ÒÂı x ∈  X Ë r > 0. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÏÂÓÈ Û‰‚ÓÂÌËfl
ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Û‰‚ÓÂÌËfl, Ë Î˛·‡fl ÔÓÎÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
Û‰‚ÓÂÌËfl Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÏÂÓÈ Û‰‚ÓÂÌËfl.

äÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ ä‡„Â‡–êÛÎ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡Ë-
ÏÂÌ¸¯‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ò > 1 (ËÎË ∞ , ÂÒÎË Ú‡ÍÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ Ò ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ), ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ

B x r c B x r( , ) ( , )2 ≤

‰Îfl ‚ÒÂı x  ∈  X  Ë r  > 0. ÖÒÎË ÓÌ‡ ÍÓÌÂ˜Ì‡ (ÒÍ‡ÊÂÏ, ‡‚Ì‡ t), ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË Û‰‚ÓÂÌËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÒÓÒÚ‡‚ËÚ 4t.

ÄÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
èÓÌflÚËÂ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ·˚ÎÓ

‚‚Â‰ÂÌÓ ÉÓÏÓ‚˚Ï. ùÚÓ – Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ˜ËÒÎÓ n , Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó s > 0
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ D = D(s) Ë ÔÓÍ˚ÚËÂ ï Â„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ò ‰Ë‡ÏÂÚ‡ÏË,
ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰fl˘ËÏË D , ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰ÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï ‰Ë‡ÏÂÚ‡ ≤s ÔÂ-
ÂÒÂÍ‡ÂÚÒfl Ò ≤n + 1 ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ÔÓÍ˚ÚËfl.

ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÉÓ‰ÒËÎ–å‡ÍÍÂfl
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) ËÏÂÂÚ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÉÓ‰ÒËÎ–å‡ÍÍÂfl n ≥ 0, ÂÒÎË

ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ˝ÎÂÏÂÌÚ x0 ∈  X Ë ‰‚Â ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ Ò  Ë ë , Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ
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ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ckn ≤ |{x ∈  X : d(x, x0) ≤ k}| ≤ Ckn ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡
k � 0. Ñ‡ÌÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ ·˚ÎÓ ‚‚Â‰ÂÌÓ ‚ [GoMc80] ‰Îfl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ÏÂÚËÍË ÔÛÚË
Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó „‡Ù‡. Å˚ÎÓ ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÂÒÎË „ÛÔÔ‡ �n ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ
Ì‡ ‚Â¯ËÌ‡ı „‡Ù‡ ÚÓ˜ÌÓ Ë Ò ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ Ó·ËÚ, ÚÓ ‰‡ÌÌ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸
‡‚Ì‡ n.

ÑÎËÌ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
ÑÎËÌÓÈ îÂÏÎËÌ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÏÂÌ‡fl ‚ÌÂ¯Ìflfl

ÏÂ‡ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ Ì‡ X.
ÑÎËÌÓÈ ïÂÈÍÏ‡Ì‡ lng(Y) ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M ⊂  X ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl sup ( ) : , .lng M M M M{ ′ ′ ⊂ ′ < ∞}  á‰ÂÒ¸ lng(∅ ) = 0 Ë, ‰Îfl ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó

ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M' ⊂  X, lng(M') = min ( , ),d x x
i

n

i i
=

−∑
1

1  „‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ

ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏ x0, ..., xn, Ú‡ÍËÏ ˜ÚÓ {xi : i = 0, 1, ..., n} = M'.
ÑÎËÌÓÈ òÂıÚÏ‡Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

inf ai
i

n
2

1=
∑  ÔÓ ‚ÒÂÏ Ú‡ÍËÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏ a1, ..., an ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, ˜ÚÓ

ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ï0, …, ïn ‡Á·ËÂÌËÈ ï ÒÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ-
‚‡ÏË:

1. ï0 = {X} Ë ïn = {{x} : x ∈  X};
2. ïi ÔÓ‰‡Á·Ë‚‡ÂÚ ïi–1 ‰Îfl i = 1, …, n;
3. ÑÎfl i = 1,…, n  Ë B, C ⊂  A ∈  Xi–1 Ò B, C ∈  Xi ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÂ

ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f ËÁ Ç Ì‡ ë, ˜ÚÓ d(x, f)(x)) ≤ ai ‰Îfl ‚ÒÂı x ∈  B.

íËÔ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
íËÔ ÔÓ ÖÌÙÎÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ‡‚ÂÌ , ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡Í‡fl

ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ 1 ≤ ë < ∞, ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó n ∈  � Ë Í‡Ê‰ÓÈ ÙÛÌÍˆËË f : {–1,1}n → X ËÏÂÂÚ
ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ε

ε ε
∈ −
∑ −( ) ≤
{ , }

( ),  ( )  
1 1 n

d f fp

≤ −
= ∈ −

− + −∑ ∑C d f fp

j

n
p

j j n j j n
n1 1 1

1 1 1 1 1

ε

ε ε ε ε ε ε ε ε
{ , }

( ( , ..., , , ..., ),  ( , ..., , , ..., )).

Å‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || ⋅ ||) ÚËÔ‡  ÔÓ ÖÌÙÎÓ ËÏÂÂÚ ÚËÔ  ÔÓ ê‡‰ÂÏ‡ıÂÛ,
Ú.Â. ‰Îfl ‚ÒÂı ı1,…,ın ∈  V ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

ε

ε
∈ − = =
∑ ∑ ∑≤
{ , }

.
1 1 1 1n

j j
j

n
p

p

j

n

j

p
x C x

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ˆÂÔ¸˛ å‡ÍÓ‚‡

Ì‡ ï fl‚ÎflÂÚÒfl ˆÂÔ¸ å‡ÍÓ‚‡ �l l{ } =
∞

0
 Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÒÓÒÚÓflÌËÈ {ı1,…,ım} ⊂  X

c Ú‡ÍËÏ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï ÔÂÂÌÓÒÓÏ m × m Ï‡ÚËˆ˚ ((aij)) ˜ÚÓ P(Zl+1 = xj : Zl = xj) = aij Ë

P(Z0 = xi) = 
1

m
 ‰Îfl ‚ÒÂı ˆÂÎ˚ı 1 ≤ i, j ≤ m Ë l  ≥ 0. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d)
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ËÏÂÂÚ ÚËÔ  ÔÓ å‡ÍÓ‚Û (ÅÓÎÎ, 1992), ÂÒÎË supT Mp(X, T) < ∞ , „‰Â Mp(X, T) – Ú‡Í‡fl

Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ C > 0, ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ˆÂÔË å‡ÍÓ‚‡ 
  

�l l{ } =
∞

0

Ì ‡  ï ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl, ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÓÊË‰‡ÂÏÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ (ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl)

  �[ ]X = xp x
x
∑ ( )  ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ï, ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

  � �d Z Z TC d Z Zp
T

p p( , ) ( , ).0 1 0≤

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÚËÔ‡   ÔÓ å‡ÍÓ‚Û ËÏÂÂÚ ÚËÔ  ÔÓ ÖÌÙÎÓ.

ëËÎ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò s ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÌÂ-

ÌÛÎÂ‚˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË dx,y. Ö„Ó ÒËÎ‡ ÂÒÚ¸ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ˜ËÒÎÓ t, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı
ˆÂÎ˚ı p, q ≥ 0 c p + q ≤ t ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ fpq(s) ÒÚÂÔÂÌË, ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰fl˘ÂÈ

min{p, q}, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ( ) ( )d dij
p

ij
q2 2( )( ) = f dpq ij( ) .2( )( )

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î
ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M ⊂  X  ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (X,d)

ÔËÏÂ˚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ Ì‡ å ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÌËÊÂ.

-˝ÌÂ„Ëfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å ÂÒÚ¸ ˜ËÒÎÓ 
x y M x y

pd x y, , ( , )
;

∈ ≠
∑ 1

 Ó·˚˜ÌÓ  = 1,2.

ëÂ‰ÌÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å ÂÒÚ¸ ˜ËÒÎÓ 
1

1M M
d x y

x y M
−( ) ∈

∑
,

( , ).

àÌ‰ÂÍÒ ÇËÌÂ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å (ÔËÏÂÌflÂÏ˚È ‚ ıËÏËË) ÂÒÚ¸ ˜ËÒÎÓ 
1

2
x y M

d x y
,

( , ).
∈

∑
ñÂÌÚ Ï‡ÒÒ˚ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å ÂÒÚ¸ ÚÓ˜Í‡ x ∈  M, ÏËÌËÏËÁËÛ˛˘‡fl

ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î 
y M

d x y
∈
∑ 2 ( , ).

óËÒÎÓ ‚ÒÚÂ˜Ë
óËÒÎÓÏ ‚ÒÚÂ˜Ë (ËÎË ˜ËÒÎÓÏ ÉÓÒÒ‡, Ï‡„Ë˜ÂÒÍËÏ ˜ËÒÎÓÏ) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ r(X,d) (ÂÒÎË
Ú‡ÍÓÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ), Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ˆÂÎÓ„Ó n Ë Î˛·˚ı (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ
‡ÁÎË˜Ì˚ı) x1,...,xn ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ x ∈  X, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó

r X d d x xi
i

n

( , ) ( , ).=
=
∑1

2
1

ÖÒÎË ‰Îfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ˜ËÒÎÓ ‚ÒÚÂ˜Ë r(X,d) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ÚÓ
„Ó‚ÓflÚ, ˜ÚÓ (X,d) ËÏÂÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÒÂ‰ÌÂ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ë Â„Ó Ï‡„Ë˜ÂÒÍ‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 
  

r X d

X d

( , )

( , )
,

diam
 „‰Â diam(X,d) = max ( , )

,x y X
d x y

∈
 – ‰Ë‡ÏÂÚ (X,d).

ä‡Ê‰ÓÂ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ Ò‚flÁÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ
ÒÂ‰ÌÂ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl. Ö‰ËÌË˜Ì˚È ¯‡ {x  ∈  V : ||x|| ≤ 1} ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
(V, || ⋅ ||) ËÏÂÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÒÂ‰ÌÂ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ò ˜ËÒÎÓÏ ‚ÒÚÂ˜Ë 1.
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èÓfl‰ÓÍ ÍÓÌ„Û˝ÌÚÌÓÒÚË

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÔÓfl‰ÍÓÏ ÍÓÌ„Û˝ÌÚÌÓÒÚË n , ÂÒÎË
Í‡Ê‰ÓÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÌÂ fl‚Îfl˛˘ÂÂÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË
‚ÎÓÊËÏ˚Ï ‚ (X,d), ËÏÂÂÚ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ ÌÂ ·ÓÎÂÂ n ÚÓ˜ÂÍ, ÍÓÚÓÓÂ
ÌÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚ÎÓÊÂÌÓ ‚ (X,d).

ê‡‰ËÛÒ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

èÛÒÚ¸ (X,d) – Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë M ⊂  X. åÂÚË˜ÂÒÍËÏ
‡‰ËÛÒÓÏ (ËÎË ‡‰ËÛÒÓÏ) ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÌÙËÏÛÏ ‡‰ËÛÒÓ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı
¯‡Ó‚, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Ëı å, Ú.Â. inf sup ( , ).

x M y M
d x y

∈ ∈
 çÂÍÓÚÓ˚Â ‡‚ÚÓ˚ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ‡‰ËÛÒÓÏ

ÔÓÎÓ‚ËÌÛ ‰Ë‡ÏÂÚ‡.
ê‡‰ËÛÒÓÏ ÔÓÍ˚ÚËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M ⊂  X  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl max min ( , ),

x X y M
d x y

∈ ∈
 Ú.Â. Ì‡Ë-

ÏÂÌ¸¯ÂÂ ˜ËÒÎÓ R, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ÓÚÍ˚Ú˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ¯‡˚ ‡‰ËÛÒ‡ R c ˆÂÌÚ‡ÏË ‚
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ı å ÔÓÍ˚‚‡˛Ú ï. Ö„Ó Ì‡Á˚‚‡˛Ú Â˘Â ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚˚Ï
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚ ï Í å. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó å Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ε-ÔÓÍ˚ÚËÂÏ, ÂÒÎË Â„Ó ‡‰ËÛÒ
ÔÓÍ˚ÚËfl ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ε. ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ m  ÏË-
ÌËÏ‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ‡ÒÒÚÓflÌÌ‡fl ÍÓÌÙË„Û‡ˆËfl ‡ÁÏÂ‡ m  ÂÒÚ¸ m-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï Ò
Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ‡‰ËÛÒÓÏ ÔÓÍ˚ÚËfl.

ê‡‰ËÛÒÓÏ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M ⊂  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÓÂ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ r, ˜ÚÓ
ÓÚÍ˚Ú˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ¯‡˚ ‡‰ËÛÒ‡ r Ò ˆÂÌÚ‡ÏË ‚ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ı å fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÏËÒfl, Ú.Â. min min ( , ) .

y X y M
d x y r

∈ ∈
> 2  åÌÓÊÂÒÚ‚Ó å Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ε-ÛÔÎÓÚÌÂÌËÂÏ, ÂÒÎË Â„Ó ‡‰ËÛÒ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl ÌÂ ÏÂÌÂÂ ε. ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸-
ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ m Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ‡ÒÒÚÓflÌÌ‡fl ÍÓÌÙË„Û‡ˆËfl ‡ÁÏÂ‡ m  ÂÒÚ¸ m-ÔÓ‰ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Ò Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÏ ‡‰ËÛÒÓÏ ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl.

ê‡ÁÏÂ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ε-ÔÓÍ˚ÚËfl ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ ‡ÁÏÂ‡ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯Â„Ó

  

ε
2

-ÛÔÎÓÚÌÂÌËfl. 
  

ε
2

-ÛÔÎÓÚÌÂÌËÂ  å fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ‡Ò¯ËflÂÏ˚Ï, ÂÒÎË M ∪  {x} ÌÂ fl‚ÎflÂÚ-

Òfl 
ε
2

-ÛÔÎÓÚÌÂÌËÂÏ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  X\M, Ú.Â. å fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ε-ÒÂÚ¸˛.

ùÍÒˆÂÌÚËÒËÚÂÚ

èÛÒÚ¸ (X,d) – Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. ùÍÒˆÂÌÚËÒËÚÂÚÓÏ ÚÓ˜ÍË
x ∈  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ e x( ) = max ( , ).

y X
d x y

∈
 óËÒÎ‡ max ( )

x X
e x

∈
 Ë min ( )

x X
e x

∈
 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ Ë ‡‰ËÛÒÓÏ (X,d).
íÓ˜ÍË x ∈  X Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï Â(ı) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÂËÙÂËÈÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË.

åÌÓÊÂÒÚ‚‡ {x ∈  X : e(x) ≤ e(z) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó z ∈  X} Ë x X d x y
y X

∈{ ≤
∈
∑: ( , )

  y X

d y
∈
∑ ( , )z

‰Îfl Î˛·Ó„Ó z ∈  X } Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ˆÂÌÚÓÏ (ËÎË
ˆÂÌÚÓÏ ˝ÍÒˆÂÌÚËÒËÚÂÚ‡, ˆÂÌÚÓÏ) Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂ‰Ë‡ÌÓÈ (ËÎË ˆÂÌÚÓÏ
‡ÒÒÚÓflÌËfl) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d).

k-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl M ⊂  X k-ÏÂ‰Ë‡ÌÓÈ, ÂÒÎË ÓÌ‡ ÏËÌËÏËÁËÛÂÚ ÒÛÏÏÛ

x X

d x M
∈
∑ ( , ),  „‰Â d(x,M) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.
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åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ‰Ë‡ÏÂÚ
åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ‰Ë‡ÏÂÚ (ËÎË ‰Ë‡ÏÂÚ, ¯ËËÌ‡) diam(M) ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M  ⊆  X

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

sup ( , ).
,x y M

d x y
∈

É‡Ù ‰Ë‡ÏÂÚ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å  ËÏÂÂÚ ‚Â¯ËÌ‡ÏË ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË x ∈  M  Ò d(x,y) =
= diam(M) ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó y   ∈  M, ‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Â·Â – Ô‡˚ Â„Ó ‚Â¯ËÌ Ì‡
‡ÒÒÚÓflÌËË diam(M) ‚ (X,d).

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÌÚËÔÓ‰‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË ‰Ë‡ÏÂÚ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ), ÂÒÎË ‰Îfl
Î˛·Ó„Ó x ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰Ë‡ÏÂÚ‡Î¸ÌÓ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ‡fl ÚÓ˜Í‡ – Â„Ó ‡ÌÚËÔÓ‰, Ú.Â.
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ x' ∈  X, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ËÌÚÂ‚‡Î I(x,x') ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ï.

ïÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ˜ËÒÎ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ë ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ D

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ D-ıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ ˜ËÒÎÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
(X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÂ ıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ „‡Ù‡ D -‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl (X,d),
Ú.Â. „‡Ù‡ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ ï Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Â·Â {xy :d(x,y) ∈  D}. é·˚˜ÌÓ
(X,d) fl‚ÎflÂÚÒfl lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ë D = {1} (ıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ ÅÂÌ‰‡–èÂÎÂÒ‡)
ËÎË D = [1–ε, 1+ε] (ıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ „‡Ù‡ ε-Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl).

ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÔÓÎËıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ ˜ËÒÎÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˆ‚ÂÚÓ‚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÓÍ‡¯Ë‚‡ÌËfl ‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ x ∈  X Ú‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ ˆ‚ÂÚ‡ ëi ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÎÓ Ú‡ÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ di,
˜ÚÓ·˚ ÌËÍ‡ÍËÂ ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ËÁ ëi ÌÂ Ì‡ıÓ‰ËÎËÒ¸ Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË di.

ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ t > 0  ıÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ t-‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˆ‚ÂÚÓ‚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÓÍ‡¯Ë‚‡ÌËfl
‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ x ∈  X Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË ≤t ËÏÂ˛Ú ‡ÁÌ˚Â
ˆ‚ÂÚ‡.

ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ t > 0 t-Ï ˜ËÒÎÓÏ Å‡·‡Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˆ‚ÂÚÓ‚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÓÍ‡¯Ë‚‡ÌËfl ‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ x ∈  X Ú‡Í,
˜ÚÓ·˚ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ D ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ò |D| ≤ t ˆ‚ÂÚ‡ Î˛·˚ı
‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÍÓÚÓ˚ÏË ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ D, ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÎË.

éÚÌÓ¯ÂÌËÂ òÚÂÈÌÂ‡
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë V ⊂  X – Â„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ

ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÎÌ˚È ‚Á‚Â¯ÂÌÌ˚È „‡Ù G = (V,E) Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
‚Â¯ËÌ V Ë ‚ÂÒ‡ÏË Â·Â d(x,y) ‰Îfl ‚ÒÂı x,y ∈  V.

éÒÚÓ‚Ì˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ í „‡Ù‡ G Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÁ |V| – 1 Â·‡,
Ó·‡ÁÛ˛˘ÂÂ ‰ÂÂ‚Ó Ì‡ V, Ò ‚ÂÒÓÏ d(T), ‡‚Ì˚Ï ÒÛÏÏÂ ‚ÂÒÓ‚ Â„Ó Â·Â. èÛÒÚ¸ MSTV –
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÓÒÚÓ‚ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó „‡Ù‡ G, Ú.Â. ÓÒÚÓ‚ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÒ‡
d(MSTV).

åËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó òÚÂÈÌÂ‡ Ì‡ V ÂÒÚ¸ Ú‡ÍÓÂ ‰ÂÂ‚Ó SMTV, ˜ÚÓ Â„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ-
‚Ó ‚Â¯ËÌ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ï, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÏ V,  Ë d SMTV( ) =
=  inf ( ).

:M X V M
Md MST

⊂ ⊂
éÚÌÓ¯ÂÌËÂ òÚÂÈÌÂ‡ S t(X,d) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl

Í‡Í

inf
( )

( )
.

V X

V

V

d SMT

d MST⊂
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ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ËÏÂÂÏ 
1

2
1≤ ≤St X d( , ) .  ÑÎfl

l2-ÏÂÚËÍË (Ú.Â. Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍË) Ì‡ �2, ÓÌÓ ‡‚ÌÓ 
3

2
, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ‰Îfl l

1-ÏÂÚËÍË Ì‡ �2 ÓÌÓ ‡‚ÌÓ 
2

3
.

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ·‡ÁËÒ
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó M ⊂  X

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ·‡ÁËÒÓÏ ï, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ: d(x,s) =
d(y,s) ‰Îfl ‚ÒÂı s ∈  M  ‚ÎÂ˜ÂÚ x = y. ÑÎfl x ∈  X ˜ËÒÎ‡ d(x,s), s ∈  M Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ı.

ëÂ‰ËÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë y, z ∈  X – ‰‚Â Â„Ó

‡ÁÎË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË. ëÂ‰ËÌÌÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ (ËÎË ·ËÒÒÂÍÚËÒÓÈ) ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó {x ∈  X : d(x,y) = d(x,z)} ÒÂ‰ËÌÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ ı.

ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ËÏÂÂÚ n-ÚÓ˜Â˜ÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ·ËÒ-
ÒÂÍÚËÒ˚, ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡˚ Â„Ó ÚÓ˜ÂÍ ÒÂ‰ËÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÏÂÂÚ Ó‚ÌÓ n
ÚÓ˜ÂÍ. 1-íÓ˜Â˜ÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ·ËÒÒÂÍÚËÒ˚ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl
ÒÂ‰ËÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË (ÒÏ. ëÂ‰ËÌÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸).

îÛÌÍˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl
îÛÌÍˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ËÎË ÎÛ˜Â‚‡fl ÙÛÌÍˆËfl) ÂÒÚ¸ ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ì‡

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (X,d) (Ó·˚˜ÌÓ Ì‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �n)
f X: ,→ ��0  ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï, Ú.Â. f(tx) = tf(f) ‰Îfl ‚ÒÂı t ≥ 0 Ë ‚ÒÂı x ∈

X.
îÛÌÍˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl f Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ,  ÂÒÎË f(x) = f(–x),

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ, ÂÒÎË f(x) > 0 ‰Îfl ‚ÒÂı ı ≠ 0 Ë ‚˚ÔÛÍÎÓÈ, ÂÒÎË f(x + y) ≤ f(x) + f(y) c
f(0) = 0.

ÖÒÎË ï = �n, ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó {x ∈  �n : f(x) < 1} Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Á‚ÂÁ‰Ì˚Ï ÚÂÎÓÏ; ÓÌÓ
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl. á‚ÂÁ‰ÌÓÂ ÚÂÎÓ ·Û‰ÂÚ Ó„‡ÌË˜ÂÌ-
Ì˚Ï, ÂÒÎË f ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡, ÓÌÓ ·Û‰ÂÚ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ì‡˜‡Î‡
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÂÒÎË f ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡, Ë ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË f – ‚˚ÔÛÍÎ‡.

Ç˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl
èÛÒÚ¸ B ⊂  �n – ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸, ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡fl ‚ Ò‚ÓÂÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚË

Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. Ç˚ÔÛÍÎÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ËÎË ËÁÏÂËÚÂÎÂÏ, ÙÛÌÍˆËÂÈ
‡ÒÒÚÓflÌËfl åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó) dB(x,y) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl
‰Îfl x ≠ y Í‡Í

inf{α > 0 : y – x ∈ α B}.

ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Í‡Í 
y x

x

−
−

2

2z
,  „‰Â

z – Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÚÓ˜Í‡ „‡ÌËˆ˚ ∂(x + B), ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘‡fl ÎÛ˜Û, ‚˚ıÓ‰fl˘ÂÏÛ ËÁ ı Ë
ÔÓıÓ‰fl˘ÂÏÛ ˜ÂÂÁ Û. èË ˝ÚÓÏ B = {x ∈  �n : dB(0, x) ≤ 1} Ò ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl
x ∈  ∂B . Ç˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ, ÂÒÎË
Ç – ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ, ÚÂÚ‡˝‰‡Î¸ÌÓÈ, ÂÒÎË ˝ÚÓ ÚÂÚ‡˝‰, Ë Ú.‰.

ÖÒÎË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ç ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÚÓ
dB fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó (ÒÏ. „Î. 6), Â‰ËÌË˜Ì˚È ¯‡ ÍÓÚÓÓÈ ÂÒÚ¸ Ç.
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ùÎÂÏÂÌÚ Ì‡ËÎÛ˜¯Â„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë M ⊂  X  – Â„Ó ÔÓ‰-

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. íÓ„‰‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ u0 ∈  M Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ Ì‡ËÎÛ˜¯Â„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl
Í ‰‡ÌÌÓÏÛ ˝ÎÂÏÂÌÚÛ x ∈  X, ÂÒÎË d x u( , )0 = inf ( , ),

u M
d x u

∈
 Ú.Â. ÂÒÎË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ d(x, u0)

fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ  d(x, M).
åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓÂÍˆËfl (ËÎË ÓÔÂ‡ÚÓ Ì‡ËÎÛ˜¯Â„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl, ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ

·ÎËÊ‡È¯ÂÈ ÚÓ˜ÍË) ÂÒÚ¸ ÏÌÓ„ÓÁÌ‡˜ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ, ÒÚ‡‚fl˘ÂÂ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ
Í‡Ê‰ÓÏÛ ˝ÎÂÏÂÌÚÛ d(x ∈  X) ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ì‡ËÎÛ˜¯Â„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl ËÁ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl).

åÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ óÂ·˚¯Â‚‡ (ËÎË ÒÂÎÂÍÚËÛÂÏ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ) ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó M ⊂  X , ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ Ì‡ËÎÛ˜¯Â„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó x  ∈  X. èÓ‰-
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó M ⊂  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÔÓÎÛ-óÂ·˚¯Â‚‡, ÂÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ÌÂ ·ÓÎÂÂ
Ó‰ÌÓ„Ó Ú‡ÍÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡, Ë ÔÓÍÒËÏËÌ‡Î¸Ì˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ, ÂÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ÌÂ ÏÂÌÂÂ
Ó‰ÌÓ„Ó Ú‡ÍÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡.

ê‡‰ËÛÒÓÏ óÂ·˚¯Â‚‡ ‰Îfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl inf sup ( , ),
x X y M

d x y
∈ ∈

 ‡ ˆÂÌÚÓÏ

óÂ·˚¯Â‚‡ ‰Îfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å – ˝ÎÂÏÂÌÚ x0 ∈  X, Â‡ÎËÁÛ˛˘ËÈ ‰‡ÌÌ˚È ËÌÙËÏÛÏ.

ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ë ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M   ⊂  X ‡ÒÒÚÓflÌÌ˚Ï

ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËfl fM : X → �  ≥ 0, „‰Â f xM ( ) = inf ( , )
u M

d x u
∈

 ÂÒÚ¸

‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ d(x,M) (ÒÏ. åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓÂÍˆËfl).
ÖÒÎË „‡ÌËˆ‡ Ç(å) ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡, ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ

gM ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í g xM ( ) = −
∈
inf ( , )

( )u B M
d x u  ‰Îfl x ∈  M Ë Í‡Í g xM ( ) = inf ( , )

( )u B M
d x u

∈

‚ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÒÎÛ˜‡flı. ÖÒÎË å fl‚ÎflÂÚÒfl (Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï Ë ÓËÂÌÚËÛÂÏ˚Ï) ÏÌÓ„Ó-
Ó·‡ÁËÂÏ ‚ �n, ÚÓ gM ·Û‰ÂÚ Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ |∇ g| = 1 ‰Îfl Â„Ó
„‡‰ËÂÌÚ‡ ∇ .

ÖÒÎË ï  = � n Ë ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  X  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ u(x)
c d(x,M) = d(x,u(x)), (Ú.Â. å ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó óÂ·˚¯Â‚‡), ÚÓ ||x–u(x)|| Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
‚ÂÍÚÓÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl.

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ÔË ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËË ‰‚ËÊÂÌËfl
Ó·ÓÚÓÚÂıÌË˜ÂÒÍËı ÛÒÚÓÈÒÚ‚ (å ‚˚ÒÚÛÔ‡ÂÚ Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÈ) Ë,
„Î‡‚Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ, ÔË Ó·‡·ÓÚÍÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ (‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â å fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ËÎË ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ„‡ÌË˜Ì˚ı ÔËÍÒÂÎÂÈ Ó·‡Á‡). èË ï = � n

„‡Ù {x, fM(x)) : x  ∈  X) ‰Îfl d ( x,M) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ÇÓÓÌÓ„Ó ‰Îfl
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å.

ÑËÒÍÂÚÌ‡fl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡
ÑËÒÍÂÚÌ‡fl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÂÒÚ¸ Ô‡‡, ÒÓÒÚÓfl˘‡fl ËÁ ÌÂÔÛÒÚÓ„Ó ÏÂ-

ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d), Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó Ù‡ÁÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ë
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl f : X → X, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌ˚Ï Á‡ÍÓÌÓÏ. ÑÎfl
Î˛·Ó„Ó x ∈  X Â„Ó Ó·ËÚ‡ ÂÒÚ¸ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {fn(x)}n, „‰Â fn(x) = f(fn–1(x))
Ò f0(x) = x. é·ËÚ‡ x ∈  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ, ÂÒÎË fn(x) = x ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó n >
0.

é·˚˜ÌÓ ‰ËÒÍÂÚÌ˚Â ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ËÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒfl (Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÚÂÓËË
ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl) ‚ ÍÓÌÚÂÍÒÚÂ ÒÚ‡·ËÎ¸ÌÓÒÚË ÒËÒÚÂÏ; ÚÂÓËfl ı‡ÓÒ‡, ÒÓ Ò‚ÓÂÈ ÒÚÓÓÌ˚,
Á‡ÌËÏ‡ÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ÌÂÒÚ‡·ËÎ¸Ì˚ÏË ÒËÒÚÂÏ‡ÏË.
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ÄÚÚ‡ÍÚÓ – Ú‡ÍÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ä  ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï , ˜ÚÓ ÒÛ˘Â-
ÒÚ‚ÛÂÚ ÓÚÍ˚Ú‡fl ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ U ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä , Ó·Î‡‰‡˛˘‡fl Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ
lim ( ( ), )
n

nd f b A
→∞

= 0 ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó b  ∈  U , Ú.Â. Ä ÔËÚfl„Ë‚‡ÂÚ ‚ÒÂ ·ÎËÁÎÂÊ‡˘ËÂ

Ó·ËÚ˚. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â d (x,A) = inf ( , )
y A

d x y
∈

 ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ

Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.
ÑËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ı‡ÓÚË˜ÂÒÍÓÈ (ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ËÎË ÔÓ ÑÂ‚‡ÌË),

ÂÒÎË ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Â„ÛÎflÌÓÈ (Ú.Â. ï ËÏÂÂÚ ÔÎÓÚÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Ò
ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÏË Ó·ËÚ‡ÏË) Ë Ú‡ÌÁËÚË‚ÌÓÈ (Ú.Â. ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÌÂÔÛÒÚ˚ı
ÓÚÍ˚Ú˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ä, Ç ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ˜ËÒÎÓ n , ˜ÚÓ
f A Bn ( ) /) .∩ ≠ 0

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓÎÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ å1 Ë å2

ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡  ï Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‰ËÒÚ‡ÌÚÌ˚ÏË (‡‚ÌÓÓÚÒÚÓfl˘ËÏË), ÂÒÎË ‰Îfl
Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  M1 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ y ∈  M2 Ò d(x,y), ‡‚Ì˚Ï ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÂ ÏÂÊ‰Û
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË å1 Ë å2. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ÂÒÚ¸ ‡Á·ËÂÌËÂ
� ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Ì‡ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ‚Á‡ËÏÌÓ ˝Í‚Ë‰ËÒÚ‡ÌÚÌ˚Â Á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ Ù‡ÍÚÓ-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó X/� Ì‡ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ, ‰Îfl
ÍÓÚÓÓÈ ‡ÒÒÚÓflÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÂÚËÂÈ.

ëÚÛÍÚÛ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓÌÛÒ‡
èÛÒÚ¸ (X, d, x0) – ÔÛÌÍÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Ú.Â. ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-

‚Ó (X, d) Ò ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ x0 ∈  X. ëÚÛÍÚÛÓÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓÌÛÒ‡ Ì‡ ÌÂÏ
fl‚ÎflÂÚÒfl (ÚÓ˜Â˜ÌÓ) ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ft(t ∈  � ≥ 0) ‡ÒÚflÊÂÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï,
ÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÚÓ˜ÍÛ ı0, Ú‡Í ˜ÚÓ d(ft(x,y), ft(y)) = td(x,y) ‰Îfl ‚ÒÂı ı, Û
Ë ft ⋅ fs = fts.

Å‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ËÏÂÂÚ Ú‡ÍÛ˛ ÒÚÛÍÚÛÛ ‰Îfl ‡ÒÚflÊÂÌËÈ ft(x) =
= tx(t ∈  � ≥ 0). Ö˘Â Ó‰ÌËÏ ÔËÏÂÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚ ÍÓÌÛÒ Ì‡‰ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÍÓÌÛÒ‡, „Î.9).

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÌÛÒ
åÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÍÓÌÛÒÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÔÓÎÛÏÂÚËÍ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â

Vn = {1,…,n}.

å‡ÚËˆ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ
èÛÒÚ¸ (X = {x1,…,xn}, d) – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. Ö„Ó Ï‡ÚËˆ‡

‡ÒÒÚÓflÌËÈ – ˝ÚÓ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl n × n Ï‡ÚËˆ‡ ((dij)), „‰Â dij = d(xi, xj) ‰Îfl Î˛·˚ı
1 ≤ i, j ≤ n.

å‡ÚËˆ‡ ä˝ÎË–åÂÌ„Â‡
èÛÒÚ¸ (X = {x1,…,xn}, d) – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. å‡ÚËˆÂÈ ä˝ÎË–

åÂÌ„Â‡ ‰Îfl ÌÂ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl (n+1) × (n+1) Ï‡ÚËˆ‡

CM X d
e

e DT( , ) ,= 





0

„‰Â D  = (dij)) ÂÒÚ¸ Ï‡ÚËˆ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d ), ‡ Â–n-‚ÂÍÚÓ, ‚ÒÂ
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó ‡‚Ì˚ 1. éÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ Ï‡ÚËˆ˚ CM(X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎÂÏ ä˝ÎË–åÂÌ„Â‡.
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å‡ÚËˆ‡ É‡ÏÏ‡
èÛÒÚ¸ v1,…,vk – ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. å‡ÚËˆÂÈ É‡ÏÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl

ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl k × k Ï‡ÚËˆ‡

 
G k i j( , ... ) ,v v v v1 = ( )( )

ÔÓÔ‡Ì˚ı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ  ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ v1,…,vk.
k × k Ï‡ÚËˆ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÛÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,

ÍÓ„‰‡ ˝ÚÓ Ï‡ÚËˆ‡ É‡ÏÏ‡. k × k Ï‡ÚËˆ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ
ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ – Ï‡ÚËˆ‡ É‡ÏÏ‡ Ò ÎËÌÂÈÌÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ÏË
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÏË ‚ÂÍÚÓ‡ÏË.

G(v1,…,vk) = 
  

1

2
2(( ( , )))dE i jv v +  dE j

2
0( , )v v −  dE i j

2 ( , ))),v v  Ú.Â. ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ

〈 ,〉  ÂÒÚ¸ ÔÓ‰Ó·ÌÓÒÚ¸ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÉÓÏÓ‚‡ ‰Îfl Í‚‡‰‡Ú‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl dE
2 .

k × k Ï‡ÚËˆ‡ (( ( , )))dE i j
2 v v  ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡; ‚ÒÂ Ú‡ÍËÂ k × k

Ï‡ÚËˆ˚ Ó·‡ÁÛ˛Ú (ÌÂÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì˚) Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÍÓÌÛÒ ‚ÒÂı Ú‡ÍËı
‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ì‡ ‰‡ÌÌÓÏ k-ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â.

éÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ Ï‡ÚËˆ˚ É‡ÏÏ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎÂÏ É‡ÏÏ‡; Â„Ó
‚ÂÎË˜ËÌ‡ ‡‚Ì‡ Í‚‡‰‡ÚÛ k-ÏÂÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ Ô‡‡ÎÎÂÎÓÚÓÔ‡, ÔÓÒÚÓÂÌÌÓ„Ó Ì‡
v1,…,vk.

àÁÓÏÂÚËfl
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. îÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‚ÎÓÊÂÌËÂÏ ï ‚ Y, ÂÒÎË ÓÌ‡ ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì‡ Ë ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X ËÏÂÂÚ
ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó dY(f(x), f(y)) = dX(x,y).

àÁÓÏÂÚËÂÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ËÂÍÚË‚ÌÓÂ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ. Ñ‚‡ ÏÂÚË-
˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË (ËÎË ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ËÁÓ-
ÏÓÙÌ˚ÏË), ÂÒÎË ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ËÁÓÏÂÚËfl.

ë‚ÓÈÒÚ‚‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ÒÓı‡Ìfl˛˘ËÂÒfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ÏË ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ ËÁÓÏÂÚËÈ (ÔÓÎÌÓÚ‡, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚ¸ Ë Ú.Ô.), Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÏÂÚsË˜ÂÒÍËÏË
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË (ËÎË ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ‡ÏË).

àÁÓÏÂÚËÂÈ ÔÛÚË (ËÎË ÎËÌÂÈÌÓÈ ËÁÓÏÂÚËÂÈ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ï ‚ Y (ÌÂ
Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ·ËÂÍÚË‚ÌÓÂ), ÒÓı‡Ìfl˛˘ÂÂ ‰ÎËÌÛ ÍË‚˚ı.

ÜÂÒÚÍÓÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
ÜÂÒÚÍËÏ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂÏ (ËÎË ÔÓÒÚÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂÏ) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÁÓÏÂÚËfl (X,d) Ì‡ ÒÂ·fl.
ÑÎfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl f ÙÛÌÍˆËfl ÔÂÂÌÂÒÂÌËfl df (x) ‡‚Ì‡ df (x, f(x)). èÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ f

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÔÓÒÚ˚Ï, ÂÒÎË inf ( )
x X

fd x
∈

= d x f x( , ( ))0 0  ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó x0 ∈  X,

Ë Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ‚ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÒÎÛ˜‡flı. èÓÎÛÔÓÒÚÓÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ, ÂÒÎË inf ( )

x X
fd x

∈
=0 Ë ÓÒÂ‚˚Ï (ËÎË „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ) ‚ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı

ÒÎÛ˜‡flı. èÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂÂÌÓÒÓÏ äÎËÙÙÓ‰‡, ÂÒÎË ÙÛÌÍˆËfl ÔÂÂ-
ÌÂÒÂÌËfl df (x) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ ‰Îfl ‚ÒÂı x ∈  X.

ëËÏÏÂÚË˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï , ÂÒÎË ‰Îfl

ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË p  ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÒËÏÏÂÚËfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË,
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Ú.Â. Ú‡ÍÓÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ fp ˝ÚÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ˜ÚÓ fp(fp(x)) = x ‰Îfl
‚ÒÂı x ∈  X, Ë  fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÓÎËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ fp.

é‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï  (ËÎË ÒËÎ¸ÌÓ-

Ú‡ÌÁËÚË‚Ì˚Ï), ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰˚ı ‰‚Ûı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚
Y = {y1, ..., ym} Ë Z = {z1, ..., zm} ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ ï , ÓÚÓ-
·‡Ê‡˛˘ÂÂ Y  ‚ Z. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓ˜Â˜ÌÓ-Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï,
ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı Â„Ó ÚÓ˜ÂÍ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ, ÓÚÓ·‡Ê‡˛˘ÂÂ Ó‰ÌÛ ËÁ
˝ÚËı ÚÓ˜ÂÍ ‚ ‰Û„Û˛. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚
ÒÓ˜ÂÚ‡ÌËË Ò ‰‡ÌÌÓÈ Ú‡ÌÁËÚË‚ÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ ÒËÏÏÂÚËÈ.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍË Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï É˛Ì-
·‡ÛÏ–äÂÎÎË ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÂÒÎË {d(x, z) : z ∈  X} = {d(y, z) : z ∈  X} ‰Îfl
Î˛·˚ı x, y ∈  X.

ê‡ÒÚflÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë r – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ. îÛÌÍˆËfl f : X → X  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÚflÊÂÌËÂÏ, ÂÒÎË d(f(x),
f(y)) = rd(x,y) ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  X.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏÓÂ Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ‰‡ÌÌÓÈ

ÏÂÚËÍË (ÒÏ. „Î. 4).

ÉÓÏÂÓÏÓÙÌ˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
Ñ‚‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, dï) Ë (Y, dY) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „ÓÏÂÓÏÓÙÌ˚ÏË (ËÎË

ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË), ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ ËÁ ï ‚ Y, Ú.Â. Ú‡Í‡fl
·ËÂÍÚË‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f : X → Y, ˜ÚÓ f Ë f–1 ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ (ÔÓÓ·‡Á Í‡Ê‰Ó„Ó ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚ Y fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÍ˚Ú˚Ï ‚ ï).

Ñ‚‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, dï) Ë (Y, dY) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓ
ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡Í‡fl ·ËÂÍÚË‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f : X → Y , ˜ÚÓ f  Ë f–1

fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË. (îÛÌÍˆËfl g ·Û‰ÂÚ ‡‚ÌÓÏÂÌÓ
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ε > 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ δ > 0, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı
x, y ∈  X ËÁ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ dX(x,y) < δ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó dY(g(x), f(y)) < ε; ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl
ÙÛÌÍˆËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ, ÂÒÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ï ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ.)

äÓÌÙÓÏÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. éÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f : X → Y

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı x ∈  X

ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÂ‰ÂÎ lim
( ( ), ( ))

( , )
,

y x

Yd f x f y

d x y→
 ÍÓÚÓ˚È fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï Ë ÔÓÎÓÊË-

ÚÂÎ¸Ì˚Ï.

ä‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. ÉÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ f : X → Y

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï (ËÎË ë-Í‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï) ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÓ-
·‡ÊÂÌËÂÏ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ë, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

lim sup
max ( ( ), ( )) : ( , )

min ( ( ), ( )) : ( , )r

Y X

Y X

d f x f y d x y r

d f x f y d x y r
C

→

≤{ }
≥{ } ≤

0
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‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  X . ç‡ËÏÂÌ¸¯‡fl Ú‡Í‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï ‡ÒÚflÊÂÌËÂÏ.

ä‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‚‡ÁËÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï, ÂÒÎË, ÍÓÏÂ
ÚÓ„Ó, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ë', Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ

max ( ( ), ( )) : ( , )

min ( ( ), ( )) : ( , )

d f x f y d x y r

d f x f y d x y r
CY X

Y X

≤{ }
≥{ } ≤

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı x ∈  X Ë ‚ÒÂı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı r.
äÓÌÙÓÏÌ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) (è‡ÌÒ˛, 1989)

fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÙËÏÛÏÓÏ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ ÔÓ ‚ÒÂÏ Í‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËflÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

ãËÔ¯ËˆÂ‚Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ Ò – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡. ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (X, dï) Ë

(Y, dY) ÙÛÌÍˆËfl f : X → Y  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÔ¯ËˆÂ‚˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ (ËÎË
Ò-ÎËÔ¯ËˆÂ‚˚Ï, ÂÒÎË ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÛÔÓÏflÌÛÚ¸ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ Ò), ÂÒÎË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d f x f y cd x yY X( ( ),  ( )) ( , )≤

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.
Ò-ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ËÏ, ÂÒÎË Ò  = 1, Ë ÒÊË-

Ï‡˛˘ËÏ, ÂÒÎË Ò < 1.

ÅË-ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ Ò > 1 – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡. íÓ„‰‡ ‰Îfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (X,

dï) Ë (Y, dY) ÙÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·Ë-ÎËÔ¯ËˆÂ‚˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ (ËÎË
Ò-·Ë-ÎËÔ¯ËˆÂ‚˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ, Ò - ‚ÎÓÊÂÌËÂÏ), ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ r, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  X ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

rd x y d f x f y crd x yX Y X( , ) ( ( ),  ( )) ( , ).≤ ≤

ä‡Ê‰ÓÂ ·Ë-ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Í‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ.

ç‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ò, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ f fl‚ÎflÂÚÒfl Ò-·Ë-ÎËÔ¯ËˆÂ‚˚Ï ÓÚÓ·‡-
ÊÂÌËÂÏ, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÒÍ‡ÊÂÌËÂÏ f.

ÅÛ„‡ÈÌ ‰ÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ Í‡Ê‰ÓÂ k-ÚÓ˜Â˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò-‚ÎÓÊËÏÓ ‚
ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ËÒÍ‡ÊÂÌËÂÏ O(lnk). àÒÍ‡ÊÂÌËÂ ÉÓÏÓ‚‡ ‰Îfl
ÍË‚˚ı ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‰ÎËÌ˚ ‰Û„Ë Í ‰ÎËÌÂ ıÓ‰˚.

Ñ‚Â ÏÂÚËÍË d1 Ë d2 Ì‡ ï Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ·Ë-ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ Ò  Ë ë, ˜ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
cd1(x,y) ≤ d2(x,y) ≤ Cd1(x,y) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X, Ú.Â. ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÂÒÚ¸ ·Ë-ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ (X, d1) ‚ (X, d2).

ê‡‚ÌÓÏÂÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. îÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

‡‚ÌÓÏÂÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ ‰‚Â
ÌÂÛ·˚‚‡˛˘ËÂ ÙÛÌÍˆËË g1 Ë g2 ËÁ �  ≥ 0 ‚ ÒÂ·fl Ò lim ( )

r
ig r

→∞
= ∞  ‰Îfl i  = 1, 2, ˜ÚÓ

ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

g d x y d f x f y g d x yX Y X1 2( ( , ) ( ( ),  ( )) ( ( , ))≤ ≤

ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.
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ÅË-ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÂÒÚ¸ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Ò
ÎËÌÂÈÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË g1 Ë g2.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ ê‡ÏÒÂfl
ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ � ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (Ó·˚˜ÌÓ lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚),

‰‡ÌÌÓ„Ó ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ n ≥ 1 Ë ‰‡ÌÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ Ò ≥ 1 ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
˜ËÒÎÓ ê‡ÏÒÂfl (ËÎË Ò-ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ˜ËÒÎÓ ê‡ÏÒÂfl) RM(c, n) fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÏ
ˆÂÎ˚Ï ˜ËÒÎÓÏ m , Ú‡ÍËÏ ˜ÚÓ ‚ Í‡Ê‰ÓÏ n-ÚÓ˜Â˜ÌÓÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
ËÏÂÂÚÒfl ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÁÏÂÓÏ m, ÍÓÚÓÓÂ Ò-‚ÎÓÊËÏÓ ‚ Ó‰ÌÓ ËÁ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ËÁ � (ÒÏ. [BLMN05]).

Ò-ËÁÓÏÓÙËÁÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. ãËÔ¯ËˆÂ‚‡ ÌÓÏ‡ || ⋅ ||Lip Ì‡

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚ı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ f : X → Y ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

f
d f x f y

d x yx y X x y

Y

X
Lip

, ,
sup

( ( ), ( ))

( , )
.=

∈ ≠

Ñ‚‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï Ë Y  Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ò-ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË, ÂÒÎË
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f : X → Y, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ||f||Lip||f–1|| ≤ c.

ä‚‡ÁËËÁÓÏÂÚËfl
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. îÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

Í‚‡ÁËËÁÓÏÂÚËÂÈ (ËÎË (ë,Ò)-Í‚‡ÁËËÁÓÏÂÚËÂÈ), ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â
˜ËÒÎ‡ ë > 0 Ë c ≥ 0, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ

C d x y c d f x f y Cd x y cX Y X
− − ≤ ≤ +1 ( , ) ( ( ),  ( )) ( , ) ,

Ë 
  
Y B f x c

X
dY

= ∪
∈z

( ( ), ),  Ú.Â. ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË y ∈  Y ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡Í‡fl ÚÓ˜Í‡ x ∈  X, ˜ÚÓ

dY(y,f(x)) ≤ c.
ä‚‡ÁËËÁÓÏÂÚËfl Ò ë = 1 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Û·ÓÈ ËÁÓÏÂÚËÂÈ (ËÎË ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÈ

ËÁÓÏÂÚËÂÈ). ëÏ. ê‡Ì„ Í‚‡ÁËÂ‚ÍÎË‰Ó‚Ó„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

ÉÛ·ÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. îÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

„Û·˚Ï ‚ÎÓÊÂÌËÂÏ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÌÂÛ·˚‚‡˛˘ËÂ ÙÛÌÍˆËË ρ1, ρ2: [0, ∞) → [0, ∞),
Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ ρ1(dX(x,y) ≤  (dY(f(x), ρ2(dX(x,y)) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X Ë lim , .

t
t

→∞
= +∞ρ

åÂÚËÍË d1 Ë d 2  Ì‡ ï Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „Û·Ó ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË, ÂÒÎË
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ ÌÂÛ·˚‚‡˛˘ËÂ ÙÛÌÍˆËË f, g: [0, ∞) → [0, ∞ ), ˜ÚÓ d1 ≤ f(d2) Ë
d2 ≤ g(d1).

ëÊËÏ‡˛˘ÂÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. îÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÒÊËÏ‡˛˘ËÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ (ËÎË  ÒÊ‡ÚËÂÏ, ÒÚÓ„Ó ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ËÏ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ) ÂÒÎË dY(f(x), f(y)) < dX(x,y) ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı x, y ∈  X.

ä‡Ê‰ÓÂ ÒÊ‡ÚËÂ ËÁ ÔÓÎÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ ÒÂ·fl ËÏÂÂÚ Â‰ËÌ-
ÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ.

çÂÒÚfl„Ë‚‡˛˘ÂÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (X, dï) Ë (Y, dY) ÙÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÌÂÒÚfl„Ë‚‡˛˘ËÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ, ÂÒÎË dY(f(x), f(y)) < dX(x,y) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.
ä‡Ê‰‡fl ÌÂÒÚfl„Ë‚‡˛˘‡fl ·ËÂÍˆËfl ËÁ ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡ ÒÂ·fl ÂÒÚ¸ ËÁÓÏÂÚËfl.
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ìÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ÂÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (X, dï) Ë (Y, dY) ÙÛÌÍˆËfl f : X → Y Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ËÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ (ËÎË ÌÂ‡Ò¯Ëfl˛˘ËÏÒfl, ÔÓÎÛÒÊËÏ‡˛˘ËÏ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ), ÂÒÎË dY(f(x), f(y)) ≤ dX(x,y) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.

ã˛·ÓÂ Ò˛˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ÂÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f : X → Y  fl‚ÎflÂÚÒfl
ËÁÓÏÂÚËÂÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ (X, dï) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

èÓ‰ÏÂÚËfl ÂÒÚ¸ ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ÂÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Ó·‡Á Î˛·Ó„Ó ÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ¯‡‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ¯‡ÓÏ ÚÓ„Ó ÊÂ ‡‰ËÛÒ‡.

Ñ‚‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä  Ë Ç ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl (ÔÓ
ÉÓÛ˝ÒÛ) ÔÓ‰Ó·Ì˚ÏË, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ËÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl f : A → X ,
g : b → X Ë Ú‡ÍÓÂ Ï‡ÎÓÂ ε > 0, ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ Ä Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ε ÓÚ
ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ç , Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ Ç Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ε  ÓÚ
ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ë |d (x, g(f(x))) – d(y, f(g(y)))| ≤ ε ‰Îfl ‚ÒÂı x  ∈  A
Ë y ∈  B.

ä‡ÚÂ„ÓËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚
ä‡ÚÂ„ÓËfl Ψ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÍÎ‡ÒÒ‡ ObΨ, ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl

Ó·˙ÂÍÚ‡ÏË Í‡ÚÂ„ÓËË, Ë ÍÎ‡ÒÒ‡ åorΨ, ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÏÓ-
ÙËÁÏ‡ÏË Í‡ÚÂ„ÓËË. ùÚË ÍÎ‡ÒÒ˚ ‰ÓÎÊÌ˚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ÔÂÂ˜ËÒÎÂÌÌ˚Ï ÌËÊÂ
ÛÒÎÓ‚ËflÏ.

1. ä‡Ê‰ÓÈ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÈ Ô‡Â Ó·˙ÂÍÚÓ‚ Ä Ë Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ç(Ä,Ç)
ÏÓÙËÁÏÓ‚.

2. ä‡Ê‰˚È ÏÓÙËÁÏ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÓÏÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û H (A, B).
3. äÓÏÔÓÁËˆËfl f ⋅ g ‰‚Ûı ÏÓÙËÁÏÓ‚ f : A → B, g : C → D ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡, ÂÒÎË B = C, ‚

˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÌ‡ ·Û‰ÂÚ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú¸ H(A, D).
4. äÓÏÔÓÁËˆËfl ÏÓÙËÁÏÓ‚ ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚Ì‡.
5. ä‡Ê‰ÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ç(Ä, Ä) ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ Ú‡ÍÓÈ

ÏÓÙËÁÏ idA, ˜ÚÓ f ⋅ idA = f Ë idA ⋅ g = g ‰Îfl Î˛·˚ı ÏÓÙËÁÏÓ‚ f : X → Y Ë g : A → Y.
ä‡ÚÂ„ÓËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÏ‡fl Met (ÒÏ. [Isbe64]) – ˝ÚÓ

Í‡ÚÂ„ÓËfl, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚˚ÒÚÛÔ‡˛Ú Í‡Í Ó·˙ÂÍÚ˚, ‡
ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ËÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl – Í‡Í ÏÓÙËÁÏ˚. Ç ‰‡ÌÌÓÈ Í‡ÚÂ„ÓËË ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó
Ó·˙ÂÍÚ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì‡fl Ó·ÓÎÓ˜Í‡; ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌ‡ Ò Â„Ó Ì‡ÚflÌÛÚÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍÓÈ. åÓÌÓÏÓÙËÁÏ‡ÏË ‚ Met
fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚Â ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ËÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl, ‡ ËÁÓÏÓÙËÁÏ‡ÏË –
ËÁÓÏÂÚËË.

àÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó

ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚ÎÓÊÂÌËfl f : X →  X' ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d) ‚ ‰Û„ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï', d') ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÛÍÓ‡˜Ë‚‡˛˘ÂÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f' ËÁ X' ‚ ï Ò
 f ' ⋅ f = idX , Ú.Â. ï ÂÒÚ¸ ÂÚ‡ÍÚ ï'. ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ï fl‚ÎflÂÚÒfl ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚Ï
ÂÚ‡ÍÚÓÏ, Ú.Â. ÂÚ‡ÍÚÓÏ Í‡Ê‰Ó„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ‚ ÍÓÚÓÓÂ ÓÌÓ
‚ÎÓÊËÏÓ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚Ï
ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ „ËÔÂ‚˚ÔÛÍÎÓ.

àÌ˙ÂÍÚË‚Ì‡fl Ó·ÓÎÓ˜Í‡
èÓÌflÚËÂ ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍË fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓÌflÚËfl ÔÓÔÓÎÌÂÌËfl

äÓ¯Ë. èÛÒÚ¸ (ï, d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. éÌÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË
‚ÎÓÊËÏÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( ˆ , ˆ);X d  ÂÒÎË ‚ÁflÚ¸
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Î˛·ÓÂ Ú‡ÍÓÂ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ f X X: ˆ ,→  ‰Îfl ÌÂ„Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌ-

ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , )X d  ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ( ˆ , ˆ),X d
ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ f (X), ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍÓÈ ï . éÌÓ ËÁÓ-
ÏÂÚË˜ÂÒÍË ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ì‡ÚflÌÛÚÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d).

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ Ò‚ÓÂÈ ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ç‡ÚflÌÛÚÓÂ ‡Ò¯ËÂÌËÂ
ê‡Ò¯ËÂÌËÂ (ï', d') ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ÚflÌÛÚ˚Ï

‡Ò¯ËÂÌËÂÏ, ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍË d" Ì‡ X', Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÈ ÛÒÎÓ‚ËflÏ
d"(x1, x2) = d(x1, x2) ‰Îfl ‚ÒÂı x1, x2 ∈  X Ë d"(y1, y2) ≤ d'(y1, y2) ‰Îfl ‚ÒÂı y1, y2 ∈  X', ËÏÂÂÏ
d"(y1, y2) = d'(y1, y2) ‰Îfl ‚ÒÂı y1, y2 ∈  X'.

ç‡ÚflÌÛÚ‡fl ÎËÌÂÈÌ‡fl Ó·ÓÎÓ˜Í‡ – ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÂ Ì‡ÚflÌÛÚÓÂ ‡Ò¯ËÂÌËÂ ï,
Ú.Â. ÓÌ‡ ÒÓ‰ÂÊËÚ, Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËı ËÁÓÏÂÚËÈ, Í‡Ê‰ÓÂ Ì‡ÚflÌÛÚÓÂ
‡Ò¯ËÂÌËÂ ï, ÌÓ Ò‡Ï‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó Ì‡ÚflÌÛÚÓ„Ó ‡Ò¯ËÂÌËfl ÌÂ ËÏÂÂÚ.

ç‡ÚflÌÛÚ‡fl ÎËÌÂÈÌ‡fl Ó·ÓÎÓ˜Í‡
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡ Ë ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚

ÌÂÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �X = {f : X → �}. ç‡ÚflÌÛÚ‡fl ÎËÌÂÈÌ‡fl Ó·ÓÎÓ˜Í‡ T(X,d) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
(ï, d) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó T(X,d) = {f ∈  �X : f(x) = =  sup( ( , ) ( ))

y X
d x y f y

∈
−  ‰Îfl

‚ÒÂı x ∈  X}, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏÓÈ Ì‡ T(X,d) ÌÓÏÓÈ f f x
x X

=
∈

sup ( ).

åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï ÏÓÊÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ËÚ¸ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ {hx ∈  T(X, d) : hx(y) = d(y,x)}
ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ T0(X, D) = {f ∈  T(X, d) : 0 ∈  f(X)}. àÌ˙ÂÍÚË‚Ì‡fl
Ó·ÓÎÓ˜Í‡ ( , )X d  ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌ‡ Ò
Ì‡ÚflÌÛÚÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍÓÈ T(X,d) Í‡Í

X T X d x hX T X d hX y d f y x→ → ∈ =( , ),  ( , ) : ( ) ( ( ), ).

ç‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ï = {x1, x2}, ÚÓ T (X,d) fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ‚‡ÎÓÏ ‰ÎËÌ˚ d(x1, x2).
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ Ò‚ÓÂÈ Ì‡ÚflÌÛÚÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍÓÈ
ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ç‡ÚflÌÛÚÛ˛ ÎËÌÂÈÌÛ˛ Ó·ÓÎÓ˜ÍÛ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d) ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó
‰Ë‡ÏÂÚ‡ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌ˚È ÍÓÏÔÎÂÍÒ. ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Ú‡ÍÓ„Ó
ÍÓÏÔÎÂÍÒ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛ ÑÂÒÒ‡ (ËÎË ÍÓÏ·ËÌ‡ÚÓÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛)
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d).

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl (ÔÓ íËÚÒÛ, 1977) ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï

‰ÂÂ‚ÓÏ (ËÎË �-‰ÂÂ‚ÓÏ), ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ‰Û„‡ ÓÚ
ı Í Û Ë ˝Ú‡ ‰Û„‡ – „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÓÚÂÁÓÍ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó Ú‡ÍÊÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‰ÂÂ‚ÓÏ (ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÎË˜‡Ú¸ ÓÚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ÂÂ‚‡ ‚ ‡Ì‡ÎËÁÂ ‰‡ÌÌ˚ı,
ÒÏ. „Î. 17).

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÛÚ¸-Ò‚flÁÌ˚Ï Ë 0-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û
(Ú.Â. Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ).

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ‰ÂÂ‚¸fl ÂÒÚ¸ ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ‰Â‚ÓÔÓ‰Ó·Ì˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓ
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏË. ÑÂ‚ÓÔÓ‰Ó·Ì˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓ
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ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ‰ÂÈÒÚ
‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ‰ÂÂ‚¸Â‚, ‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ‰ÂÂ‚¸fl fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË Ë Ì ˙
ÂÍÚË‚Ì˚ÏË ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ÒÂ‰Ë ‰Â‚ÓÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚.

ÖÒÎË (ï, d) – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ Ì‡ÚflÌÛÚ‡fl ÎËÌÂÈÌ‡fl
Ó·ÓÎÓ˜Í‡ í(ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ Ë ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í
Â·ÂÌÓ ‚Á‚Â¯ÂÌÌÓÂ ÚÂÓÂÚËÍÓ-„‡ÙÓ‚ÓÂ ‰ÂÂ‚Ó.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ÔÓÎÌ˚Ï ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ „ËÔÂ‚˚ÔÛÍÎÓ Ë Î˛·˚Â ‰‚Â Â„Ó ÚÓ˜ÍË ÒÓÂ‰ËÌfl˛ÚÒfl
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ.

èÎÓÒÍÓÒÚ¸ �2 Ò Ô‡ËÊÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ë ÏÂÚËÍÓÈ ÎËÙÚ‡ (ÒÏ. „Î. 19) fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÔËÏÂ‡ÏË �-‰ÂÂ‚‡.

1.3. éÅôàÖ  êÄëëíéüçàü

ÑËÒÍÂÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÑËÒÍÂÚÌ‡fl (ËÎË ÚË‚Ë‡Î¸Ì‡fl) ÏÂÚËÍ‡ d ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï,

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í d(x, y) = 1 ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎË˜Ì˚ı x, y ∈  X (Ë d(x, x) = 0). åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ÄÌÚË‰ËÒÍÂÚÌ‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡
ÄÌÚË‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï,

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í d(x, y) = 0 ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.

ùÍ‚Ë‰ËÒÚ‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Ë ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ t ˝Í‚Ë‰ËÒÚ‡ÌÚÌÓÈ

ÏÂÚËÍÓÈ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ï , ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í d(x, y) = t ‰Îfl ‚ÒÂı
‡ÁÎË˜Ì˚ı x, y ∈  X (Ë d(x, ı) = 0).

(1, 2)-Ç-ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï (1, 2)-Ç-ÏÂÚËÍ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ï, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl

Î˛·Ó„Ó x ∈  X ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ y ∈  X Ò d(x, y) = 1 ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ Ç, ‡ ‚ÒÂ ‰Û„ËÂ
‡ÒÒÚÓflÌËfl ‡‚Ì˚ 2. (1, 2)-Ç-ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÂ˜ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ „‡Ù‡ Ò Ï‡Í-
ÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛ ‚Â¯ËÌ, ‡‚ÌÓÈ Ç.

àÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
àÌ‰ÛˆËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛÊÂÌËÂ

d' ÏÂÚËÍË d (Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï) Ì‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï' ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï.
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X', d') Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d), ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‡Ò¯ËÂÌËÂÏ (X', d').

ÑÓÏËÌËÛ˛˘‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ d Ë d1 – ÏÂÚËÍË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï. ÉÓ‚ÓËÚÒfl, ˜ÚÓ d1 ‰ÓÏËÌËÛÂÚ Ì‡‰ d, ÂÒÎË

d1(ı, Û) ≥ d(x, y) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X.

ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚Â ÏÂÚËÍË
Ñ‚Â ÏÂÚËÍË d1 Ë d2 Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÓÌË

ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú Ó‰ÌÛ Ë ÚÛ ÊÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛ Ì‡ ï , Ú.Â., ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË x0 ∈  X
ÓÚÍ˚Ú˚È ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡ Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ x0, Á‡‰‡ÌÌ˚È ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ d1, ÒÓ‰ÂÊËÚ
ÓÚÍ˚Ú˚È ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡ Ò ÚÂÏ ÊÂ ˆÂÌÚÓÏ, ÌÓ Á‡‰‡ÌÌ˚È ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ d2,
Ë Ì‡Ó·ÓÓÚ.
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Ñ‚Â ÏÂÚËÍË d1 Ë d2 ·Û‰ÛÚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó
ε > 0 Ë Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ δ > 0, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ËÁ d1(x,y) ≤ δ ÒÎÂ‰ÛÂÚ d2(x,y) ≤ ε Ë
Ì‡Ó·ÓÓÚ, ËÁ d2(x,y) ≤ δ ÒÎÂ‰ÛÂÚ d1(x,y) ≤ ε.

ÇÒÂ ÏÂÚËÍË Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË; ÓÌË ÔÓ-
ÓÊ‰‡˛Ú ‰ËÒÍÂÚÌÛ˛ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛.

èÓÎÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ (X,d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. ÉÓ‚ÓflÚ, ˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {xn}n,

xn ∈  X ÒıÓ‰ËÚÒfl Í  x* ∈  X, ÂÒÎË lim ( , ) ,
n

nd x x
→∞

∗ = 0  Ú.Â. ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ε > 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ

n0 ∈  �, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ d(xn, x*) < ε ‰Îfl Î˛·Ó„Ó n > n0.
èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {xn}n, xn ∈  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛ äÓ¯Ë, ÂÒÎË

ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ n0 ∈  �, ˜ÚÓ d(xn, xm) < ε ‰Îfl Î˛·˚ı m, n > n0.
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÂÒÎË Í‡Ê‰‡fl Â„Ó ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ äÓ¯Ë ÒıÓ‰ËÚÒfl. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â
ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

èÓÔÓÎÌÂÌËÂ äÓ¯Ë
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X,d ) Â„Ó ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂÏ äÓ¯Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X*, d*) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â X* ‚ÒÂı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ äÓ¯Ë, „‰Â ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {xn}n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝Í‚Ë-
‚‡ÎÂÌÚÌÓÈ {yn}n, ÂÒÎË lim ( , ) .

n
n nd x y

→∞
= 0  åÂÚËÍ‡ d* ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

d x y d x y
n

n n
∗ ∗ ∗

→∞
( , ) lim ( , )

‰Îfl Î˛·˚ı x*, y* ∈  X, „‰Â {xn}n (ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, {yn}n) – Î˛·ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ ËÁ ÍÎ‡ÒÒ‡
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË x* (ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ y*).

èÓÔÓÎÌÂÌËÂ äÓ¯Ë (X*, d*) fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ËÁÓÏÂÚËË
ÔÓÎÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ‚ ÍÓÚÓÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d)
‚ÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÔÎÓÚÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

èÓÔÓÎÌÂÌËÂÏ äÓ¯Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (� , |x–y|) ‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ
fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ‚‡fl ÔflÏ‡fl (�, |x–y|). Å‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂÏ
äÓ¯Ë ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V , || ⋅ ||) Ò ÏÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚
||x–y||. ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÎÛ˜‡˛ ÌÓÏ˚ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl x x x= ( , ).

é„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
åÂÚËÍ‡ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ) d Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ë > 0, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ d(x,y) ≤ C ‰Îfl Î˛·˚ı x,
y ∈  X.

í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË d – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ï, ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ D Ì‡ ï , ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

D x y
d x y

d x y
( , )

( , )

( , )
,=

+1
 Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡ Ë ë = 1.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ÇÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X,d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl

Í‡Ê‰Ó„Ó ε > 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ε-ÒÂÚ¸, Ú.Â. ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó M ⊂  X ,
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Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ÚÓ˜ÍË ‰Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó (ÒÏ. ÇÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, „Î. 2).

ÇÒflÍÓÂ ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï
Ë ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì˚Ï.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,
ÍÓ„‰‡ Â„Ó ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂ äÓ¯Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

CÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ ÒÓ‰ÂÊËÚ

Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÎÓÚÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Ú.Â. ÌÂÍÓÂ Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
ÍÓÚÓÓ„Ó ÏÓ„ÛÚ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÓ‚‡Ú¸Òfl ‚ÒÂ Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ˚.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
ÓÌÓ ‚ÚÓË˜ÌÓ-Ò˜ÂÚÌÓ, Ë ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
ãËÌ‰ÂÎÂÙ‡.

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÏÔ‡ÍÚ
åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÏÔ‡ÍÚ (ËÎË ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) – ÏÂÚ-

Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚ÒflÍ‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ËÏÂÂÚ ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ-
‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ äÓ¯Ë Ë ˝ÚË ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒıÓ‰fl˘ËÏËÒfl.
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ
‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ Ë ÔÓÎÌÓÂ. èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n fl‚ÎflÂÚÒfl
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ Ó„‡ÌË˜ÂÌÓ Ë Á‡ÏÍÌÛÚÓ.

ëÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï (ËÎË ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚ-

Ì˚Ï), ÂÒÎË Î˛·ÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡ ‚ ˝ÚÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â fl‚ÎflÂÚÒfl
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï. ÇÒflÍÓÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï.

Ò-‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ä‡Ê‰˚È ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ¯‡ ‡‰ËÛÒ‡ r ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â

ËÏÂÂÚ ‰Ë‡ÏÂÚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ 2r. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ò-‡‚ÌÓÏÂÌÓ
ÒÓ‚Â¯ÂÌÌ˚Ï, 0 < c ≤ 1, ÂÒÎË ˝ÚÓÚ ‰Ë‡ÏÂÚ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÌÂ ÏÂÌÂÂ 2Òr .

êç ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl êç ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÄÚÒÛ‰ÊË), ÂÒÎË Î˛·‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ËÁ ÌÂ„Ó ‚ ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ.

ä‡Ê‰˚È ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÏÔ‡ÍÚ fl‚ÎflÂÚÒfl êç ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ÇÒflÍÓÂ
êç ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï.

èÓÎ¸ÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èÓÎ¸ÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÂ ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ëÛÒÎËÌ‡, ÂÒÎË
ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÔÓÎ¸ÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÓÈÍ‡ (ËÎË mm-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎ¸ÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
(X, d) Ò ·ÓÂÎÂ‚ÓÈ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÈ ÏÂÓÈ µ, Ú.Â. ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ
ÙÛÌÍˆËÂÈ µ Ì‡ ·ÓÂÎÂ‚ÓÈ σ-‡Î„Â·Â  � ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÒÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË:

µ(Ø) = 0, µ(X) = µ(∪ nAn) = µ( )Ann∑  ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ËÎË Ò˜ÂÚÌÓÈ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚË

ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚  An ∈  �.
èÛÒÚ¸ (X, τ) – ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. σ-‡Î„Â·ÓÈ  Ì‡ ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ � ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, Ó·Î‡‰‡˛˘‡fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË:
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0≥÷ ∈  @, X\U ∈  �  ‰Îfl U ∈  � Ë ∪ nAn ∈  � ‰Îfl ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ËÎË Ò˜ÂÚÌÓÈ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚË
{An}n, An ∈  �. σ-‡Î„Â·‡ Ì‡ ï, ÍÓÚÓ‡fl ÒÓÓÚÌÓÒËÚÒfl Ò ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ Ì‡ ï, Ú.Â. ‚ÍÎ˛-
˜‡ÂÚ ‚ÒÂ ÓÚÍ˚Ú˚Â Ë Á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ÓÂÎÂ‚ÓÈ
σ-‡Î„Â·ÓÈ  ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï . ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ·ÓÂÎÂ‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ·ÓÂÎÂ‚ÓÈ σ-‡Î„Â·ÓÈ.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚
 ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V, ||⋅ ||) ÏÂÚËÍ‡

ÌÓÏ˚ Ì‡ V ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| x–y ||

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || x–y ||) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ,
ÂÒÎË ÓÌÓ ÔÓÎÌÓÂ. èËÏÂ‡ÏË ÏÂÚËÍ ÌÓÏ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl lp- Ë Lp-ÏÂÚËÍË, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË
Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡.

åÂÚËÍ‡ ÔÛÚË
 ÇÓÁ¸ÏÂÏ Ò‚flÁÌÓÈ „‡Ù G = (V,E). Ö„Ó ÏÂÚËÍÓÈ ÔÛÚË dpath Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

V, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í ‰ÎËÌ‡ (Ú.Â. ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Â·Â) Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË,
ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Â„Ó ‰‚Â ‰‡ÌÌ˚Â ‚Â¯ËÌ˚ ı Ë Û „‡Ù‡ G (ÒÏ. „Î. 15).

åÂÚËÍ‡ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl
 ÇÓÁ¸ÏÂÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó (ÛÌ‡Ì˚ı) ÓÔÂ‡ˆËÈ

Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl � Ì‡ ï. åÂÚËÍÓÈ Â‰‡ÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ï ·Û‰ÂÚ ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË „‡Ù‡
Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ ï  Ë Â·ÓÏ ıÛ , ÂÒÎË Û ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ËÁ ı
ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÓÔÂ‡ˆËÈ ‚ �.

åÂÚËÍ‡ „‡ÎÂÂË
ä‡ÏÂÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï (˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Í‡ÏÂ‡ÏË),

ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ n ÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ~i, 1 ≤ i ≤ n. É‡ÎÂÂfl – Ú‡Í‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Í‡ÏÂ ı1,…, ım, ˜ÚÓ ıi ~j xi+1 ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó i Ë ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó j, Á‡‚ËÒfl˘Â„Ó
ÓÚ i. åÂÚËÍ‡ „‡ÎÂÂË ÂÒÚ¸ ‡Ò¯ËÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ï, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í ‰ÎËÌ‡
Í‡Ú˜‡È¯ÂÈ „‡ÎÂÂË, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ ı Ë y ∈  X (Ë Í‡Í ∞, ÂÒÎË ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ x Ë y
„‡ÎÂÂË ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ). åÂÚËÍ‡ „‡ÎÂÂË fl‚ÎflÂÚÒfl (‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ) ÏÂÚËÍÓÈ ÔÛÚË
„‡Ù‡ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ ï Ë Â·ÓÏ ıÛ, ÂÒÎË ı ~i  y ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó 1 ≤ i ≤ n.

êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
 ÇÓÁ¸ÏÂÏ Ò‚flÁÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ „Î‡‰ÍÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn. Ö„Ó ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ·ËÎËÌÂÈÌ˚ı
ÙÓÏ ((gij)) Ì‡ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn, ÍÓÚÓ˚Â „Î‡‰ÍÓ
ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í ÚÓ˜ÍÂ. ÑÎËÌ‡ ÍË‚ÓÈ γ  Ì‡ Mn ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl Í‡Í

g dx dxij i ji j,
,∑∫γ
 ‡ ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Mn, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ËÌÓ„‰‡ ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï

‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı Î˛·˚Â ‰‚Â
ÚÓ˜ÍË x, y ∈  Mn (ÒÏ. „Î. 7).

èÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-

fl˛˘‡fl ÛÒÎÓ‚Ë˛
d(x, z) = d(x, y) + d(y, z)

‰Îfl Î˛·˚ı ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y, z, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ‚ ˝ÚÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË
Ì‡ Ó·˘ÂÈ ÔflÏÓÈ. óÂÚ‚ÂÚ‡fl ÔÓ·ÎÂÏ‡ ÉËÎ¸·ÂÚ‡ (1900 „.) ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÍÎ‡Ò-
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ÒËÙËÍ‡ˆËË Ú‡ÍËı ÏÂÚËÍ; ˝ÚÓ Ò‰ÂÎ‡ÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚË n = 2 ([Amba76]);
ÒÏ. „Î. 6.

ä‡Ê‰‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ  ̊ Ì‡ �n fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ. ä‡Ê‰‡fl ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2 fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂÏÂÚËÍÓÈ.

åÂÚËÍ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl

ÇÓÁ¸ÏÂÏ n ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (X1, d2), (X2, d 2),…, (Xn, dn). åÂÚËÍÓÈ
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÏ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËË X1 × X2 × …× Xn =
= {x = (x1, x2,…, xn): x1 ∈  Xn} ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ÓÚ d1,…,dn (ÒÏ. „Î. 4).

ï˝ÏÏËÌ„Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡

ï˝ÏÏËÌ„Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ dH Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

|{i : 1 ≤ i ≤ n, xi ≠ yi}|

ç‡ ·ËÌ‡Ì˚ı ‚ÂÍÚÓ‡ı x, y ∈  {0,1}n ı˝ÏÏËÌ„Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ë l1-ÏÂÚËÍ‡
ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.

åÂÚËÍ‡ ãË

èÛÒÚ¸ m, n �, m ≥  2. åÂÚËÍÓÈ ãË dLee Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡   �m
n =

= … −{ , , , } ,0 1 1m n  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

1≤ ≤
∑ − − −

i n
i i i ix y m x ymin{| |, | |},

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , )dLeem

n∑  fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ˝ÎÎËÔ-

ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

åÂÚËÍ‡ ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË
èÛÒÚ¸ Á‡‰‡ÌÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÏÂÓÈ (Ω , �, µ). èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÒËÏÏÂÚË˜Â-

ÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË (ËÎË ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÏÂ˚) d∆ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â
�µ = {A ∈  � : µ(�) < ∞}, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

µ(A∆B),
„‰Â A∆B = (A ∪  B)\(A ∩ B) – ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÌÓÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ä  Ë B ∈  �µ.
ê‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d∆(A, B) = 0 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ µ(A∆B) = 0,
Ú.Â. ÍÓ„‰‡ Ä Ë Ç ÔÓ˜ÚË ‚Ò˛‰Û ‡‚Ì˚. éÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Îflfl ‰‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A, B ∈  �µ, ÂÒÎË
µ(A∆B) = 0, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍÛ ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ îÂ¯Â–
çËÍÓ‰ËÏ‡–ÄÓÌÁflÌ‡, ÏÂÚËÍÛ  ÏÂ˚).

ÖÒÎË µ – Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ, Ú.Â. µ(A) = | A | fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ‚
Ä, ÚÓ d∆(A, B) = | A∆B |. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â | A∆B | = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Ä = Ç.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÑÊÓÌÒÓÌ‡ ÏÂÊ‰Û k-ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç ‡‚ÌÓ 
A B

k A B
∆
2

= − ∩| | .

åÂÚËÍ‡ ùÌÓÏÓÚÓ–ä‡ÚÓÌ‡
 ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï Ë ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ k, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ 2k ≤ | X |, ÚÓ

ÏÂÚËÍÓÈ ùÌÓÏÓÚÓ–ä‡ÚÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ÏË
Ô‡‡ÏË (ï1, ï2) Ë (Y1, Y2) ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl k-ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï,
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ Í‡Í

min{| X1\Y1 | + | X2\Y2 |, | X1\Y2 | + | X2\Y1 |}.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ òÚÂÈÌ„‡ÛÁ‡
ÑÎfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ò ÏÂÓÈ (Ω , � , µ) ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ òÚÂÈÌ„‡ÛÁ‡ dSt Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �µ = {A ∈  � : µ(�) < ∞}, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

µ
µ

µ
µ

( )

( )

( )

( )
,

A B

A B

A B

A B

∆
∪

= − ∩
∪

1

ÂÒÎË µ(A  ∪  B) > 0  (Ë ‡‚Ì‡fl 0, ÂÒÎË µ(A) = µ(B) = 0). éÌ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ËÁ � µ; ÔË ˝ÚÓÏ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚
Ä, Ç  ∈  �µ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË µ(A∆B) = 0.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ËÓÚÓÔ‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ í‡ÌËÏÓÚÓ) 
| ( ) |

| ( ) |

A B

A B

∆
∪

 fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚÌ˚Ï

ÒÎÛ˜‡ÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl òÚÂÈÌ„‡ÛÁ‡, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ‰Îfl Í‡‰ËÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ µ(A) = | A |
(ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ·ËÓÚÓÔ‡ , „Î. 4).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ

d(x, A) ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Ä ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  
inf
y A∈

d x y( , ).

ÑÎfl Î˛·˚ı x, y ∈  X Ë Î˛·Ó„Ó ÌÂÔÛÒÚÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÒÔ‡-
‚Â‰ÎË‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚‡Ë‡ÌÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡: d(x, A) ≤ d (x,y) + d(x, A)
(ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ).

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜Â˜ÌÓÈ ÏÂ˚ µ(ı) Ì‡ ï  Ë ÙÛÌÍˆËË ¯Ú‡ÙÓ‚  ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Ï

Í‚‡ÌÚÓ‚‡ÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó B ⊂  X, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ p d x B d x( ( , )) ( )µ∫  fl‚ÎflÂÚÒfl

Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç

ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

 
ing

x A y B
d x y

∈ ∈,
( , ).

Ç ‡Ì‡ÎËÁÂ ‰‡ÌÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â‰ËÌË˜ÌÓÈ
Ò‚flÁ¸˛, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í supx∈ A,y∈ Bd(x, y) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ Ò‚flÁ¸˛.

ï‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ‰ ‚ Û-

ÒÚÓÓÌÌËÏ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ) dHaus Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÒÓ‚ÓÍÛÔ-
ÌÓÒÚË � ‚ÒÂı ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ï, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

max{ddHaus (A, B), ddHaus(B, A)},

„‰Â ddHaus(A, B) = maxx∈ A miny∈ Bd(x, y) fl‚ÎflÂÚÒfl ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚˚Ï
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ËÎË Ó‰ÌÓÒÚÓÓÌÌËÏ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ) ÓÚ Ä Í Ç. àÌ˚ÏË
ÒÎÓ‚‡ÏË, ddHaus(A, B) ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ε (Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ Ú‡ÍÊÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ
ÅÎfl¯ÍÂ), Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl ε-ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ Ä  ÒÓ‰ÂÊËÚ Ç, ‡ Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl
ε-ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ Ç ÒÓ‰ÂÊËÚ Ä. åÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ‡‚ÌÓ ddHaus(A, B)

  
sup
x X

d x A d x B
∈

−| ( , ) ( , ) |,
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„‰Â d(x, A) = miny∈ Ad(x, y) fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.
ï‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚  ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl.

ÖÒÎË ‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌËÚ¸ Ì‡ ÌÂÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Â Á‡ÏÍ-
ÌÛÚ˚Â ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ë Ç ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, ÚÓ ddHaus(A, B) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ,
Ú.Â. ÓÌ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. ÑÎfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ä Ë Ç ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï,
ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı, ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
Í‡Í ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û Ëı Á‡Ï˚Í‡ÌËflÏË. ÖÒÎË ï ÍÓÌÂ˜ÌÓ, ÚÓ ddHaus
fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ï.

ï‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó Lp-‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó L p-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ([Badd92])

ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

( | ( , ) ( , ) | ) ,d x A d x B P p

x X

−
∈
∑

1

„‰Â d(x, A) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ. é·˚˜Ì‡fl ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡
ÏÂÚËÍ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÎÛ˜‡˛  = ∞.

é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ G-ÏÂÚËÍ‡
 ÇÓÁ¸ÏÂÏ „ÛÔÔÛ (G , ⋅, e), ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Û˛ Ì‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (X, d).

é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ G-ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ÏË ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ä
Ë Ç ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

  
min ( ( ), ( )),
,g g G

d g A g B
1 2

1 2∈ Haus

„‰Â dHaus – ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡. ÖÒÎË d(g(x), g(y)) = d(x, y) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó g ∈  G
(Ú.Â. ÏÂÚËÍ‡ d ÎÂ‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í G), ÚÓ ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
·Û‰ÂÚ ‡‚Ì‡ ming∈ G dHaus(A), g(B).

åÂÚËÍ‡ ÉÓÏÓ‚‡–ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡
åÂÚËÍÓÈ ÉÓÏÓ‚‡–ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÁÓÏÂÚ-

Ë˜ÂÒÍËı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

inf dHaus(f(X), g(Y))

‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ X* Ë Y* Ò ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎflÏË X Ë Y ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, „‰Â dHaus –
ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ‡ ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï å
Ë ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‚ÎÓÊÂÌËflÏ f : X → M, g : Y → M. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÉÓÏÓ‚‡–ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡.

åÂÚËÍ‡ îÂ¯Â
èÛÒÚ¸ (X, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó

� ‚ÒÂı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ f : A → X, g : B → X, …, „‰Â Ä, Ç, … fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË �n, „ÓÏÂÓÏÓÙÌ˚ÏË [0,1]n ‰Îfl ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË n ∈  �.

èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ îÂ¯Â dF Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

inf sup
σ

σ
x A

d f x g x
∈

( ( ), ( ( ))),

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÒÓı‡Ìfl˛˘ËÏ ÓËÂÌÚ‡ˆË˛ „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ‡Ï σ : A →
→ B. éÌ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÏÂÚËÍÛ îÂ¯Â Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË
f* = {g : dF(g, f) = 0}.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡ dBM ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË V Ë W

Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ln inf || || || ||,
T

T T⋅ −1

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ËÁÓÏÓÙËÁÏ‡Ï T : V → W. éÌÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ
Ú‡ÍÊÂ Í‡Í ln d(V,W), „‰Â ˜ËÒÎÓ d(V,W) ÂÒÚ¸ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ d ≥ 1, Ú‡ÍÓÂ
˜ÚÓ B T B dBW

n
V
n

W
n⊂ ⊂( )  ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÎËÌÂÈÌÓ„Ó Ó·‡ÚËÏÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl

T : V → W. á‰ÂÒ¸ ( ) { :|| || }B x V xV
n

V= ∈ ≤ 1  Ë ( ) { :|| || }B x W xW
n

W= ∈ ≤ 1  fl‚Îfl˛ÚÒfl
Â‰ËÌË˜Ì˚ÏË ¯‡‡ÏË ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (V,|| ⋅||V ) Ë (W,|| ⋅ ||W) ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ.

dBM(V,W) = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ V Ë W  ËÁÓÏÂÚË˜Ì˚, Ë ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl
ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Xn ‚ÒÂı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË n-ÏÂÌÓ„Ó ÌÓÏËÓ‚‡Ì-
ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, „‰Â V ~ W, ÂÒÎË ÓÌË ËÁÓÏÂÚË˜Ì˚. è‡‡ (Xn, dBM) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Ï ÍÓÏÔ‡ÍÚÓÏ Å‡Ì‡ı‡–
å‡ÁÛ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÎÛÁÍËÌ‡–ï‡·‡Ó‚‡ (ËÎË ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å‡Ì‡ı‡-
å‡ÁÛ‡) Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

inf{|| || :| det | } inf{|| || :| det | }.T T T TX Y Y X→ →= ⋅ =1 1

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ íÓÏ˜‡Í–Ö„ÂÏ‡Ì‡ (ËÎË ÒÎ‡·ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡) ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  max} ( ), ( )},γ γY X X Yid id

„‰Â ‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ U : X → Y ˜ÂÂÁ γZ U( )  Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl inf || || || || .W Vk k∑  á‰ÂÒ¸

ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏ U W Vk k= ∑  ‰Îfl Vk : X → Z Ë Vk : Z →Y,
‡ idz ÂÒÚ¸ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ. Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌËÍÓ„‰‡ ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡.

êêêê‡‡‡‡ÒÒÒÒÒÒÒÒÚÚÚÚÓÓÓÓflflflflÌÌÌÌËËËËÂÂÂÂ    ääää‡‡‡‡‰‰‰‰ÂÂÂÂÚÚÚÚÒÒÒÒ‡‡‡‡
èÓÔÛÒÍ (ËÎË ‡Á˚‚) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ÏË ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ï  Ë Y

·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (V,|| ⋅ ||) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

gap(X,Y) = max{δ(X, Y), δ(Y,X)},

„‰Â δ(X,Y) = sup{infy∈ Y ||x–y||: x ∈  X, ||x || = 1} (ÒÏ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Á˚‚‡, „Î. 12 Ë
åÂÚËÍ‡ ‡Á˚‚‡, „Î. 18).

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡‰ÂÚÒ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË V Ë W fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ (ÔÓ ä‡‰ÂÚÒÛ, 1975) Í‡Í

  
inf , ),
, ,

( ) ( )
Z f g

f V g WB Bgap(

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï Z Ë ‚ÒÂÏ ÎËÌÂÈÌ˚Ï
ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‚ÎÓÊÂÌËflÏ f : V → Z Ë g : W → Z; Á‰ÂÒ¸ Bf(V) Ë Bg(W) ÒÛÚ¸ Â‰ËÌË˜Ì˚Â
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ¯‡˚ ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ f(V) Ë g(W) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

çÂÎËÌÂÈÌ˚Ï ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ä‡‰ÂÚÒ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÓÏÓ‚‡–
ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ ÏÂÊ‰Û ·‡Ì‡ıÓ‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË U Ë W:

  
inf ( ( ), ( )),
, ,Z f g

V Wd f B g BHaus
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„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï Z Ë ‚ÒÂÏ ËÁÓÏÂÚË-
˜ÂÒÍËÏ ‚ÎÓÊÂÌËflÏ f : V → Z Ë g : W → Z; Á‰ÂÒ¸ dHaus – ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÛÚË ä‡‰ÂÚÒ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË V Ë W
Á‡‰‡ÂÚÒfl (ÔÓ éÒÚÓ‚ÒÍÓÏÛ, 2000) Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ (ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÛÚË
ä‡‰ÂÚÒ‡) ‚ÒÂı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı V Ë W (Ë Í‡Í ∞, ÂÒÎË Ú‡ÍËı ÍË‚˚ı ÌÂÚ).

ãËÔ¯ËˆÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‰‚‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡  (X, dX) Ë (Y, dY). ãËÔ¯ËˆÂ‚‡ ÌÓÏ‡ || ⋅ ||Lip

Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f : X → Y  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  
|| || sup

( ( ), ( ))

( , )
., ,f

d f x f y

d x yx y X x y
Y

X
Lip = ∈ ≠

ãËÔ¯ËˆÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË (X, dX) Ë (Y, dY)
Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

  
ln || || || || ,inf Lip Lip

f
f f⋅ −1

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ·ËÂÍÚË‚Ì˚Ï ÙÛÌÍˆËflÏ f : X → Y. ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÓÌÓ
fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÙËÏÛÏÓÏ ˜ËÒÂÎ ln α , Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ËÂÍÚË‚ÌÓÂ ·ËÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û (X, dX) Ë (Y, dY) Ò ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ÏË exp(-α ), exp(α). éÌÓ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl
ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚.

Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡ Ë, ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl
ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌ˚ı ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÌËÏ. éÌÓ
ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ú‡ÍÊÂ Ò „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı
ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚  �+

n  ËÁ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ-
‚ÎÂÌËÂÏ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË ı Ò Òı,Ò > 0.

ãËÔ¯ËˆÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÂ‡ÏË
ÑÎfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ÔÓÎÛÌÓÏ‡ ãËÔ¯Ëˆ‡  || ⋅ ||Lip

Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÙÛÌÍˆËÈ f : X → � ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  
|| || sup

| ( ) ( ) |

( , )
., ,⋅ = −

∈ ≠Lip x y X x y
f x f y

d x y

ãËÔ¯ËˆÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÂ‡ÏË µ Ë ν Ì‡ ï Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

 

sup ( ).
|| ||f

fd
Lip ≤

−∫
1

µ ν

ÖÒÎË µ  Ë ν  – ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌ˚Â ÏÂ˚, ÚÓ ˝ÚÓ – ÏÂÚËÍ‡ ä‡ÌÚÓÓ‚Ë˜‡–å˝ÎÎÓÛÁ‡–
åÓÌÊ‡–Ç‡ÒÒÂ¯ÚÂÈÌ‡.

ÄÌ‡ÎÓ„ÓÏ ÎËÔ¯ËˆÂ‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ÏÂ‡ÏË ‰Îfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÓÒÚÓflÌËÈ
ÛÌËÚ‡ÌÓÈ ë*-‡Î„Â·˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ äÓÌÌ‡.

Å‡ËˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ÔÛÒÚ¸ (B(X), ||µ–ν||TV ·Û‰ÂÚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, „‰Â Ç(ï) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Â„ÛÎflÌ˚ı ·ÓÂÎÂ‚˚ı ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌ˚ı
ÏÂ Ì‡ ï Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï ÌÓÒËÚÂÎÂÏ Ë ||µ–ν||TV – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÌÓÏ˚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ

ÔÓÎÌÓÈ ‚‡Ë‡ˆËÂÈ | ( ) ( ) | ,p p d
X

µ ν λ−∫  „‰Â p(µ) Ë p ( ν) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËflÏË

ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÏÂ µ Ë ν ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ σ-ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÏÂ˚ 
µ ν+

2
.
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åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d) ·Û‰ÂÚ ·‡ËˆÂÌÚË˜ÂÒÍËÏ, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ β > 0 Ë ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f : B(X) → X ËÁ Ç(ï) Ì‡ ï, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d(f(µ), f(ν)) ≤ βdiam(supp(µ + ν))|| µ–ν ||TV

ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl Î˛·˚ı ÏÂ µ, ν ∈  B(X).
ä‡Ê‰ÓÂ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d = || x–y ||) ÂÒÚ¸ ·‡ËˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË-

˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ β ‡‚ÌÓ 1, Ë ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f(µ)

fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜Ì˚Ï ˆÂÌÚÓÏ Ï‡ÒÒ˚ xd x
X

µ( ).∫  ã˛·ÓÂ ‡‰‡Ï‡‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

(Ú.Â. ÔÓÎÌÓÂ ëÄí(0) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) ·Û‰ÂÚ ·‡ËˆÂÌÚË˜ÂÒÍËÏ Ò Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ β,
‡‚Ì˚Ï 1, Ë ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ f(µ) ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÏËÌËÏÛÏ‡ ÙÛÌÍˆËË

g y d x y d xf

X
( ) ( , ) ( )= ∫ 2 µ  Ì‡ ï.

äÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èÛÒÚ¸ V ·Û‰ÂÚ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË, ·ÓÎÂÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ,

ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏ ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ), ‡ V� – Â„Ó
ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı
ÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÓÌ‡ÎÓ‚ f Ì‡ V. ëÎ‡·‡fl* ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl (ËÎË ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ÉÂÎ¸Ù‡Ì‰‡) Ì‡
V ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Ò‡Ï‡fl ÒÎ‡·‡fl (Ú.Â. Ò Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ÓÚÍ˚Ú˚ı
ÏÌÓÊÂÒÚ‚) ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl Ì‡ V�, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  V ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Fx : V� → �,
Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂÏ Fx(f) = f(x) ‰Îfl ‚ÒÂı f ∈  V�, ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÓfl‰ÍÓ‚ÓÈ Â‰ËÌËˆ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ) ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (Ä, 

 
p− ) Ò ‚˚‰ÂÎÂÌÌ˚Ï

˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ Â, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Ï ÔÓfl‰ÍÓ‚ÓÈ Â‰ËÌËˆÂÈ, ÍÓÚÓÓÂ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË:

1) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó a ∈  A ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ r ∈  �, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ 
  
a rep− ;

2) ÂÒÎË a ∈  A Ë 
  
a rep−  ‰Îfl ‚ÒÂı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı r ∈  �, ÚÓ 

 
a p− 0  (‡ıËÏÂ‰Ó‚ÓÒÚ¸).

éÒÌÓ‚Ì˚Ï ÔËÏÂÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓfl‰ÍÓ‚ÓÈ Â‰ËÌËˆ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Ò‡ÏÓÔËÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÛÌËÚ‡ÌÓÈ C*-‡Î„Â·˚, Â‰ËÌË˜-
Ì˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÎÛÊËÚ ÔÓfl‰ÍÓ‚‡fl Â‰ËÌËˆ‡. á‰ÂÒ¸ C*-‡Î„Â·‡  fl‚ÎflÂÚÒfl
·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ ‡Î„Â·ÓÈ Ì‡‰ �, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÈ ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Ï ËÌ‚ÓÎ˛ÚË‚Ì˚Ï ÓÚÓ·‡-
ÊÂÌËÂÏ. éÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÌËÚ‡ÌÓÈ, ÂÒÎË ËÏÂÂÚ Â‰ËÌËˆÛ (˝ÎÂÏÂÌÚ, ÌÂÈÚ‡Î¸Ì˚È
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÛÏÌÓÊÂÌËfl); Ú‡ÍËÂ C*-‡Î„Â·˚ ‚ÂÒ¸Ï‡ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Â˘Â
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË ÌÂÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì˚ÏË ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË. íËÔË˜-
Ì˚Ï ÔËÏÂÓÏ ÛÌËÚ‡ÌÓÈ C*-‡Î„Â·˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡Î„Â·‡ ÎËÌÂÈÌ˚ı
ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ „ËÎ·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ÍÓÚÓÓÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË
Á‡ÏÍÌÛÚÓ ‚ ÚÓÔÓÎÓ„ËË ÌÓÏ˚ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ë Á‡ÏÍÌÛÚÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‡ˆËË
‚ÁflÚËfl ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ı Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÒÚÓflÌËÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓfl‰ÍÓ‚ÓÈ Â‰ËÌËˆ˚ 
 
( , , )A ep−  fl‚ÎflÂÚÒfl

ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ S A f A f( ) { :|| || }= ∈ ′ =+ 1  ÒÓÒÚÓflÌËÈ, Ú.Â. ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÛÌÍ-
ˆËÓÌ‡ÎÓ‚ f  Ò || f || = f(e ) = 1. äÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
êËÙÙÂÎfl – ˝ÚÓ Ô‡‡ (Ä, || ⋅ ||Lip), „‰Â 

  
 ( , , )A ep−  ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓfl‰ÍÓ‚ÓÈ

Â‰ËÌËˆ˚ Ë || ⋅ ||Lip – ÔÓÎÛÌÓÏ‡ Ì‡ Ä  (ÒÓ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ‚ [0, +∞]), Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl
ÎËÔ¯ËˆÂ‚ÓÈ ÔÓÎÛÌÓÏÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ:

1) ‰Îfl a ∈  A ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó || a ||Lip = 0 ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
a ∈  �e;
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2) ÏÂÚËÍ‡ 
  
d f g f a g aa A aLip Lip

( , ) sup | ( ) ( ) |:|| ||= −∈ ≤ 1  ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â

ÒÓÒÚÓflÌËÈ S(A) Â„Ó ÒÎ‡·Û˛* ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ó·˚˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó  (S(A), dLip).

ÖÒÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓfl‰ÍÓ‚ÓÈ Â‰ËÌËˆ˚ 
  
 ( , , )A ep−  fl‚ÎflÂÚÒfl C*-‡Î„Â·ÓÈ, ÚÓ dLip ÂÒÚ¸

ÏÂÚËÍ‡ äÓÌÌ‡, Ë ÂÒÎË, ·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, C*-‡Î„Â·‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚ÌÓÈ, ÚÓ
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (S(A), dLip) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÌÌÌÂÂÂÂÍÍÍÍÓÓÓÓÏÏÏÏÏÏÏÏÛÛÛÛÚÚÚÚ‡‡‡‡ÚÚÚÚËËËË‚‚‚‚ÌÌÌÌ˚̊̊̊ÏÏÏÏ    ÏÏÏÏÂÂÂÂÚÚÚÚËËËË˜̃̃̃ÂÂÂÂÒÒÒÒÍÍÍÍËËËËÏÏÏÏ
ÔÔÔÔÓÓÓÓÒÒÒÒÚÚÚÚ‡‡‡‡ÌÌÌÌÒÒÒÒÚÚÚÚ‚‚‚‚ÓÓÓÓÏÏÏÏ....

Ç˚‡ÊÂÌËÂ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓfl‚ËÎÓÒ¸ ÔÓÚÓÏÛ, ˜ÚÓ
ÏÌÓ„ËÂ ˝ÍÒÔÂÚ˚ ‚ Ó·Î‡ÒÚË Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ „‡‚ËÚ‡ˆËË Ë ÚÂÓËË ÒÚÛÌ Ò˜ËÚ‡˛Ú
„ÂÓÏÂÚË˛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡-‚ÂÏÂÌË ‚·ÎËÁË ‰ÎËÌ˚ èÎ‡ÌÍ‡ ÒıÓÊÂÈ Ò „ÂÓÏÂÚËÂÈ
Ú‡ÍËı ÌÂÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì˚ı ë*-‡Î„Â·. ç‡ÔËÏÂ, ÚÂÓËfl ÌÂÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÎfl
ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ì‡ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı (Í‚‡ÌÚÓ‚˚ı) ‡ÒÒÚÓflÌËflı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚ÂÌÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÌÂ ÍÓÏÏÛÚËÛ˛Ú, Ú.Â. ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÚÓ˜ÌÓ ËÁÏÂËÚ¸ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ
˜‡ÒÚËˆ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ Ó‰ÌÓÈ ÓÒË.

ìÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (U, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ‰Îfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ �

ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ÂÒÎË Î˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (M, dM ) ËÁ �
fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‚ÎÓÊÂÌËÂÏ ‚ (U , d), Ú.Â. ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÓÚÓ·‡ÊÂ-
ÌËÂ f : M → U, ÍÓÚÓÓÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ dM(x, y) = d(f(x , f(y) ‰Îfl Î˛·˚ı x,
y ∈  M.

ä‡Ê‰ÓÂ ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚ÎÓÊÂÌÓ (ÔÓ îÂ¯Â, 1909) ‚ (ÌÂÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓÂ) ·‡Ì‡ıÓ‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó l∞. àÏÂÌÌÓ, d(x, y) = supi | d(x, ai) – d(y, ai) |, „‰Â ÂÒÚ¸ (a1,…,ai,...)
ÔÎÓÚÌÓÂ Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï.

 ä‡Ê‰ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚ÎÓÊËÏÓ (ÔÓ äÛ‡ÚÓ‚ÒÍÓÏÛ,
1935) ‚ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó L∞(X) Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f : X → � Ò ÌÓÏÓÈ
supx∈ X| f(x) |.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ì˚ÒÓÌ‡ ÂÒÚ¸ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ ÔÓÎÌÓÂ ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó,
ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ‚ÒÂı ÒÂÔ‡‡-
·ÂÎ¸Ì˚ı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚.

ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚ ÍÛ· fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ÍÎ‡ÒÒ‡
ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÒÓ Ò˜ÂÚÌÓÈ ·‡ÁÓÈ.

É‡ÙË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÎÛ˜‡ÈÌÓ„Ó „‡Ù‡ ù‰Â¯‡–êÂÌË (ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÏÓ„Ó Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÔÓÒÚ˚ı ˜ËÒÂÎ p ≡ 1(mod4), Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ Ô‡‡ pq
·Û‰ÂÚ Â·ÓÏ, ÂÒÎË  – Í‚‡‰‡ÚË˜Ì˚È ‚˚˜ÂÚ ÔÓ ÏÓ‰ÛÎ˛ q) fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ËÎË Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË, ÔËÌËÏ‡˛˘ËÏË ÚÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl 0, 1 ËÎË 2. éÌÓ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‰ËÒÍÂÚÌ˚È ‡Ì‡ÎÓ„ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ì˚ÒÓÌ‡.

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ �, ËÌ‰ÛˆËÛ˛˘‡fl Ó·˚˜ÌÛ˛ (ËÌÚÂ‚‡Î¸ÌÛ˛) ÚÓÔÓ-
ÎÓ„Ë˛, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ (�, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl
‚ÒÂı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (ïÓÎ¯ÚËÌÒÍËÈ, 1978). Å‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ln

∞  fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ‚ÒÂı
ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (ï, d) Ò | X | ≤ n  + 2 (ÇÛÎ¸Ù, 1967). Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ‚ÒÂı
ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (ï, d) Ò  | X | ≤ n + 1; ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı
ÙÛÌÍˆËÈ f(t) : �≥0 →  �, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ d(f , g) = sup{t : f(t) ≠  g(t)}, fl‚ÎflÂÚÒfl
ÛÌË‚ÂÒ‡Î¸Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ‚ÒÂı ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËı
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (Ä. ãÂÏËÌ, Ç. ãÂÏËÌ, 1996).
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ìÌË‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ë ‰Îfl ‰Û„Ëı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ
ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (ÔÓÏËÏÓ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ‚ÎÓÊÂÌËÈ), Ì‡ÔËÏÂ ‰Îfl ·Ë-
ÎËÔ¯ËˆÂ‚‡ ‚ÎÓÊÂÌËfl Ë ‰Û„Ëı. í‡Í, Î˛·ÓÂ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚È Ó·‡Á Í‡ÌÚÓÓ‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ò Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ | x–y |, ÛÌ‡ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌÌÓÈ ÓÚ �.

äÓÌÒÚÛÍÚË‚ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
äÓÌÒÚÛÍÚË‚ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – Ô‡‡ (ï, d), „‰Â ï fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÍËÏ

Ì‡·ÓÓÏ ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚Ì˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚ (Ó·˚˜ÌÓ ˝ÚÓ ÒÎÓ‚‡ Ì‡‰ ÌÂÍÓÚÓ˚Ï ‡ÎÙ‡‚ËÚÓÏ),
‡ d – ‡Î„ÓËÚÏ ÔÂ‚‡˘ÂÌËfl Î˛·ÓÈ Ô‡˚ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ‚ ÍÓÌÒÚÛÍ
ÚË‚ÌÓÂ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ d(x, y) Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ d ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ï.

ùÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èÛÒÚ¸ {xn}n∈ � – ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÎÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d), Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó {xn : n ∈  �} fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÚÌ˚Ï ‚ (ï, d).
èÛÒÚ¸ �(m, n, k) – Í‡ÌÚÓÓ‚Ó ˜ËÒÎÓ ÚÓÈÍË (n, m, k) ∈  �3, a {qk}k∈ �, ‡ – ÙËÍÒË-
Ó‚‡ÌÌ‡fl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ‡fl ÌÛÏÂ‡ˆËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ � ‡ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ.

íÓÈÍ‡ (X, d,{xn}n∈ �  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
([Hemm02]), ÂÒÎË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó {�(n,m,k):d(xm, xn) < qk} fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÍÛÒË‚ÌÓ ÔÂÂ-
˜ËÒÎËÏ˚Ï. éÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‡‰‡ÔÚ‡ˆË˛ ‚‚Â‰ÂÌÌÓ„Ó ÇÂÈı‡ÛıÓÏ ÔÓÌflÚËfl
‚˚˜ËÒÎflÂÏÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ËÎË ÂÍÛÒË‚ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡).
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íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, τ)) ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï Ò ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ τ, Ú.Â. ÒËÒÚÂ-
ÏÓÈ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, Ó·Î‡‰‡˛˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË:

1)  X ∈  τ, 0/  ∈  τ;
2) ÂÒÎË Ä, B ∈  τ, ÚÓ Ä ∩ B ∈  τ;
3) ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ {Aα}α, ÂÒÎË ‚ÒÂ A∝  ∈  τ, ÚÓ  ∪ α Aα ∈  τ.
åÌÓÊÂÒÚ‚‡ ËÁ τ  Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÓÚÍ˚Ú˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË, ‡ Ëı ‰ÓÔÓÎÌÂÌËfl

Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË. Å‡ÁÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËË τ  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏ‡
ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ Í‡Ê‰ÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ËÁ ·‡Á˚. ë‡Ï‡fl „Û·‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ËÏÂÂÚ ‰‚‡ ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ (ÔÛÒÚÓÂ
Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï) Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÈ (ËÎË ‡ÌÚË‰ËÒÍÂÚÌÓÈ) ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ.
ç‡Ë·ÓÎÂÂ ‰ÂÚ‡Î¸Ì‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ‚ÒÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓÚÍ˚Ú˚ı Ë
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ.

Ç ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (X, d) ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÓÚÍ˚Ú˚È ¯‡ Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
B(x,r) = {y ∈  X : d(x,y) < r}, „‰Â x ∈  X (ˆÂÌÚ ¯‡‡) Ë r ∈  �, r > 0 (‡‰ËÛÒ ¯‡‡).
èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂÏ (ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ËÎË
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡) ÓÚÍ˚Ú˚ı ¯‡Ó‚, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÚÍ˚Ú˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.
ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó U ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÚÍ˚Ú˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl
Î˛·ÓÈ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  U ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ε > 0, Ú‡ÍÓÂ
˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË y ∈  X, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÈ ÛÒÎÓ‚Ë˛ d(x,y) < ε, ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl
ÛÒÎÓ‚ËÂ y ∈  U. ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏ, Ò
ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ (ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ, ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ d)
ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ‚ÒÂı ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚. åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ‚ÒÂ„‰‡ ÂÒÚ¸ T4
(ÒÏ. ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÌËÊÂ). íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó,
ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ËÁ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡,
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

èÓÎÛÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl – ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl Ì‡ ï, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ‡fl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï
Ó·‡ÁÓÏ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ï. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰‡ÌÌ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰‡ÊÂ
í0. ä‚‡ÁËÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ÂÒÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl Ì‡ ï, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ‡fl Í‚‡ÁË-
ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ï.

èÛÒÚ¸ (X, τ ) – ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. íÓ„‰‡ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸˛ ÚÓ˜ÍË x ∈  X
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ, ‚ Ò‚Ó˛
Ó˜ÂÂ‰¸, ÒÓ‰ÂÊËÚ ı. á‡Ï˚Í‡ÌËÂÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Â„Ó ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ. éÚÍ˚ÚÓÂ
ÔÓÍ˚ÚËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï  ÂÒÚ¸ ÒËÒÚÂÏ‡ � ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚, Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ
ÍÓÚÓ˚ı ‡‚ÌÓ ï; Â„Ó ÔÓ‰ÔÓÍ˚ÚËÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÍ˚ÚËÂ �, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È
Ó·˙ÂÍÚ ËÁ � fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˙ÂÍÚÓÏ ËÁ �; Â„Ó ÔÓ‰‡Á‰ÂÎÂÌËÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÍ˚ÚËÂ �,
Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È Ó·˙ÂÍÚ ËÁ �  ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÌÂÍÓÂ„Ó Ó·˙ÂÍÚ‡ ËÁ �.
ëÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï, ÂÒÎË
Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï  ËÏÂÂÚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸, ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘Û˛Òfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ò
ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ ˝ÚËı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚. èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó A ⊂  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÎÓÚÌ˚Ï,
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ÂÒÎË ÓÌÓ ËÏÂÂÚ ÌÂÔÛÒÚÓÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ Ò Í‡Ê‰˚Ï ÌÂÔÛÒÚ˚Ï ÓÚÍ˚Ú˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÂÒÎË Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÏ Â„Ó Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
fl‚ÎflÂÚÒfl Ò‡ÏÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï. Ç ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (X, d) ÔÎÓÚÌ˚Ï
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ·Û‰ÂÚ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó A ⊂  X, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈  X Ë Î˛·Ó„Ó ε > 0
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ y ∈  A, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ d(x, y) < ε. ãÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ·‡ÁÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  X fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó 	  ÓÍÂÒÚÌÓÒÚÂÈ ÚÓ˜ÍË ı, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÚÓ˜ÍË ı
ÒÓ‰ÂÊËÚ ÌÂÍËÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ 	 .

îÛÌÍˆËfl ËÁ Ó‰ÌÓ„Ó ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ ‰Û„ÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÔÂ-
˚‚ÌÓÈ, ÂÒÎË ÔÓÓ·‡Á Í‡Ê‰Ó„Ó ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ·Û‰ÂÚ ÓÚÍ˚Ú˚Ï. ÉÛ·Ó
„Ó‚Ófl, ‰Îfl ‰‡ÌÌÓ„Ó x ∈  X ‚ÒÂ ·ÎËÁÍËÂ Í ı ÚÓ˜ÍË ÓÚÓ·‡Ê‡˛ÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÍË, ·ÎËÁÍËÂ Í
f(x). îÛÌÍˆËfl f ËÁ Ó‰ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, dX) ‚ ‰Û„ÓÂ (Y, dY) ·Û‰ÂÚ
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ c ∈  X, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó
˜ËÒÎ‡ ε ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ δ, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‚ÒÂ x ∈  X,
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û dX(x, c) < δ, ·Û‰ÛÚ Ú‡ÍÊÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û
dY(f(x), f(y)) < ε. îÛÌÍˆËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ I, ÂÒÎË ÓÌ‡
ÌÂÔÂ˚‚Ì‡ ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ËÌÚÂ‚‡Î‡ I.

èË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÌËÊÂ ÍÎ‡ÒÒ˚ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (‰Ó T4) ‚ÍÎ˛˜‡˛Ú
Î˛·˚Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

í0 -ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
í0-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó äÓÎÏÓ„ÓÓ‚‡) ÂÒÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, τ), Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl í0-‡ÍÒËÓÏ‡ ÓÚ‰ÂÎËÏÓÒÚË: ‰Îfl Í‡Ê‰˚ı
‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó U, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ x ∈  U Ë y ∉  U ËÎË
y ∈  U Ë y ∉  U (Í‡Ê‰˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ÓÚÎË˜ËÏ˚ÏË).

í1-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
í1-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï , τ), Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ‚˚ÔÓÎ-

ÌflÂÚÒfl í1--‡ÍÒËÓÏ‡ ÓÚ‰ÂÎËÏÓÒÚË: ‰Îfl Í‡Ê‰˚ı ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ  x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰‚‡
Ú‡ÍËı ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ U Ë V , ˜ÚÓ x ∈  U  Ë y ∉  U ËÎË y ∈  V Ë x ∉  V (Í‡Ê‰˚Â ‰‚Â
ÚÓ˜ÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Á‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË). í 1-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÒÂ„‰‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl í0-ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

í2-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
í2-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ËÎË ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‡Á‰ÂÎÂÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) –

ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï , τ ), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚Ë˛ í2-‡ÍÒËÓÏ˚:
Í‡Ê‰˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË x, y ∈  X ËÏÂ˛Ú ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË. í2-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
‚ÒÂ„‰‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl í1-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

êÂ„ÛÎflÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
êÂ„ÛÎflÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰‡fl

ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÒÓ‰ÂÊËÚ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÚÓÈ ÊÂ ÚÓ˜ÍË.

í3-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
í3 -ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÇËÂÚÓËÒ‡, Â„ÛÎflÌÓÂ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) ÂÒÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl í1-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
Ë Â„ÛÎflÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ÇÔÓÎÌÂ Â„ÛÎflÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÇÔÓÎÌÂ Â„ÛÎflÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó íËıÓÌÓ‚‡) ÂÒÚ¸

ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, τ ), ‚ ÍÓÚÓÓÏ Î˛·ÓÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ä  Ë
Î˛·ÓÂ x ∉  A fl‚Îfl˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ‡Á‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË.
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Ñ‚‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ë Ç  ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï  Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ‡Á‰Â-
ÎÂÌÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f : X → [0,1], Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ f(x) = 0 ‰Îfl
Î˛·Ó„Ó  x ∈  A, Ë f(y) = 1 ‰Îfl Î˛·Ó„Ó y ∈  B.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åÛ‡
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åÛ‡ ÂÒÚ¸ Â„ÛÎflÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ‡Á‚ËÚËÂÏ.
ê‡Á‚ËÚËÂ – ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {	n}n ÓÚÍ˚Ú˚ı ÔÓÍ˚ÚËÈ, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ‰Îfl

Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  X Ë Í‡Ê‰Ó„Ó ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Â„Ó ı, ËÏÂÂÚÒfl ˜ËÒÎÓ n,
‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ St(x, 	n) = ∪ {U ∈  	n : x ∈  U}, Ú.Â. {St(x, 	n)}n

fl‚ÎflÂÚÒfl ·‡ÁÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚÂÈ ‰Îfl ı.

çÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
çÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó –ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‰Îfl Î˛·˚ı

‰‚Ûı ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ä  Ë Ç ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰‚‡ ÓÚÍ˚Ú˚ı
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ U Ë V, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ Ë  A  ⊂  U Ë B ⊂  V.

í4-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
í4 -ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó íËÚÒ‡, ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) ÂÒÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl í1-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚ÓÏ Ë ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d)
fl‚ÎflÂÚÒfl í4-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ÇÔÓÎÌÂ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÇÔÓÎÌÂ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ˝ÚÓ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓ-

ÓÏ Î˛·˚Â ‰‚‡ ‡Á‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ËÏÂ˛Ú ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË.
åÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ë Ç Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‡Á‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË ‚ ï, ÂÒÎË Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ ÌËı ÌÂ ÔÂÂ-

ÒÂÍ‡ÂÚÒfl Ò Á‡Ï˚Í‡ÌËÂÏ ‰Û„Ó„Ó.

í5-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
í5-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ËÎË ‚ÔÓÎÌÂ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) ÂÒÚ¸

ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÔÓÎÌÂ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Ï Ë í1-ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. í5-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÒÂ„‰‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl í4-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

ëÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ëÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚

ÍÓÚÓÓÏ ËÏÂÂÚÒfl Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÎÓÚÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ãËÌ‰ÂÎÂÙ‡
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ãËÌ‰ÂÎÂÙ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ

Í‡Ê‰ÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓÍ˚ÚËÂ ËÏÂÂÚ Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÓ‰ÔÓÍ˚ÚËÂ.

èÂ‚Ë˜ÌÓ-Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂ‚Ë˜ÌÓ-ÒÂÚÌ˚Ï, ÂÒÎË Í‡Ê‰‡fl Â„Ó

ÚÓ˜Í‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ Ò˜ÂÚÌÓÈ ·‡ÁÓÈ. ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂ‚Ë˜ÌÓ-Ò˜ÂÚÌ˚Ï.

ÇÚÓË˜ÌÓ-Ò˜ÂÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÚÓË˜ÌÓ-Ò˜ÂÚÌ˚Ï, ÂÒÎË Â„Ó ÚÓÔÓ-

ÎÓ„Ëfl Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ò˜ÂÚÌÓÈ ·‡ÁÓÈ.
ÇÚÓË˜ÌÓ-ÒÂÚÌ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÒÂ„‰‡ ‡Á‰ÂÎËÏ˚, ÔÂ‚Ë˜ÌÓ-Ò˜ÂÚÌ˚ Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ãËÌ‰ÂÎÂÙ‡.
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ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ·˚Ú¸ ‚ÚÓË˜ÌÓ-ÒÂÚÌ˚ÏË, ·˚Ú¸ ÒÂÔ‡‡-
·ÂÎ¸Ì˚ÏË Ë ·˚Ú¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ãËÌ‰ÂÎÂÙ‡  fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË.

Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n Ò Â„Ó Ó·˚˜ÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÚÓË˜ÌÓ-
Ò˜ÂÚÌ˚Ï.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Å˝‡
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Å˝‡ ÂÒÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ

Î˛·Ó„Ó Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ‚Ò˛‰Û ÔÎÓÚÌ˚ı ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ‚Ò˛‰Û ÔÎÓÚÌÓ.

ë‚flÁÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, τ ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ò‚flÁÌ˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl

Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂÏ Ô‡˚ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÌÂÔÛÒÚ˚ı ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚. Ç ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ò‚flÁÌ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, τ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ Ò‚flÁÌ˚Ï, ÂÒÎË ‚ÒflÍ‡fl
ÚÓ˜Í‡ x ∈  X Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ·‡ÁÓÈ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ Ò‚flÁÌ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚.

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, τ ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÛÚ¸-Ò‚flÁÌ˚Ï (ËÎË 0-Ò‚flÁÌ˚Ï),
ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÛÚ¸ τ  ÓÚ ı  Í Û, Ú.Â. ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl
ÙÛÌÍˆËfl γ : [0,1] → X Ò γ(x) = 0, γ(y) = 1.

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, τ ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌ˚Ï (ËÎË 1-Ò‚flÁÌ˚Ï),
ÂÒÎË ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ Ó‰ÌÓÈ ˜‡ÒÚË Ë ÌÂ ËÏÂÂÚ ÍÛ„ÓÓ·‡ÁÌ˚ı "‰˚" ËÎË "Û˜ÂÍ", ËÎË,
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÂÒÎË Í‡Ê‰‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÍË‚‡fl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï  fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÚfl„Ë‚‡ÂÏÓÈ, Ú.Â. ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌ‡ ‰Ó Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÂÂ ÚÓ˜ÂÍ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË.

è‡‡ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡‡ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï, ÂÒÎË Î˛·ÓÂ Â„Ó

ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓÍ˚ÚËÂ ËÏÂÂÚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓ‰‡Á·ËÂÌËÂ. ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d) fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‡ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï.

ãÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï, ÂÒÎË ‚ÒflÍ‡fl

Â„Ó ÚÓ˜Í‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ·‡ÁÓÈ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÓÍÂÒÚÌÓÒÚÂÈ.
ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl, ‚ÒflÍ‡fl Ï‡Î‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓıÓÊ‡ Ì‡ Ï‡ÎÛ˛ ˜‡ÒÚ¸
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. Ö‚ÍÎË‰Ó‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ � p-‡‰Ë˜ÂÒÍËı ˜ËÒÂÎ Ú‡ÍÊÂ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚.

ÇÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÍ˚ÚÓ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Î˛·Ó„Ó ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó
‡ÁÏÂ‡.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ r ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÓÚÍ˚Ú˚ı ¯‡Ó‚ ‡‰ËÛÒ‡ r, Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı ‡‚ÌÓ ï.

äÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï , τ ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï, ÂÒÎË ‚ÒflÍÓÂ

ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓÍ˚ÚËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ËÏÂÂÚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓ‰ÔÓÍ˚ÚËÂ. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ï
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.

äÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÒÂ„‰‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ãËÌ‰ÂÎÂÙ‡, ‚ÔÓÎÌÂ
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ÏË Ë Ô‡‡ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ÍÓÏÔ‡ÍÚ-
Ì˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ ÔÓÎÌÓÂ Ë ‚ÔÓÎÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ. èÓ‰ÏÌÓ-
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ÊÂÒÚ‚Ó Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,
ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ Ë Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ.

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ fl‰ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı Ò‚ÓÈÒÚ‚, ÍÓÚÓ˚Â ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ Ò‚ÓÈÒÚ‚Û
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÒÚË ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ÌÓ ÌÂ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ ‰Îfl Ó·˘Ëı ÚÓÔÓÎÓ-
„Ë˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚. í‡Í, ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÍ‚ÂÌˆË‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï (Í‡Ê‰‡fl ÔÓÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÒıÓ‰fl˘ÂÈÒfl ÔÓ‰ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛) ËÎË Ò˜ÂÚÌÓ
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï (Í‡Ê‰ÓÂ Ò˜ÂÚÌÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓÍ˚ÚËÂ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÔÓ‰-
ÔÓÍ˚ÚËÂÏ), ËÎË ÔÒÂ‚‰ÓÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï (Í‡Ê‰‡fl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl
ÙÛÌÍˆËfl Ì‡ ‰‡ÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÚÒÚ‚Â fl‚ÎflÂÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ), ËÎË ÒÎ‡·Ó Ò˜ÂÚÌ˚Ï
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (Í‡Ê‰ÓÂ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ó·Î‡‰‡ÂÚ
ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ).

ãÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏ ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ

(ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ) ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó V, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚˚Ï
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ò ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÓÔÂ‡ˆËflÏË ÒÎÓÊÂÌËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚ Ë ÛÏÌÓÊÂÌËfl
‚ÂÍÚÓ‡ Ì‡ ÒÍ‡Îfl. éÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË Â„Ó ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl
Ó·Î‡‰‡ÂÚ ·‡ÁÓÈ, ‚ÒflÍËÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ ÍÓÚÓÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.

èÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ä ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ V Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï, ÂÒÎË ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  A Ë
Î˛·Ó„Ó t ∈  [0,1] ÚÓ˜Í‡ tx + (1–t)y ∈  A, Ú.Â. ‚ÒflÍ‡fl ÚÓ˜Í‡ ÓÚÂÁÍ‡, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Â„Ó ı Ë
Û, ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ Ä.

ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V,|| x–y ||) Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ)
‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V Ò ÏÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ || x–y || fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ; ‚ÒflÍ‡fl ÚÓ˜Í‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ·‡ÁÓÈ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ
ËÁ ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚.

ë˜ÂÚÌÓ-ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ë˜ÂÚÌÓ-ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (V, τ ), ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ÍÓÚÓÓ„Ó Á‡‰‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ Ò˜ÂÚÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
ÒÓ‚ÏÂÒÚÌ˚ı ÌÓÏ || ⋅ ||1,… ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ, ÂÒÎË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {xn}n
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ V, fl‚Îfl˛˘‡flÒfl ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÓÏ || ⋅ ||i Ë
|| ⋅ ||j, ÒıÓ‰ËÚÒfl Í ÌÛÎ˛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ˝ÚËı ÌÓÏ, ÚÓ ÓÌ‡ ·Û‰ÂÚ ÒıÓ‰ËÚ¸Òfl Í
ÌÛÎ˛ Ë ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰Û„ÓÈ. ë˜ÂÚÌÓ-ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ë Â„Ó ÏÂÚËÍ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì‡ Í‡Í

1

2 1
1

n
n

n

n

x y

x y=

∞

∑ −
+ −
|| ||

|| ||
.

ÉËÔÂÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÉËÔÂÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï , τ ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â CL(X) ‚ÒÂı ÌÂÔÛÒÚ˚ı Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı (ËÎË,
·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı) ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï. íÓÔÓÎÓ„Ëfl „ËÔÂÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÂÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ. èËÏÂ‡ÏË Ú‡ÍÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËË Û‰‡‡-ÔÓÏ‡ı‡ ÏÓ„ÛÚ
ÒÎÛÊËÚ¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ÇËÂÚÓËÒ‡ Ë ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl îÂÎÎ‡. èËÏÂ‡ÏË Ú‡ÍÓÈ ÒÎ‡·ÓÈ
ÚÓÔÓÎÓ„ËË „ËÔÂÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ Ë
ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl Ç‡ÈÒÏ‡Ì‡.

ÑËÒÍÂÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÑËÒÍÂÚÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, τ ) Ò

‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ. Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
(X, d) Ò ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ: d(x, x) = 0, Ë d(x, Û) = 1 ‰Îfl x ≠ y.
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ÄÌÚË‰ËÒÍÂÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÄÌÚË‰ËÒÍÂÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï , τ ) Ò

‡ÌÚË‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ. Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÔÓÎÛÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d) Ò ‡ÌÚË‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ: d(x, Û) = 0 ‰Îfl Î˛·˚ı x,y ∈  X.

åÂÚËÁÛÂÏÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ „ÓÏÂÓÏÓÙÌÓ

ÌÂÍÓÚÓÓÏÛ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û. åÂÚËÁÛÂÏ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÒÂ„‰‡
fl‚Îfl˛ÚÒfl í2-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ë Ô‡‡ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË (‡ ÁÌ‡˜ËÚ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ÏË Ë ‚ÔÓÎÌÂ
Â„ÛÎflÌ˚ÏË) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÂ‚Ë˜ÌÓ-Ò˜ÂÚÌ˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Ï, ÂÒÎË Î˛·‡fl
Â„Ó ÚÓ˜Í‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÏÂÚËÁÛÂÏÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸˛.

íÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï , τ ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Ï, ÂÒÎË
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÂÚËÁÛÂÏ‡fl ÚÓÔÓÎÓ„Ëfl τ� Ì‡ ï, ·ÓÎÂÂ „Û·‡fl, ˜ÂÏ τ.

çËÊÂ ‰‡Ì˚ ÚË ÔËÏÂ‡ ‰Û„Ëı Ó·Ó·˘ÂÌËÈ ÏÂÚËÁÛÂÏ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚.
å-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åÓËÚ˚ – ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï , τ), ËÁ ÍÓÚÓÓ„Ó

ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f Ì‡ ÏÂÚËÁÛÂÏÓÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (Y, τ�) , Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ f Á‡ÏÍÌÛÚÓ Ë f1(y) Ò˜ÂÚÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó y∈  Y.

M1-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ëÂ‰Â‡ –ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, τ ) Ò ·‡ÁÓÈ, ÒÓı‡-
Ìfl˛˘ÂÈ σ-Á‡Ï˚Í‡ÌËÂ (ÏÂÚËÁÛÂÏ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ËÏÂ˛Ú σ -ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÌÂ˜Ì˚Â
·‡Á˚).

σ-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó éÍÛflÏ˚ – ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, τ ) Ò σ-ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ
ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÒÂÚ¸˛, Ú.Â. Ú‡ÍËÏ ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ 	  ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, ˜ÚÓ ‰Îfl
‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  U („‰Â U – ÓÚÍ˚ÚÓ) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ U� ∈  	 , ˜ÚÓ x ∈  U� ⊂  U
(·‡Á‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÚ¸˛, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ÓÚÍ˚Ú˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚).
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é·Ó·˘ÂÌËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚

çÂÍÓÚÓ˚Â Ó·Ó·˘ÂÌËfl ÔÓÌflÚËfl ÏÂÚËÍË, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË ÔÓÌflÚËfl Í‚‡ÁËÏÂÚËÍË,
ÔÓ˜ÚË-ÏÂÚËÍË, ‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË, ·˚ÎË ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ‚ „Î. 1. Ç ‰‡ÌÌÓÈ „Î‡‚Â
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÌÂÍÓÚÓ˚Â Ó·Ó·˘ÂÌËfl, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ, ÚÂÓËÂÈ ‚ÂÓflÚ-
ÌÓÒÚÂÈ, ‡Î„Â·ÓÈ Ë Ú.Ô.

3.1. m-åÖíêàäà

m-ïÂÏËÏÂÚËÍ‡ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl d : Xm+1 → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl m-ıÂÏË-
ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË d ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡, Ú.Â. d(x1,…,xn+1) ≥ 0 ‰Îfl ‚ÒÂı x1,…, xn+1 ∈  X, ÂÒÎË d
‚ÔÓÎÌÂ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡, Ú.Â. Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ d(x1,…, xm+1) = d(xπ(1),…, xπ(m+1))
‰Îfl ‚ÒÂı x1,…, xm+1 ∈  X Ë Î˛·ÓÈ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË π ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ {1,…, m+1}, ÂÒÎË d
ÔË‚Â‰ÂÌ‡ Í ÌÛÎ˛, Ú.Â.  d(x1,…, xm+1) = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x1,…, xm+1 ÌÂ
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÔ‡ÌÓ ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË, Ë ÂÒÎË ‰Îfl ‚ÒÂı x1,…, xm+2 ∈  X  ÙÛÌÍˆËfl d
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ m-ÒËÏÔÎÂÍÒÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û:

d x x d x x x xm i i m
i

m

( , , ) ( , , , , , ).1 1 1 1 1 2
1

1

… ≤ … …+ − + +
=

+

∑

2-ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl d : X → � 2-ÏÂÚËÍÓÈ,
ÂÒÎË d ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡, ‚ÔÓÎÌÂ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡, ÔË‚Â‰ÂÌ‡ Í ÌÛÎ˛ Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ÚÂÚ‡˝‰‡

d x x x d x x x d x x x d x x x( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , ).1 2 3 4 2 3 1 4 4 1 2 4≤ + +

ùÚÓ – Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‚‡ÊÌ˚È ÒÎÛ˜‡È m = 2 ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ m-ıÂÏËÏÂÚËÍË.

(m, s)-ÒÛÔÂÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ë s – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ.
îÛÌÍˆËfl d : Xm+1 → � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl (m, s)-ÒÛÔÂÏÂÚËÍÓÈ ([DeDu03]), ÂÒÎË d ÌÂÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡, ‚ÔÓÎÌÂ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡, ÔË‚Â‰ÂÌ‡ Í ÌÛÎ˛ Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ (m, s)-ÒËÏÔ-
ÎÂÍÒÌÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û:

d x x d x x x xm i i m
i

m

( , , ) ( , , , , , ).1 1 1 1 1 2
1

1

… ≤ … …+ − + +
=

+

∑

(m, s)-ÒÛÔÂÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl m-ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË s ≥ 1.
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3.2. çÖéèêÖÑÖãÖççõÖ  åÖíêàäà

çÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡

çÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË G-ÏÂÚËÍ‡) Ì‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ)
‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V ÂÒÚ¸ ·ËÎËÌÂÈÌ‡fl (‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ –
ÒÂÒÍËÎËÌÂÈÌ‡fl) ÙÓÏ‡ G Ì‡ V, Ú.Â. ÙÛÌÍˆËfl G V × V �(�), Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı
x, y, z ∈  V Ë Î˛·˚ı ÒÍ‡ÎflÓ‚ α, β ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

    G x y G x G y G x y G x G y( , ) ( , ) ( , )  ( , ) ( , ) ( , )α β α β α β α β+ = + + = +z z z z z zË  

„‰Â α = + = −a bi a bi  Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÒÓÔflÊÂÌËÂ).
ÖÒÎË G – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÙÓÏ‡, ÚÓ ˝ÚÓ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ V Ë Â„Ó ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‰Îfl Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚‚Â‰ÂÌËfl ÌÓÏ˚ Ë
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÏÂÚËÍË ÌÓÏ˚ Ì‡ V. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl Ó·˘ÂÈ ÙÓÏ˚ G ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÌË ÌÓÏ˚, ÌË ÏÂÚËÍË, Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍË Ò‚flÁ‡ÌÌÓÈ Ò G, Ë ÚÂÏËÌ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl
ÏÂÚËÍ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ÔÓÏËÌ‡ÂÚ Ó ÚÂÒÌÓÈ Ò‚flÁË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
Ì˚ı ·ËÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÓÏ Ò ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË ‚ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
(ÒÏ. „Î. 7 Ë 26).

è‡‡ (V, G) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ò ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. äÓÌÂ˜-
ÌÓÏÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ËÎËÌÂÈÌ˚Ï ÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ç, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ
G -ÏÂÚËÍÓÈ, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ò ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ. ç‡Ë·ÓÎÂÂ ‚‡ÊÌ˚Ï ÔËÏÂÓÏ Ú‡ÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl J-ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

èÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó L ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (V, G) Ò ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï, ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ËÎË ÌÂÈÚ‡Î¸Ì˚Ï ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ G(x, x) > 0, G(x, x) < 0 ËÎË G(x, x) = 0 ‰Îfl
‚ÒÂı x → L.

ùÏËÚÓ‚‡ G-ÏÂÚËÍ‡

ùÏËÚÓ‚‡ G -ÏÂÚËÍ‡ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ GH Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ‚ÂÍÚÓ-
ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V , Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x ,   y ∈  V ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

G x y G y xH H( , ) ( , ),=  „‰Â α = + = −a bi a bi  ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÒÓÔflÊÂÌËÂ.

êÂ„ÛÎflÌ‡fl G-ÏÂÚËÍ‡

êÂ„ÛÎflÌ‡fl G -ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ G Ì‡ „ËÎ¸-
·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ç Ì‡‰ �, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ‡fl Ó·‡ÚËÏ˚Ï ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ
í ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

G(x, y) = 〈T(x), y〉 ,

„‰Â 〈 ,〉  – ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ ç.
ùÏËÚÓ‚ ÓÔÂ‡ÚÓ Ì‡ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ç – ·ËÎËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ í

Ì‡ ç, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚È Ì‡ Ó·Î‡ÒÚË ÔÎÓÚÌÓÒÚË D(T) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ç ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ 〈 T(x), y〉  =
= 〈x, T(y)〉  ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  D(T). é„‡ÌË˜ÂÌÌ˚È ˝ÏËÚÓ‚ ÓÔÂ‡ÚÓ ÎË·Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ
Ì‡ ‚ÒÂÏ ç, ÎË·Ó ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌ Ì‡ ‚ÒÂ ç Ë ÚÓ„‰‡ í = í*. ç‡
ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ˝ÏËÚÓ‚ ÓÔÂ‡ÚÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì ˝ÏËÚÓ‚ÓÈ
Ï‡ÚËˆÂÈ (( )) (( )).a aij ji=
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J-ÏÂÚËÍ‡
J-ÏÂÚËÍ‡ – ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ G  Ì‡ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ç Ì‡‰ ë, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ÌÂÍËÏ ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ËÌ‚ÓÎ˛ÚË‚Ì˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ J
Ì‡ ç ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

G(x, y) = 〈J(x), y〉 ,
„‰Â 〈 ,〉  – ÂÒÚ¸ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ ç.

àÌ‚ÓÎ˛ÚË‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ – ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ç Ì‡ ç, Í‚‡‰‡Ú ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl
ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ. àÌ‚ÓÎ˛ÚË‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ J ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ J = P+ – P–, , „‰Â ê+ Ë ê –  fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ÏË
ÔÓÂÍˆËflÏË ‚ ç, ‡ P+ + P– = H. ê‡Ì„ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË J-ÏÂÚËÍË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
min{dim P+, dim P–}.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (H, G) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl J-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. J-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï
‡Ì„ÓÏ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ èÓÌÚfl„ËÌ‡.

3.3. íéèéãéÉàóÖëäàÖ  éÅéÅôÖçàü

ó‡ÒÚË˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ó‡ÒÚË˜ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (å˝Ú¸˛Á, 1992) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Ô‡‡ (X,

d), „‰Â ï – ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ‡ d – ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡fl ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl
d : X × X → �, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ d(x, x) ≤ d(x, y) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X (Ú.Â. Î˛·ÓÂ Ò‡ÏÓ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
x(x. x), Ï‡ÎÓ), ı = Û, ÂÒÎË d(x, x) = d(x, y) = d(y, y) = 0 (í0 – ‡ÍÒËÓÏ‡ ÓÚ‰ÂÎËÏÓÒÚË) Ë
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) – d(z, z)

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X (ÒËÎ¸ÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
ÖÒÎË d fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚË˜ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÚÓ d(x, y) – d(x, x) ·Û‰ÂÚ Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ

Ë (X, d) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÓ, ÂÒÎË Ï˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÏ x yp−  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ

ÚÓ„‰‡  d(x, y) – d(x, x) = 0.

ëıÓ‰ÒÚ‚Ó
èÛÒÚ¸ ï  – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. îÛÌÍˆËfl d  : X × X → �  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÒıÓ‰ÒÚ‚ÓÏ Ì‡ ï , ÂÒÎË d  ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ Ë ÂÒÎË ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÎË·Ó
d(x, x) ≤ d(x, y) – ‚ Ú‡ÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒıÓ‰ÒÚ‚ÓÏ ‚ÔÂÂ‰ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó, ÎË·Ó
d(x, x) ≥ d(x, y) – ÚÓ„‰‡ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒıÓ‰ÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á‡‰.

ÇÒflÍÓÂ ÒıÓ‰ÒÚ‚Ó d ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÒÚÓ„ËÈ ˜‡ÒÚË˜Ì˚È ÔÓfl‰ÓÍ � Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı
ÌÂÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚ı Ô‡ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ï ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Á‡‰‡ÌËfl {x, y} �  {u, ν} ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d(x, y) < d(u, ν ).

ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÒıÓ‰ÒÚ‚‡ Ì‡Á‡‰ d ÒıÓ‰ÒÚ‚Ó ‚ÔÂÂ‰ – d ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÚÓÚ ÊÂ ˜‡ÒÚË˜Ì˚È
ÔÓfl‰ÓÍ.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �-‡ÒÒÚÓflÌËfl
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó � -‡ÒÒÚÓflÌËfl  ÂÒÚ¸ Ô‡‡ (X, f), „‰Â ï – ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‡ f fl‚ÎflÂÚÒfl τ-‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÄÏË–åÛÚ‡‚‡ÍËÎfl Ì‡ ï, Ú.Â. ÌÂÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ f : X × X → � , Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x  ∈  X Ë Î˛·ÓÈ
ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË U ÚÓ˜ÍË ı ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ε > 0 c ÛÒÎÓ‚ËÂÏ {y ∈  X : f(x, y) < ε} ⊂  U.

ã˛·ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (X, d) ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó τ-‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl
ÚÓÔÓÎÓ„ËË τ f, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: A ∈  τf, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈  X
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ε > 0, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ {y ∈  X : f(x, y) < ε} ⊂  A. é‰Ì‡ÍÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÌÂÏÂÚË-
ÁÛÂÏ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ τ-‡ÒÒÚÓflÌËfl. τ-ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ f(x, y) ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‰ÓÎÊÌÓ
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·˚Ú¸ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï ËÎË Ó·‡˘‡Ú¸Òfl ‚ ÌÛÎ¸ ‰Îfl x = y; Ì‡ÔËÏÂ, e| x–y  | fl‚ÎflÂÚÒfl
τ-‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡ ï = � Ò Ó·˚˜ÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·ÎËÁÓÒÚË

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·ÎËÁÓÒÚË (ÖÙÂÏÓ‚Ë˜, 1936) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï Ò ·ËÌ‡Ì˚Ï ÓÚÌÓ¯Â-
ÌËÂÏ δ Ì‡ ÒÚÂÔÂÌÌÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ê(ï) ‚ÒÂı Â„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, ÍÓÚÓÓÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-
flÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ:

1) ÄδÇ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÇδÄ (ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÒÚ¸);
2) Äδ(Ç ∪  ë) ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÄδÇ ËÎË Äδë (‡‰‰ËÚË‚ÌÓÒÚ¸);
3) ÄδA ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ A ≠ 0/  (ÂÙÎÂÍÒË‚ÌÓÒÚ¸).
éÚÌÓ¯ÂÌËÂ δ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ·ÎËÁÓÒÚ¸ (ËÎË ÒÚÛÍÚÛÛ ·ÎËÁÓÒÚË) Ì‡ ï. ÖÒÎË ÄδÇ

ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl, ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä Ë Ç Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Û‰‡ÎÂÌÌ˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË.
ÇÒflÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d) ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·ÎËÁÓÒÚË: ÓÔÂ‰ÂÎËÏ,

˜ÚÓ ÄδÇ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d(A, B) = infx∈ A,y∈ Bd(x, y) = 0.
ã˛·‡fl ·ÎËÁÓÒÚ¸ Ì‡ ï ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ (‚ÔÓÎÌÂ Â„ÛÎflÌÛ˛) ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛ Ì‡ ï Á‡‰‡ÌËÂÏ

Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ï ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Á‡Ï˚Í‡ÌËfl cl : P(X) → P(X) ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ
cl(A) = {x ∈  X : {x}δA}.

ê‡‚ÌÓÏÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

í‡ÍËÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (Ò ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÒÚÛÍÚÛ‡ÏË) ‰‡˛Ú
Ó·Ó·˘ÂÌËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚Â Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÏÂÊ‰Û ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚‡ÏË.

ê‡‚ÌÓÏÂÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (Ç˝ÈÎ¸, 1937) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï  Ò ‡‚ÌÓ-
ÏÂÌÓÒÚ¸˛ (ËÎË ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ) 	 – ÌÂÔÛÒÚ˚Ï ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï × ï, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı ÓÍÛÊÂÌËflÏË Ë Ó·Î‡‰‡˛˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ-
‚‡ÏË:

1) Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ï × ï, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÁ 	, ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ 	;
2) ‚ÒflÍÓÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ËÁ 	 ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ 	;
3) Í‡Ê‰ÓÂ  ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó  V  ∈  	   ÒÓ‰ÂÊËÚ  ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸,  Ú.Â.  ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó  {(x, x):

x ∈  X} ⊂  ï × ï;
4) ÂÒÎË V ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ 	, ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó {(y, x) : (x, y) ∈  V} ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ 	;
5) ÂÒÎË V  ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ 	, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ V� ∈  	 , ˜ÚÓ (x, z) ∈  V ‚Ó ‚ÒÂı

ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡ (x, y), (y, z) ∈  V�.
ä‡Ê‰ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

éÍÛÊÂÌËÂ ‚ (ï, d) ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï  × ï, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Vε =
= {(x, y) ∈  X × X : d(x, y) < ε}  ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó
˜ËÒÎ‡ ε. ÑÛ„ËÏ ·‡ÁÓ‚˚Ï ÔËÏÂÓÏ ‡‚ÌÓÏÂÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÓÔÓ-
ÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ „ÛÔÔ˚.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË (ïÂËı, 1974) ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï ÒÓ ÒÚÛÍÚÛ-
ÓÈ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË, Ú.Â. ÌÂÔÛÒÚÓÈ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸˛ 	 ÒÂÏÂÈÒÚ‚ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ÏË ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË, ÒÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ-
‚‡ÏË:

1) Í‡Ê‰ÓÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó, ÔÓ‰‡Á‰ÂÎfl˛˘ÂÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó Ó ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË, fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË;

2) Í‡Ê‰ÓÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó Ò ÌÂÔÛÒÚ˚Ï ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ÔË·ÎË-
ÊÂÌÌÓÒÚË;
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3) V ∈  	, ÂÒÎË {cl(A): A ∈  V} ∈  	, „‰Â Òl(A) = {x ∈  X : {{x}, A ∈  	};
4)   0/ ,∈ 	  ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ê(ï) ‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï  ÌÂ

fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË;
5) ÂÒÎË {A ∪  B : A ∈  �∞, B ∈  �ε ∈  	, ÚÓ �∞ ∈ 	 ËÎË �ε ∈ 	.
ê‡‚ÌÓÏÂÌ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË Ô‡‡ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-

‚‡ÏË ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÒÚË.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔË·ÎËÊÂÌËÈ
ùÚË ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‰‡˛Ú Ó·Ó·˘ÂÌËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚,

ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚Â Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔË·ÎËÊÂÌËÈ (ãÓÛ, 1989) ÂÒÚ¸ Ô‡‡ (ï, D), „‰Â ï  – ÌÂÍÓÚÓ-

ÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ‡ D  – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ, Ú.Â. ÙÛÌÍˆËfl
X × P(X) → [0, ∞] („‰Â ê(ï) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ï), Û‰Ó‚ÎÂÚ-
‚Ófl˛˘‡fl ‰Îfl ‚ÒÂı x ∈  X Ë ‚ÒÂı A, B ∈  P(X) ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ:

1) D(x,{x}) = 0;
2) D(x,{x}) = ∞;
3) D(x, A ∪  B) = min{D(x, A), D(x, B)};
4)  D(x, A) ≤ D(x, Aε) + ε ‰Îfl Î˛·˚ı ε ∈  [0, ∞], „‰Â Aε = {x : D(x, A) ≤ ε} ÂÒÚ¸ "ε-¯‡"

Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ı.
ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) (·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, Î˛·ÓÂ ‡Ò¯ËÂÌÌÓÂ

Í‚‡ÁËÔÓÎÛÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔË·ÎËÊÂÌËÈ Ò D(x, A),
fl‚Îfl˛˘ËÏÒfl Ó·˚˜Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.

ÖÒÎË Ï˚ ËÏÂÂÏ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
(ï, d) Ë ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó � Â„Ó ÌÂÔÛÒÚ˚ı Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl Å˝‰‰ÎË–
åÓÎ˜‡ÌÓ‚‡ ‰‡ÂÚ ËÌÒÚÛÏÂÌÚ ‰Îfl ‰Û„Ó„Ó Ó·Ó·˘ÂÌËfl. ùÚÓ – ÙÛÌÍˆËfl D  : X ×� → �,
ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ÌËÊÌÂÈ ÔÓÎÛÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÂÂ ÔÂ‚ÓÈ ÔÂÂÏÂÌ-
ÌÓÈ, ËÁÏÂÂÌÌÓÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÚÓÓÈ, Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ‰‚ÛÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ:
F = {x ∈  X : D(x, F) ≤ 0} ‰Îfl F ∈  � Ë D(x, F1) ≥ D(x, F2) ‰Îfl x ∈  X ‚ÒflÍËÈ ‡Á, ÍÓ„‰‡ F1,
F2 ∈ � Ë F1 ⊂  F2.

ÑÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl D(x, {y}) = D(y, {x}) Ë D(x, F) ≤ D(x, {y}) + D({y}F) ‰Îfl
‚ÒÂı x, y ∈  X Ë ‚ÒÂı F ∈  � ‰‡˛Ú Ì‡Ï ‡Ì‡ÎÓ„Ë ÒËÏÏÂÚËË Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡. ëÎÛ˜‡È D(x, F) = d(x, F) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˚˜ÌÓÏÛ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÏÂÊ‰Û
ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d); ÒÎÛ˜‡È D(x, F) = d(x, F)
‰Îfl x ∈  X\F Ë D(x, F) = –d(x, F\F) ‰Îfl x ∈  X ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÙÛÌÍˆËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÓ
ÁÌ‡ÍÓÏ („Î. 1).

åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ·ÓÌÓÎÓ„Ëfl
èÛÒÚ¸ ï – ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. ÅÓÌÓÎÓ„ËÂÈ Ì‡ ï ·Û‰ÂÚ Î˛·ÓÂ

ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó � ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ä ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) ∪ A∈ � A = X;
2) � fl‚ÎflÂÚÒfl Ë‰Â‡ÎÓÏ, Ú.Â. ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚ÒÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ë ÍÓÌÂ˜Ì˚Â Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl

Â„Ó Ó·˙ÂÍÚÓ‚;
ëÂÏÂÈÒÚ‚Ó � fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ·ÓÌÓÎÓ„ËÂÈ ([Beer99]), ÂÒÎË, ·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó,

ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÛÒÎÓ‚Ëfl;
3) � ÒÓ‰ÂÊËÚ Ò˜ÂÚÌÛ˛ ·‡ÁÛ;
4) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Ä ∈  � ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ä� ∈  �, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Á‡Ï˚Í‡ÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä

ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÚÓ˜ÂÍ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ä�.
åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ·ÓÌÓÎÓ„Ëfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÈ, ÂÒÎË � ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ê(ï)

‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï; Ú‡Í‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ·ÓÌÓÎÓ„Ëfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
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ÒÂÏÂÈÒÚ‚Û Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË. ÑÎfl ‚ÒflÍÓ„Ó
ÌÂÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ÏÂÚËÁÛÂÏÓ„Ó ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÓ„‡-
ÌË˜ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡, ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏ‡fl Ò ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËÂÈ. çÂÚË‚Ë‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl
·ÓÌÓÎÓ„Ëfl Ì‡ Ú‡ÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ï  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Û Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÌÂÍÓÂÈ ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÂ. çÂÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ
ÏÂÚËÁÛÂÏÓÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ï  ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ÏÌÓ„Ó
ÌÂÚË‚Ë‡Î¸Ì˚ı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ·ÓÌÓÎÓ„ËÈ.

3.4. áÄ  èêÖÑÖãÄåà  óàëÖã

ÇÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èÓÌflÚËÂ ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ

ÔÓÌflÚËfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [ScSk83]) ÔÓ ‰‚ÛÏ Ì‡Ô‡-
‚ÎÂÌËflÏ: ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË Ë ÒÛÏÏ‡ ‚
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Â ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ÔÂ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÓÔÂ‡ˆË˛ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡.

îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ÔÛÒÚ¸ Ä – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÙÛÌÍˆËÈ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚ÂÓflÚÌÓÒÚË,
ÌÂÒÛ˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ [0, ∞]. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó a ∈   [0, ∞] Á‡‰‡‰ËÏ
εa ∈  A Í‡Í εa(x) = 1, ÂÒÎË x  > a  ËÎË x = ∞  Ë ε a = 0, ËÌ‡˜Â. îÛÌÍˆËË ‚ Ä  ·Û‰ÛÚ
ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌ˚: ·Û‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ F  ≤ G, ÂÒÎË F(x) ≤ G(x) ‰Îfl ‚ÒÂı x ≥ 0. äÓÏÏÛ-
Ú‡ÚË‚Ì‡fl Ë ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚Ì‡fl ÓÔÂ‡ˆËfl τ Ì‡ Ä Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‡ˆËÂÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡,
ÂÒÎË ÓÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ τ(F , ε0) = F ‰Îfl Î˛·Ó„Ó F ∈  A, Ë τ(F, E) ≤ τ(G, H),
ÂÒÎË Ö ≤ G, F ≤ ç.

ÇÂÓflÚÌÓÒÚÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ˝ÚÓ ÚÓÈÍ‡ (ï, d, τ ), „‰Â ï   –
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, d – ÙÛÌÍˆËfl X × X → A Ë τ  – ÓÔÂ‡ˆËfl ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl
Î˛·˚ı p, q, r ∈  X ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) d(p, q) = ε0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ p = q;
2) d(p, q) = d(q, p);
3) d(p, r) ≤ τ(d(p, q), d(q, r)).
çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó 3 ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡, ÂÒÎË τ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜Ì˚Ï

ÒÎÓÊÂÌËÂÏ Ì‡ �.
ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ı ≥ 0 ÁÌ‡˜ÂÌËÂ d(p, q) ‚ ÚÓ˜ÍÂ ı ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÌÚÂÔÂÚËÓ‚‡ÌÓ Í‡Í

"‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û  Ë q ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ ı"; åÂÌ„Â ÔÂ‰ÎÓÊËÎ
‚ 1942 „. Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ‰‡ÌÌÓÂ ÔÓÌflÚËÂ ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚ÓÏ.  Ç ˝ÚÓÚ ÊÂ ÔÂËÓ‰ ·˚ÎË ‚‚Â‰ÂÌ˚ ÔÓÌflÚËfl ÌÂ˜ÂÚÍÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó
(‡ÒÔÎ˚‚˜‡ÚÓ„Ó) ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡  (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ [Bloc99]).

é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. èÛÒÚ¸ (G, +, ≤) – ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ‡fl ÔÓÎÛ„ÛÔÔ‡
(ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì‡fl), ËÏÂ˛˘‡fl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ 0. îÛÌÍˆËfl
d : X × X → G Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1) d(x, y) = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = y;
2) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X;
3)  d x y d y x( , ) ( , ),  = „‰Â  α  fl‚ÎflÂÚÒfl ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ËÌ‚ÓÎ˛ÚË‚Ì˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂ-

ÌËÂÏ G, ÒÓı‡Ìfl˛˘ËÏ ÔÓfl‰ÓÍ.
è‡‡ (X, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
ÖÒÎË ÛÒÎÓ‚ËÂ 2 Ë ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ "ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡" ‚ ÛÒÎÓ‚ËË 1 ÒÌËÏ‡˛ÚÒfl, Ï˚ ÔÓÎÛ-

˜‡ÂÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ë Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ  (X, d).
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÔÓÒÚÓÂÌËË
ÉÛÔÔ‡ äÓÍÒÚÂ‡ – „ÛÔÔ‡ (W, ⋅,1) ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ‡fl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË { , ,w1 …

w w w i j nn i j
mij: ( ) , , }.= ≤ ≤1 1  á‰ÂÒ¸ M = ((m ij)) – Ï‡ÚËˆ‡ äÓÍÒÚÂ‡, Ú.Â. ÔÓËÁ-

‚ÓÎ¸Ì‡fl ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl (n × n)-Ï‡ÚËˆ‡, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ m = 1, a ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl –
ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ˆÂÎ˚Â ˜ËÒÎ‡ ËÎË ∞. ÑÎËÌ‡ l(x) ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ x ∈  W ÂÒÚ¸ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ
˜ËÒÎÓ ÔÓÓÊ‰‡˛˘Ëı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ w1,…, wn, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ı.

èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó (W,⋅,1) – „ÛÔÔ‡ äÓÍÒÚÂ‡. è‡‡ (X, d)
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓÂÌËÂÏ Ì‡‰ (W,⋅,1), ÂÒÎË ÙÛÌÍˆËfl d : X × X → W, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡ ÔÓÒÚÓÂÌËË, Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË:

1) d(x, y) = 1 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = y;
2) d(x, y) = (d(x, y))–1;
3) ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ~i, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂÏ x ~i y, ÂÒÎË d(x, y) = 1 ËÎË wi, ÂÒÚ¸ ÓÚÌÓ-

¯ÂÌËÂ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË;
4) ‰Îfl ‰‡ÌÌÓ„Ó x ∈  X Ë ÍÎ‡ÒÒ‡ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ë ËÁ ~i ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ

x ∈  C, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ d(x, y) Í‡Ú˜‡È¯ÂÂ (Ú.Â. Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ ‰ÎËÌ˚) Ë d(x, y�) = d(x, y)wi ‰Îfl
Î˛·Ó„Ó y� ∈  C, y� ≠ y.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „‡ÎÂÂË Ì‡ ÔÓÒÚÓÂÌËË d� ÂÒÚ¸ Ó·˚˜Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ï, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl
Í‡Í l(d(x, y)). ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ d� – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÔÛÚË Ì‡ „‡ÙÂ Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ ï Ë
ıÛ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Â·‡, ÂÒÎË d(x, y) = wi ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó 1 ≤ i ≤ n. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „‡ÎÂÂË Ì‡
ÔÓÒÚÓÂÌËË ÂÒÚ¸ ÓÒÓ·˚È ÒÎÛ˜‡È ÏÂÚËÍË „‡ÎÂÂË (Í‡ÏÂÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ï).

ÅÛÎÂ‚Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÅÛÎÂ‚‡ ‡Î„Â·‡ (ËÎË ·ÛÎÂ‚‡ Â¯ÂÚÍ‡) ÂÒÚ¸ ‰ËÒÚË·ÛÚË‚Ì‡fl Â¯ÂÚÍ‡ (B, ∨ , ∧ ) Ò

Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ 0 Ë Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ 1, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ
x ∈  B Ó·Î‡‰‡ÂÚ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ x,  Ú‡ÍËÏ ˜ÚÓ  x x x x∨ = ∧ =1 0 .Ë  

èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ë (B, ∨ , ∧ ) – ·ÛÎÂ‚‡ ‡Î„Â·‡. è‡‡ (X, d)
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ÛÎÂ‚˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡‰ Ç , ÂÒÎË ÙÛÌÍˆËfl
d : X × X → B Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË:

1) d(x, y) = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = y;
2) d(x, y) ≤ d(x, z) ∨  d(z, y) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ‡Î„Â·ÓÈ
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ‡Î„Â·ÓÈ ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ-

„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ, ÚÓ˜ÍË ÍÓÚÓÓ„Ó ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÌ‡·ÊÂÌ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË
ËÁ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ‡Î„Â·˚, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚ÌÓÈ Ë Ò Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ.

åÓ‰ÛÎ¸ Ì‡‰ ‡Î„Â·ÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ,
Â„Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ËÁ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
ÔÛÚÂÏ Á‡ÏÂÌ˚ ÔÓÎfl Ì‡ ‡ÒÒÓˆË‡ÚË‚ÌÛ˛ ‡Î„Â·Û Ò Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ. ÄÙÙËÌÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ‡Î„Â·ÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ. Ç ‡ÙÙËÌÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı Ì‡‰ ‡Î„Â·‡ÏË ÏÓÊÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ˝ÏËÚÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ‰Îfl ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì˚ı ‡Î„Â· ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ‰‡ÊÂ Í‚‡‰‡ÚË˜Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‚ ÛÌËÚ‡Î¸ÌÓÏ ÏÓ‰ÛÎÂ
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈x, y〉 , ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÓ
Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ 〈x, y〉  = J(〈 y, x〉), „‰Â J fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ‚ÓÎ˛ÚË‚Ì˚Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ ‡Î„Â·˚, ‡
‚Ó ‚ÚÓÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ 〈 x, y〉  = 〈y, x〉 ,

n-åÂÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ‡Î„Â·ÓÈ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ
Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı ÔÓ‰ÏÓ‰ÛÎÂÈ (n + 1)-ÏÂÌÓ„Ó ÛÌËÚ‡Î¸ÌÓ„Ó ÏÓ‰ÛÎfl Ì‡‰ ˝ÚÓÈ ‡Î„Â·ÓÈ.
Ç‚Â‰ÂÌËÂ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl 〈x, y〉  ‚ ÛÌËÚ‡Î¸ÌÓÏ ÏÓ‰ÛÎÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Á‡‰‡Ú¸ ‚
ÔÓÒÚÓÂÌÌÓÏ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÓ‰ÛÎfl ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ˝ÏËÚÓ‚Û ËÎË,
‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚ÌÓÈ ‡Î„Â·˚, Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÛ˛ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÛ˛ Ë „ËÔÂ·Ó-
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ÎË˜ÂÒÍÛ˛ ÏÂÚËÍÛ. åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ ÚÓ˜ÂÍ ˝ÚËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÂÒÚ¸
‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ W = 〈x, x〉–1 〈x, y〉  〈y, y〉–1 〈x, y〉 . ÖÒÎË W – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ
˜ËÒÎÓ, ÚÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ w, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó W = cos2w, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ı Ë
Û ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ì‡‰ ‡Î„Â·ÓÈ.

ó‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
èÛÒÚ¸ ï – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó. èÛÒÚ¸ (G , ≤) – ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ò Ì‡ËÏÂÌ¸¯ËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ g0, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ G� = G\{g0} ÌÂÔÛÒÚÓ, Ë ‰Îfl
Î˛·˚ı g1, g2 ∈  G� ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ g3 ∈  G�, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ  g3 ≤ g1 Ë g3 ≤ g2.

ó‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÂÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl d : X × X → G, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl
Î˛·˚ı x, y ∈  X ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, y) = g0 ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x =y.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡.
1. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó g1 ∈  G� ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ g2 ∈  G�, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  X ËÁ

ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ d(x, y) ≤ g2 ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, y) ≤ g1.
2. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó g1 ∈  G ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú g2, g3 ∈  G�, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y, z ∈  X  ËÁ

ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ d(x, y) ≤ g2 Ë  d(y, z) ≤ g2 ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (y, x) ≤ g1.
3. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó g1 ∈  G� ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ g2 ∈  G, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y, z ∈  X ËÁ

ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ d(x, y) ≤ g2 Ë d(y, z) ≤ g2 ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(y, x) ≤ g1.
4. G� ÌÂ ËÏÂÂÚ ÔÂ‚Ó„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡.
5. d(x, y) = d(y, x) ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  X.
6. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó g1 ∈  G� ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ g2 ∈  G�, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y  ∈  X ËÁ

ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ d(x, y) <* g 2 Ë d(y, z) <* g 1  ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(x, z) <* g 1; Á‰ÂÒ¸ p <* q
ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÎË·Ó p < q, ÎË·Ó  ÌÂ Ò‡‚ÌËÏÓ Ò q.

7. éÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÔÓfl‰Í‡ < fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ Ì‡ G.
Ç ÚÂÏËÌ‡ı ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ‚˚¯Â Ò‚ÓÈÒÚ‚ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl: ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ

‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÄÔÔÂÚ‡, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl 1 Ë 2; ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÓÎÏÂÒ‡ ÔÂ‚Ó„Ó ÚËÔ‡, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl 4, 5 Ë 6; ˜‡ÒÚË˜ÌÓ
ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÓÎÏÂÒ‡ ‚ÚÓÓ„Ó ÚËÔ‡, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl 3, 4,
Ë 5; ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÛÂÔ‡–îÂ¯Â , ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl 3, 4, 5 Ë 7.

àÏÂÌÌÓ, ÒÎÛ˜‡È G  = �≥0 ‡ÒÒÚÓflÌËfl äÛÂÔ‡–îÂ¯Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ V-ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Û îÂ¯Â, Ú.Â. Ô‡Â (X, d), „‰Â ï  – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ë d(x, y) – ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡fl
ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl d : X × X → � (ÒÓÒÂ‰ÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ ı Ë Û), Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ d(x, y) = 0
ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = y, Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl f : � → �
Ò limt→0f(t) = 0 ÒÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ: ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  X Ë ‚ÒÂı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı r
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó {d(x, y), d(y, z)} ≤ r ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÌÂ‡ÂÌÒÚ‚‡ d(x, z) ≤ f(r).



ÉÎ‡‚‡ 4

åÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÏ‡ÎÓ ÒÔÓÒÓ·Ó‚ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÌÓ‚˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (ÏÂÚËÍ), ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÛÊÂ
ËÏÂ˛˘ËÂÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl (ÏÂÚËÍË). åÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú
ÔÓÎÛ˜‡Ú¸ ÌÓ‚˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl Í‡Í ÙÛÌÍˆËË ÓÚ Á‡‰‡ÌÌ˚ı ÏÂÚËÍ (ËÎË Á‡‰‡ÌÌ˚ı
‡ÒÒÚÓflÌËÈ) Ì‡ Ó‰ÌÓÏ Ë ÚÓÏ ÊÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï. Ç Ú‡ÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. çËÊÂ, ‚ ‡Á‰. 4.1 ÔË‚Ó‰flÚÒfl
‚‡ÊÌÂÈ¯ËÂ ÔËÏÂ˚ Ú‡ÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌ˚ı ÏÂÚËÍ.

èË Ì‡ÎË˜ËË ÏÂÚËÍË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï ÏÓÊÌÓ ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÌÓ‚Û˛ ÏÂÚËÍÛ Ì‡
ÌÂÍÓÚÓÓÏ ‡Ò¯ËÂÌËË ï; ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ, ËÏÂfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÏÂÚËÍ Ì‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ı ï1,…, ïn, ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÌÓ‚Û˛ ÏÂÚËÍÛ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ‡Ò¯ËÂÌËË
ï1,…, ïn. èËÏÂ˚ Ú‡ÍËı ‡ÔÂ‡ˆËÈ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ ‡Á‰. 4.2.

ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ï, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ì‡ ‰Û„Ëı ÒÚÛÍÚÛ‡ı,
Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò ï, Ì‡ÔËÏÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï. éÒÌÓ‚Ì˚Â
‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÚËÔ‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ‚ ‡Á‰. 4.3.

4.1. åÖíêàäà  çÄ  íéå  ÜÖ  åçéÜÖëíÇÖ

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ Í‡Í

ÙÛÌÍˆËfl ‰‡ÌÌ˚ı ÏÂÚËÍ (ËÎË ‰‡ÌÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ) Ì‡ ï .
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ËÏÂfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÛ˛ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘Û˛ ÙÛÌÍˆË˛ f(x) ÓÚ

x ≥ 0, ÍÓÚÓ‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ¯Í‡ÎÓÈ, Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (X, d), ÏÓÊÌÓ
ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‰Û„ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (X, df), Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ¯ÍÓÎËÓ‚‡ÌËfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï, ÓÔÂ‰ÂÎflfl df(x, y) = f(d(x, y)).
ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÈ (X, d) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡Í‡fl ¯Í‡Î‡ f,
˜ÚÓ (X, df) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n.

ÖÒÎË (X, d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‡ f – ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ‡fl
ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ò f(0) = 0 Ë ÌÂ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ÂÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ f�, ÚÓ (X, df)
·Û‰ÂÚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ÒÏ. ÏÂÚËÍ‡ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËfl).

åÂÚËÍ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ f(d) ÂÒÚ¸
ÏÂÚËÍ‡ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÌÂÛ·˚‚‡˛˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËË f : �≥0 → �≥0.

åÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
åÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌËfl – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï , ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl

ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ, Ú.Â. ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË (ËÎË
Á‡‰‡ÌÌ˚ı ÏÂÚËÍ) Ì‡ ï . Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌËfl ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸
ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ËÁ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË d (ËÎË Á‡‰‡ÌÌ˚ı ÏÂÚËÍ d1 Ë d2) Ì‡ ï  Î˛·ÓÈ ËÁ
ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÌËÊÂ ÓÔÂ‡ˆËÈ (Á‰ÂÒ¸ t > 0):

1) td(x, y) (t-¯Í‡ÎËÓ‚‡ÌËfl ÏÂÚËÍ‡, ËÎË ‡ÒÚflÌÛÚ‡fl ÏÂÚËÍ‡, ÔÓ‰Ó·Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡);
2) min{t, d(x, y)} (t-ÛÒÂ˜ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡);
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3) max{t, d(x, y)} ‰Îfl ı ≠ Û (t-‰ËÒÍÂÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡);
4) d(x, y) + t ‰Îfl x ≠ y (t-ÔÂÂÌÂÒÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡);

5
1

)  
( , )

( , )
;

d x y

d x y+

6)  dp x y
d x y

d x p d y p d x y
( , )

( , )

( , ) ( , ) ( , )
,=

+ +
 „‰Â – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ËÁ ï (ÏÂÚ-

ËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ·ËÓÚÓÔ‡);
7) max{d1(x, y), d2(x, y)};
8) αd1(x, y) + βd2(x, y), „‰Â (ÒÏ. ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÌÛÒ, „Î. 1).

é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ·ËÓÚÓÔ‡
ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË d  Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï  Ë Á‡ÏÍÌÛÚÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ M  ⊂  X

Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ·ËÓÚÓÔ‡  dM Ì‡ ï ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

    
d x y

d x y

d x y d x d y
M

M

( , )
( , )

( , ) ( ( , ) ( , ))
.=

+ +∈infz z z

àÏÂÌÌÓ dM(x, y) Ë tt 1-ÛÒÂ˜ÂÌËÂ {1, dM(x, y)} fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ÏË. åÂÚËÍ‡
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ·ËÓÚÓÔ‡ ÂÒÚ¸ dM(x, y) Ò å, ÒÓÒÚÓfl˘ËÏ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË,
ÒÍ‡ÊÂÏ, ; ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ·ËÓÚÓÔ‡ (ÒÏ. „Î. 23) ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ‚ ÒÎÛ˜‡Â d(x, y) = |x∆y|, p = 0/ .

åÂÚËÍ‡ aÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
èÛÒÚ¸ f : � → � – ‰‚‡Ê‰˚ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ‡fl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl, Á‡‰‡ÌÌ‡fl

‰Îfl ı ≥ 0, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ f(0) = 0, f�(x) > 0 ‰Îfl ‚ÒÂı ı ≥ 0 Ë f�(x) ≤ 0 Ë ‰Îfl ‚ÒÂı ı ≥ 0.
(f fl‚ÎflÂÚÒfl ‚Ó„ÌÛÚÓÈ Ì‡ [0, ∞]; ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË f(x + y) ≤ f(x) + f(y).)

ÖÒÎË (X, d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl df ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ï, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

f(d(x, y)).

åÂÚËÍË  df Ë d – ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚.  ÖÒÎË  d  ÂÒÚ¸  ÏÂÚËÍ‡  Ì‡  ï,  ÚÓ, Ì ‡ÔËÏÂ,

αd(α  > 0), dα(0 < 1), ln(1 + d), arcsinh d, arccosh (1 + d ) Ë 
d

d1 +
 ·Û‰ÛÚ ÏÂÚËÍ‡ÏË

ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ï.

åÂÚËÍ‡ ÒÚÂÔÂÌÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl
èÛÒÚ¸ 0 < α  ≤ 1. ÖÒÎË ‰‡ÌÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d), ÚÓ ÏÂÚËÍ‡

ÒÚÂÔÂÌÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÒÌÂÊËÌÍË) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡
ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ï, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

(d(x, y))α.

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË d Ì‡ ï Ë Î˛·Ó„Ó α > 1 ÙÛÌÍˆËfl dα fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â
ÚÓÎ¸ÍÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡ ï. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó α
ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d – ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍ‡.

åÂÚËÍ‡ d fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Û‰‚ÓÂÌËfl ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ (ÄÒÒÛ‡‰,
1983) ÏÂÚËÍ‡ ÒÚÂÔÂÌÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl dα ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ·Ë-ÎËÔ¯ËˆÂ‚Ó ‚ÎÓÊÂÌËÂ ‚
ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó 0 < α  ≤ 1 (ÒÏ. ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl „Î. 1).

åÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl  òÂÌ·Â„‡
èÛÒÚ¸ λ  > 0. ÖÒÎË (X, d) – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÓ·‡-

ÁÓ‚‡ÌËfl òÂÌ·Â„‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ï,
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ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1 – Â–λd(x,y).

åÂÚËÍË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl òÂÌ·Â„‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ê-ÏÂÚËÍ‡ÏË („Î. 1),
ÍÓÚÓ˚Â ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÌÂ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl, ‡ ÛÒËÎÂÌÌÓÈ ‚ÂÒËÂÈ ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡.

åÂÚËÍ‡ Ó·‡ÚÌÓ„Ó Ó·‡Á‡
ÑÎfl ‰‚Ûı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ (X, dX), (Y, dY) Ë ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl

g : X → Y ÏÂÚËÍ‡ Ó·‡ÚÌÓ„Ó Ó·‡Á‡ (ËÁ (Y, dY) ÔÓ ) Ì‡ ï Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

dY(g(x), g (y)).

ÖÒÎË (X, dX ) Ë (Y, dY) ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú, ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ó·‡ÚÌÓ„Ó Ó·‡Á‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚËÍÓÈ g-ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl.

ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d), ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰‡fl Ô‡‡ ÚÓ˜ÂÍ ı, Û

ÒÓÂ‰ËÌÂÌ‡ ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ, ËÌÚÂÌ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÔÓÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ‚ÌÛÚ-
ÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ), D Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ï, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ËÁ d
Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ ‚ÒÂı ÒÔflÏÎflÂÏ˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ‰‚Â ‰‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË
ı Ë y ∈  X.

åÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ ‰ÎËÌ˚, ÒÏ.
„Î. 6), ÂÒÎË ÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ Ò‚ÓÂÈ ÔÓÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

åÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl  î‡ËÒ‡
ÑÎfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) Ë ÚÓ˜ÍË z ∈  X ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ î‡ËÒ‡

ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Dz Ì‡ X\{z}, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ Í‡Í Dz(x, x) = 0, Ë ‰Îfl
‡ÁÎË˜Ì˚ı x, y ∈  X\{z} – Í‡Í

Dz(x, y) = C – (x•y)z,

„‰Â ë  ÂÒÚ¸ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡, ‡ 
  
( . ) ( ( , ) ( , ) ( , ))x y d x d y d x yz z z= + =1

2
 ÂÒÚ¸

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÉÓÏÓ‚‡ (ÒÏ. „Î. 1). èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ î‡ËÒ‡ ·Û‰ÂÚ ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË
C ≥ maxx,y∈ X\{z} d(x, z). íÓ˜ÌÂÂ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ˜ËÒÎÓ C0 ∈  (maxx,y∈ X\{z},x≠y (x.y)z,
maxx∈ X\{z}d(x, z)], ˜ÚÓ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ î‡ËÒ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ë ≥ ë0. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ˜ÂÚ˚Âı ÚÓ˜ÂÍ. Ç ÙËÎÓ„ÂÌÂÚËÍÂ, „‰Â ÓÌÓ ·˚ÎÓ
ÔËÏÂÌÂÌÓ ‚ÔÂ‚˚Â, ÚÂÏËÌ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ î‡ËÒ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË
d(x, y) – d(x, z).

åÂÚËÍ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ËÌ‚ÓÎ˛ÚË‚ÌÓ„Ó
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d) Ë ÚÓ˜ÍÛ z ∈  X. åÂÚËÍÓÈ ËÌ‚ÓÎ˛-

ÚË‚ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ dz Ì‡ X \{z},
Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ Í‡Í

d x y
d x y

d x d yz z z
( , )

( , )

( , ) ( , )
.=

éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó z ∈ X ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ d ÂÒÚ¸
ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ([FoSC06]).
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4.2. åÖíêàäà  çÄ  êÄëòàêÖçàüï  ÑÄççéÉé  åçéÜÖëíÇÄ

ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‡Ò¯ËÂÌËfl
ÖÒÎË d ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ Vn  =  {1,…, n} Ë α  ∈  � , α  > 0, ÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÎÂ-

‰Û˛˘ËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‡Ò¯ËÂÌÌËfl (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [DeLa97]).
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Ò¯ËÂÌÌËfl ÒÂÎÂÍˆËË   gat = gatα

d  ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ Vn+1 =
= {1,…, n+1}, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË:

1) gat(1, n + 1) = α;
2) gat(i,n + 1) = α + d(1, i), ÂÒÎË 2 ≤ i ≤ n;
3) gat(i, j) = d(i, j),  ÂÒÎË 1 ≤ i < j ≤ n.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ   gat0

d  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl 0-‡Ò¯ËÂÌËÂÏ cÂÎÂÍˆËË ËÎË ÔÓÒÚÓ
0-‡Ò¯ËÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl d. ÖÒÎË α ≥ max2≤i≤n d(1, i), ÚÓ ‡ÌÚËÔÓ‰‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

‡Ò¯ËÂÌÌËfl   ant = antα
d  ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ Vn+1, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÛÒÎÓ-

‚ËflÏË:
1) ant(1, n + 1) = α;
2) ant(i, n + 1) = α – d(1, i), ÂÒÎË 2 ≤ i ≤ n;
3) ant(i, j) = d(i, j), ÂÒÎË 1 ≤ i < j ≤ n.
ÖÒÎË α  ≥ max1≤i,j≤n d(i,j), ÚÓ ÔÓÎÌÓÂ ‡ÌÚËÔÓ‰‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‡Ò¯ËÂÌÌËfl

  Ant = Antα
d  ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ V2n = {1,…,2n}, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË:

1) Ant(i,n + i) = α, ÂÒÎË 1 ≤ i ≤ n;
2) Ant(i,n + j) = α – d(i, j), ÂÒÎË 1 ≤ i ≠ j ≤ n;
3) Ant(i, j) = d(i, j), ÂÒÎË 1 ≤ i ≠ j ≤ n;
4) Ant(n + i,n + j) = d(i,j), ÂÒÎË 1 ≤ i ≠ j ≤ n.
éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÔËÏÂÌÂÌËfl ÓÔÂ‡ˆËË ‡ÌÚËÔÓ-

‰‡Î¸ÌÓ„Ó ‡Ò¯ËÂÌËfl n ‡Á, Ì‡˜ËÌ‡fl Ò d.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡Ò¯ËÂÌËfl   sph = sphα

d  ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ Vn+1, Á‡‰‡-
‚‡ÂÏÓÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË:

1) sph(i,n + 1) = α, ÂÒÎË 1 ≤ i ≤ n;
2) sph(i, j) = d(i, j), ÂÒÎË 1 ≤ i < j ≤ n.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ 1 ÒÛÏÏ˚
èÛÒÚ¸ d1 – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï1, d2 – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ï2 Ë

X1 ∩ X2 = {x0}. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ 1 ÒÛÏÏ˚ d1 Ë d2 ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d Ì‡ X1 ∪  X2, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË:

  

d x y

d x y x y X

d x y x y X

d x x d x y x X y X

( , )

( , ), , ,

( , ), , ,

( , ) ( ), , .

=
∈
∈

+ ∈ ∈








1 1

2 2

0 0 1 2

ÂÒÎË

ÂÒÎË

ÂÒÎË

Ç ÚÂÓËË „‡ÙÓ‚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ 1 ÒÛÏÏ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÔÛÚË, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ
ÓÔÂ‡ˆËË 1 ÒÛÏÏ˚ ‰Îfl „‡ÙÓ‚.

åÂÚËÍ‡ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘Â„ÓÒfl Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl
èÛÒÚ¸ (Xt, dt), t ∈  T – ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚. åÂÚËÍÓÈ ÌÂÔÂÂ-

ÒÂÍ‡˛˘Â„ÓÒfl Ó·˙Â‰ËÌÂÌËfl ·Û‰ÂÚ ÏÂÚËÍ‡ ‡Ò¯ËÂÌËfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ∪ tXt × {t},
Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

d((x, t1), (y, t2)) = dt(x, y)

‰Îfl  t1 = t2,   Ë d((x, t1), (y, t2)) = ∞ –  ËÌ‡˜Â.
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åÂÚËÍ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl
èÛÒÚ¸ (X1, d ), (X2, d2),…, (Xn, dn) – ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. íÓ„‰‡ ÏÂÚËÍ‡

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÏ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËË X1 × X2 ×…× Xn =  {x = (x1,
x2,…,xn) : x1 ∈  X1,…, xn ∈  Xn} ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ÓÚ d1,…,dn. èÓÒÚÂÈ¯ËÂ
ÏÂÚËÍË ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í

1)  d x yi i ii

n
( , );

=∑ 1

2)  ( ( )) ,  ;d x y pi
p

i i
p

i

n
1

1
1

=∑ < < ∞

3) max1≤i≤n di(xi, yi);
4) min1≤i≤n{di(xi,,yi};

5) 
1

2 1
1

i
i

n
i i i

i i i

d x y

d x y=
∑ +

( , )

( , )
.

èÓÒÎÂ‰ÌËÂ ‰‚Â ÏÂÚËÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ÏË Ë ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÒÚÓÂÌ˚ ‰Îfl
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚.

ÖÒÎË  X1 =… = Xn = �, Ë d1 = … = dn = d, „‰Â d(x, y) = | x, y | fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ � , ÚÓ ‚ÒÂ ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÏÂÚËÍË ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ËÌ‰ÛˆËÛ˛Ú
Â‚ÍÎË‰Ó‚Û ÚÓÔÓÎÓ„Ë˛ Ì‡ n-ÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �n. éÌË ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò Â‚ÍÎË-
‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �n, ÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ ÂÈ. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �n Ò Â‚ÍÎË-
‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ‰ÂÍ‡ÚÓ‚Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ � ×…× � n
ÍÓÔËÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔflÏÓÈ  (� , d) Ò ÏÂÚËÍÓÈ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Í‡Í

d x yi ii

n 2

1
( , ).

=∑
åÂÚËÍ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl îÂ¯Â
èÛÒÚ¸ (X, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ

ÏÂÚËÍÓÈ d. èÛÒÚ¸ X∞ = X ×…× X… = {x = (x1,…, xn,…): x1 ∈  Xn,…} – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ‰Îfl ï.

åÂÚËÍ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl îÂ¯Â ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl Ì‡ X∞, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

A d x yn n n
n

( , ),
=

∞

∑
1

„‰Â An
n=

∞

∑
1

 fl‚ÎflÂÚÒfl Î˛·˚Ï ÒıÓ‰fl˘ËÏÒfl fl‰ÓÏ, ÒÓÒÚÓfl˘ËÏ ËÁ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı

˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. é·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl An n= 1

2
.  åÂÚËÍ‡ (ËÌÓ„‰‡ ÂÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÏÂÚË-

ÍÓÈ îÂ¯Â) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ {xn}n ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı
(ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ˜ËÒÂÎ, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

A
x y

x yn
n n

n nn

| |

| |
,

−
+ −=

∞

∑ 1
1

„‰Â An
n=

∞

∑
1

 fl‚ÎflÂÚÒfl Î˛·˚Ï ÒıÓ‰fl˘ËÏÒfl fl‰ÓÏ Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË,
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fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl îÂ¯Â ‰Îfl Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÍÓÔËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡

�(�). é·˚˜ÌÓ ·ÂÂÚÒfl A
nn = 1

!
 ËÎË An n= 1

2
.

åÂÚËÍ‡ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÍÛ·‡

ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚ ÍÛ· I χ0  ÂÒÚ¸ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ò˜ÂÚÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÍÓÔËÈ ËÌÚÂ-

‚‡Î‡ [0,1], ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ 2
1

−

=

∞

−∑ i
i i

i

x y| | (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl

îÂ¯Â). Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎflÚ¸ (Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ‡) Ò
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ó·‡ÁÛÂÏ˚Ï ‚ÒÂÏË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-

ÌÓÒÚflÏË {xn}n ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ 0
1≤ ≤x
nn ,  „‰Â ÏÂÚËÍ‡ Á‡‰‡Ì‡

Í‡Í ( ) .x yn nn
−

=

∞∑ 2

1

åÂÚËÍ‡ ÍÓÒÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl
èÛÒÚ¸ (X, dï) Ë (Y, dY) – ‰‚‡ ÔÓÎÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‰ÎËÌ˚ (ÒÏ. „Î. 1) Ë f : X → � –

ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl. ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ÍË‚ÓÈ γ : [a, b]  → X × Y
‡ÒÒÏÓÚËÏ ÂÂ ÔÓÂÍˆËË γ1 : [a, b] → Y Ë Ì‡ ï  Ë Y, Ë ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ‰ÎËÌÛ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

| | ( ) ( ( )) | | ( ) .′ + ′∫ γ γ γ1
2 2

1 2
2t f t t dt

a

b

åÂÚËÍÓÈ ÍÓÒÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ X × Y, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í
ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ ‚ÒÂı ÒÔflÏÎflÂÏ˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ‰‚Â ‰‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË ËÁ X× Y
(ÒÏ.[BuIv01]).

4.3. åÖíêàäà  çÄ  ÑêìÉàï  åçéÜÖëíÇÄï

àÏÂfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (X, d), ÏÓÊÌÓ ÔÓÒÚÓËÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ÏÂÊ‰Û ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï. éÒÌÓ‚Ì˚ÏË Ú‡ÍËÏË ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËflÏË ·Û‰ÛÚ: ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ d(x, A) = infy∈ A d(x, y),
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ x ∈  X Ë ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ A  ⊂  X, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË inax∈ A,y∈ B d(x, y), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË Ä Ë Ç
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï , ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÏÂÊ‰Û ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ï.
ìÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ‚ „Î. 1. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ
ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ‰Û„Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ˝ÚÓ„Ó ÚËÔ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔflÏ˚ÏË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔflÏ˚ÏË ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ‚ �3, „‰Â ‚

Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ·ÂÛÚÒfl ÒÍÂ˘Ë‚‡˛˘ËÂÒfl ÔflÏ˚Â, Ú.Â. ‰‚Â ÔflÏ˚Â, ÌÂ ÎÂÊ‡˘ËÂ
‚ Ó‰ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔflÏ˚ÏË – ˝ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ÓÚÂÁÍ‡ Ëı Ó·˘Â„Ó
ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎfl‡, ÍÓÌˆ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó ÎÂÊ‡Ú Ì‡ ÔflÏ˚ı. ÑÎfl Ë l1 Ë l2, Á‡‰‡ÌÌ˚ı
‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË l1 : x = pt, t ∈  �  Ë l2 : x  = r + st, t ∈  � , ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË
‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

| , |

|| ||
,

〈 − × 〉
×

r p q s

q s 2

„‰Â × – ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �3, 〈 ,〉  – ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �3, || ⋅||2 –
Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡. ÑÎfl x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó x × y =
= (x2y3 – x3y2, x3y1 – x1y3, x1y2 – x2y1).
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÔflÏÓÈ
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÔflÏÓÈ ÂÒÚ¸ ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û

ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ, „‰Â ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÔflÏ‡fl.
Ç �2 ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ z = (z1, z2) Ë ÔflÏÓÈ l: ax1 + bx2 + c 0 ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl

ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

  

| |
.

a b c

a b

z z1 2
2 2

+ +

+
Ç �3 ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ z = (z1, z 2, z 3) Ë ÔflÏÓÈ l: x  = p  + qt, t ∈  �

‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

  

|| ( ) ||

|| ||
,

q p

q

× − z 2

2

„‰Â × – ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �3 Ë || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ ÂÒÚ¸ ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û

ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ �3, „‰Â ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸.
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ (z1, z 2, z 3)  Ë ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ α : ax1 + bx2 + cx3 + d  = 0
‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

| |
.

a b c d

a b c

z z z1 2 3

2 2 2

+ + +

+ +

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÓÒÚ˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÓÒÚ˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË – ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û

ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ (� , | n – m |), ‡ ËÏÂÌÌÓ ÏÂÊ‰Û ˜ËÒÎÓÏ n ∈  � Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
ÔÓÒÚ˚ı ˜ËÒÂÎ P ⊂  �. Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡
‡ÁÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û n Ë ·ÎËÊ‡È¯ËÏ Í ÌÂÏÛ ÔÓÒÚ˚Ï ˜ËÒÎÓÏ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ˆÂÎÓ„Ó
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ˆÂÎÓ„Ó ÂÒÚ¸ ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û

ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ (�, | x – y |), ‡ ËÏÂÌÌÓ, ÏÂÊ‰Û ˜ËÒÎÓÏ x ∈  � Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ
ˆÂÎ˚ı ˜ËÒÂÎ � ⊂  �, Ú.Â. minn∈ Z  | x – n |.

ÅÛÁÂÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚
ÖÒÎË (X, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ ·ÛÁÂÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚ-

ËÍÓÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ (ÒÏ. [Buse55]) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÌÂÔÛÒÚ˚ı
Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

sup | ( , ) ( , ) | ,( , )

x X

d p xd x A d x B e
∈

−−

„‰Â  – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÚÓ˜Í‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, ‡ d(x, A) = miny∈ d d(x,y) – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ.

ÇÏÂÒÚÓ ‚ÂÒÓ‚Ó„Ó ÏÌÓÊËÚÂÎfl e–d(p,x) ÏÓÊÌÓ ‚ÁflÚ¸ Î˛·Û˛ ÙÛÌÍˆË˛ ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl, Û·˚‚‡˛˘Û˛ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·˚ÒÚÓ (ÒÏ. ï‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó Lp-
‡ÒÒÚÓflÌËÂ, „Î. 21).

î‡ÍÚÓ-ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ (X, d) – ‡Ò¯ËÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (Ú.Â. ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò

ÏÂÚËÍÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl, ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, ÏÓÊÂÚ ÔËÌËÏ‡Ú¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ∞) Ë ~ ÂÒÚ¸ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ
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˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË Ì‡ ï . íÓ„‰‡ Ù‡ÍÚÓ-ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡
Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â X X= / ~  ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı
x y X, ∈  Í‡Í

 

d x y d x y
m

i i
i

m

( , ) inf ( , ),=
∈

=
∑

�
1

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚflÏ x1, y1, x2, y2, y2,…, xm, ym Ò

1 ∈ ∈x y ym,  Ë yi ~ xi+1 ‰Îfl i = 1,2,…, m – 1. èË ˝ÚÓÏ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d x y d x y( , ) ( , )≤
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X Ë d fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÈ ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ X  Ì‡ Ò Ú‡ÍËÏ
Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ.
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åÂÚËÍË Ì‡ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÒÚÛÍÚÛ‡ı

Ç ‰‡ÌÌÓÈ „Î‡‚Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Â ÍÎ‡ÒÒ˚ ÏÂÚËÍ, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚ı Ì‡
ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÒÚÛÍÚÛ‡ı Í‡Í ÌÓÏ‡ ‡ÁÌÓÒÚË ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ˝ÎÂÏÂÌ-
Ú‡ÏË. í‡Í‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ „ÛÔÔÓÈ (Ò „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÌÓÏÓÈ), ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (Ò ‚ÂÍÚÓÌÓÈ ÌÓÏÓÈ ËÎË ÔÓÒÚÓ ÌÓÏÓÈ), ‚ÂÍÚÓÌÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ
(Ò ÌÓÏÓÈ êËÒÒ‡), ÔÓÎÂÏ (Ò ‚‡Î˛‡ˆËÂÈ) Ë Ú.Ô.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚
åÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „ÛÔÔÂ (G, +, 0), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl

Í‡Í
|| x + (– y) || = || x – y ||,

„‰Â || ⋅ || – ÌÓÏ‡ „ÛÔÔ˚ Ì‡ G , Ú.Â. ÙÛÌÍˆËfl | ⋅ ||: G → �, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  G
ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || x || ≥ 0 c || x || = 0 Ò ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0;
2) || x || = || – x ||;
3) || x + y || ≤ || x || + || y || (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
ã˛·‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚ d fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ, Ú.Â.  d(x, y) = d(x +

z, y + z) ‰Îfl Î˛·˚ı x, y, z ∈  G. ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, Î˛·‡fl Ô‡‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl (‡‚ÌÓ
Í‡Í Ë Î˛·‡fl ÎÂ‚ÓËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl Ë, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ·ËËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl) ÏÂÚËÍ‡ d  Ì‡ G
ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ „ÛÔÔ˚, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÌÓÏ‡ „ÛÔÔ˚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì‡ Ì‡ G Í‡Í
|| x || = d(x, 0).

åÂÚËÍ‡ F-ÌÓÏ˚
ÇÂÍÚÓÌÓÂ (ËÎË ÎËÌÂÈÌÓÂ) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ  �  ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó V ,

ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËflÏË ÒÎÓÊÂÌËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚ + : V  × V → V Ë ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ÒÍ‡Îfl
⋅: F × V → V, Ú‡ÍËÏË ˜ÚÓ (V, +, 0) Ó·‡ÁÛÂÚ ‡·ÂÎÂ‚Û „ÛÔÔÛ („‰Â 0 ∈  V ÂÒÚ¸ ÌÛÎ¸-
‚ÂÍÚÓ), ‡ ‰Îfl ‚ÒÂı ‚ÂÍÚÓÓ‚ x, y ∈  V Ë Î˛·˚ı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ a, b ∈  � ËÏÂ˛Ú
ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡: 1 ⋅ x = x („‰Â 1 fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÛÎ¸ÚËÔÎËÍ‡ÚË‚ÌÓÈ Â‰ËÌËˆÂÈ
ÔÓÎfl �), (ab) ⋅ x = a ⋅ (b ⋅ x), (a + b) ⋅ x = a ⋅ x + b ⋅ x Ë a ⋅ (x + y) = a ⋅ x + a ⋅ y. ÇÂÍÚÓÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ � ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï
‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ÇÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ � ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı
˜ËÒÂÎ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ .

åÂÚËÍ‡ F-ÌÓÏ˚ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ) ‚ÂÍÚÓÌÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| x – y ||F,

„‰Â || ⋅ ||F fl‚ÎflÂÚÒfl F-ÌÓÏÓÈ Ì‡ V, Ú.Â. ÙÛÌÍˆËÂÈ || ⋅ ||F : V → � Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x,
y ∈  V Ë ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÒÍ‡Îfl‡ ‡ Ò | a | = 1 ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || x ||F ≥ 0 Ò || x ||F = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0;
2) || ax ||F = || x ||F;
3) || x + y||F ≤ || x ||F + || y ||F (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
F-ÌÓÏ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl -Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ, ÂÒÎË || ax ||F = | a |p || x ||F.
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åÂÚËÍ‡ F-ÌÓÏ˚ d fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÂÌÓÒ‡, Ú.Â. d(x, y) =
= d(x + z, y  + z) ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  V. à Ì‡Ó·ÓÓÚ, ÂÒÎË d fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÂÌÓÒ‡ Ì‡ V, ÚÓ || x ||F = d(x, 0) fl‚ÎflÂÚÒfl F-ÌÓÏÓÈ Ì‡ V.

F*-ÏÂÚËÍ‡
F*-ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡ F-ÌÓÏ˚  || x  –  y ||F Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ)

‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ÒÍ‡Îfl Ë ÒÎÓÊÂÌËfl
‚ÂÍÚÓÓ‚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ || ⋅ ||F. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ || ⋅ ||F ÂÒÚ¸
ÙÛÌÍˆËfl || ⋅ ||F : V → � Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı Ë ‚ÒÂı x, y, xn ∈  V ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ ‡, ‡n
ËÏÂÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || x ||F ≥ 0 c || x ||F = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0;
2) || ax ||F = || x ||F  ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ c | a | = 1;
3) || x + y||F ≤ || x ||F + || y ||F;
4) || anx ||F  → 0 ÂÒÎË an → 0;
5) || axn ||F → 0, ÂÒÎË xn → 0;
6) || anxn ||F → 0 ÂÒÎË  an → 0, xn  → 0.
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || x – y  | |F ) Ò F*-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl F*-ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, F*-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, d)
Ò Ú‡ÍÓÈ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÔÂÂÌÓÒ‡ d , ˜ÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ÒÍ‡Îfl Ë
ÒÎÓÊÂÌËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË.

åÓ‰ÛÎflÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl F*-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || ⋅ ||F), ‚ ÍÓÚÓÓÏ F-
ÌÓÏ‡ | ⋅ ||F ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || inf : ,x
x

F = > 



 <








λ ρ
λ

λ0

Ë ρ ÂÒÚ¸ ÏÓ‰ÛÎfl ÏÂÚËÁÓ‚‡ÌËfl Ì‡ V, Ú.Â. Ú‡Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl ρ : V → [0, ∞], ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı
x, y, xn ∈  V Ë ‚ÒÂı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ a, an ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) ρ(x) = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0;
2) ÂÒÎË ρ(ax) = ρ(x), ÚÓ | a | = 1;
3) ÂÒÎË ρ(ax + by) ≤ ρ(x) + ρ(y), ÚÓ a + b = 1;
4) ρ(anx) → 0, ÂÒÎË an → 0 Ë ρ(x) < ∞;
5) ρ(axn) → 0, ÂÒÎË ρ(xn) → 0 (Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÏÂÚËÁÓ‚‡ÌËfl);
6) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈  V ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ k > 0, ˜ÚÓ ρ(kx) < ∞.
èÓÎÌÓÂ F*-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl F-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ãÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ

F-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ËÁ‚ÂÒÚÌÓ ‚ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó îÂ¯Â.

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚
åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ) ‚ÂÍÚÓÌÓÏ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

|| x – y ||,

„‰Â || ⋅ || fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ Ì‡ V, Ú.Â. Ú‡ÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ || ⋅ ||: V → �, ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  V
Ë Î˛·Ó„Ó ÒÍ‡Îfl‡ ‡ ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || x || ≥ 0 Ò || x || = 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0;
2) || ax || = | a | || x ||;
3) || x + y || ≤ || x || + || y || (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÌÓÏ‡ || ⋅ || fl‚ÎflÂÚÒfl 1-Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ F-ÌÓÏÓÈ. ÇÂÍÚÓÌÓÂ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || ⋅ ||) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ËÎË
ÔÓÒÚÓ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
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ç‡ Î˛·ÓÏ ‰‡ÌÌÓÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‚ÒÂ ÌÓÏ˚ ˝Í‚Ë-
‚‡ÎÂÌÚÌ˚. ÇÒflÍÓÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÂ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï.
ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ‚ÎÓÊÂÌÓ ‚ ÌÂÍÓ-
ÚÓÓÂ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Í‡Í Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÎËÌÂÈÌÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÂ
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó.

çÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ Û„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

d x y
x

x

y

y
( , )

|| || || ||
.= −

å‡ÎË„‡Ì‰‡ Á‡ÏÂÚËÎ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÒËÎÂÌËÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ‚ ÌÓÏË-
Ó‚‡ÌÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı: ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈  V ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ

(2 – d(x, – y)) min{|| x ||, || y ||} ≤ || x || + || y || – || x + y|| ≤ (2 – d(x, –y)) {|| x ||, || x ||}.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÔÓÎÛÌÓÏ˚
èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ ÔÓÎÛÌÓÏ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ (ÍÓÏÔ-

ÎÂÍÒÌÓÏ) ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

|| x – y ||,

„‰Â || ⋅ || fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÌÓÏÓÈ (ËÎË ÔÂ‰ÌÓÏÓÈ) Ì‡ V, Ú.Â. Ú‡ÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ
|| ⋅ ||: V → � , ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  V Ë Î˛·Ó„Ó ÒÍ‡Îfl‡ ‡ ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || x || ≥ 0 Ò || 0 || = 0;
2) || ax || = | a |  || x ||;
3) || x + y || ≤ || x || + || y ||  (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
ÇÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || ⋅ ||) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. åÌÓ„ËÂ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Â ‚ÂÍÚÓÌ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, Ì‡ÔËÏÂ
·‡Ì‡ıÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í Ù‡ÍÚÓ-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓ ÔÓ‰-
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÔÓÎÛÌÓÏ˚ ÌÛÎ¸.

ä‚‡ÁËÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó V, Ì‡
ÍÓÚÓÓÏ Á‡‰‡Ì‡ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡. ä‚‡ÁËÌÓÏÓÈ Ì‡ V Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡fl
ÙÛÌÍˆËfl || ⋅ || : → �, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÚÂÏ ÊÂ ‡ÍÒËÓÏ‡Ï, ˜ÚÓ Ë ÌÓÏ‡, Á‡ ËÒÍÎ˛-
˜ÂÌËÂÏ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡, ÍÓÚÓÓÂ Á‡ÏÂÌflÂÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÒÎ‡·˚Ï ÛÒÎÓ-
‚ËÂÏ: ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ë > 0, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  V ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

|| x + y || ≤ C)|| x || + || y ||)

(ÒÏ. èÓ˜ÚË-ÏÂÚËÍ‡, „Î. 1). èËÏÂÓÏ Í‚‡ÁËÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ-
ÓÂ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï, ÏÓÊÂÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ÎÂ·Â„Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó L p(Ω) Ò
0 < p < 1, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‚‡ÁËÌÓÏ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

|| || ( | ( ) | ) , ( )./f f x dx f Lp p
p= ∈∫ 1 Ω

Ω

Å‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
Å‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ËÎË Ç-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) ÂÒÚ¸ ÔÓÎÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (V, || x – y||) Ì‡ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V Ò ÏÂÚËÍÓÈ ÌÓÏ˚ || x – y||.
ùÍ‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (V, || ⋅ ||).
Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÓÏ‡ || ⋅ || Ì‡ V  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ ÌÓÏÓÈ. èËÏÂ‡ÏË
·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ fl‚Îfl˛ÚÒfl:

1)     l lp
n

p- ,   -ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡,∞  1 ≤ p ≤ ∞, n ∈  �;
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2) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ë ÒıÓ‰fl˘ËıÒfl ˜ËÒÎÓ‚˚ı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ Ò ÌÓÏÓÈ || x || =
= supn | xn |;

3) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ë0 ˜ËÒÎÓ‚˚ı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÒıÓ‰flÚÒfl Í ÌÛÎ˛ ÔÓ
ÌÓÏÂ | x || = maxn | xn ||;

4) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó C pa b
p

[ , ],1 ≤ ≤ ∞  ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ [a, b] Ò Lp-ÌÓÏÓÈ

|| || ( | ( ) | ) ;f f t dtp
p p

a

b
= ∫

1

5) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ëä ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ ÍÓÏÔ‡ÍÚÂ ä Ò ÌÓÏÓÈ || f || =
= maxt∈ K | f(t)|;

6) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (C[a,b])n ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ [a, b] Ò ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË ‰Ó

ÔÓfl‰Í‡ n ‚ÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ Ò ÌÓÏÓÈ || || max | ( ) |;( )f f tn a t bk

n k= ≤ ≤=∑ 0

7) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Cn[Im] ‚ÒÂı ÙÛÌÍˆËÈ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ‚ m-ÏÂÌÓÏ ÍÛ·Â Ë ÌÂ-
ÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚ı ‰Ó ÔÓfl‰Í‡ n ‚ÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ Ò ÌÓÏÓÈ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚË ‚Ó ‚ÒÂı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÓfl‰Í‡ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ n;

8) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó M[a,b] Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ËÁÏÂËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ [a, b] Ò ÌÓÏÓÈ

  
|| || | ( ) | inf sup | ( ) |;

, ( ) [ , ] \
f f t f t

a t b e e t a b e
= =

≤ ≤ = ∈
ess sup

µ 0

9) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ä (∆) ÙÛÌÍˆËÈ, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÏË ‚ ÓÚÍ˚ÚÓÏ
Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ ∆  = {z ∈  �: | z | < 1} Ë ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ‚ Á‡Í˚ÚÓÏ ‰ËÒÍÂ ∆  Ò
ÌÓÏÓÈ 

  
|| || max | ( ) |;f f= ∈z

z∆
10) ÎÂ·Â„Ó‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞;
11) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ Wk,p(Ω), Ω ⊂  �n, 1 ≤ p ≤ ∞ ÙÛÌÍˆËÈ f Ì‡ Ω, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ

f Ë ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ k ËÏÂ˛Ú ÍÓÌÂ˜ÌÛ˛ Lp-ÌÓÏÛ, c

ÌÓÏÓÈ || || || || ;,
( )f fk p
i

i

k
=

=∑ 00

12) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÅÓ‡ Äê ÔÓ˜ÚË ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ Ò ÌÓÏÓÈ

|| || sup | ( ) | .
–

f f t
t

=
∞< <+∞

äÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÂ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚ÓÏ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó. åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚËÍÓÈ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó (ÒÏ. „Î. 6). Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Î˛·‡fl lp-ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡
åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó.

ÇÒÂ n-ÏÂÌ˚Â ·‡Ì‡ıÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÔ‡ÌÓ ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË: Ëı
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï, ÂÒÎË ‚‚Ó‰ËÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡
dBM(V, W) = ln infT || T || ⋅ || T–1 ||, „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÓÔÂ‡ÚÓ‡Ï, ÍÓÚÓ˚Â
Â‡ÎËÁÛ˛Ú ËÁÓÏÓÙËÁÏ  T : V → W.

lp-ÏÂÚËÍ‡
lp-ÏÂÚËÍ‡ dlp

,  1 ≤ p ≤ ∞ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ �n (ËÎË Ì‡ �n), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl

Í‡Í
|| x – y ||p,

„‰Â lp-ÌÓÏ‡ || ⋅  ||p Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

|| ||  ( | | ) .x xp i
p p

i

n

=
=
∑

1

1
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ÑÎfl p = ∞ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ || || lim | | max | | .x x xp i
p

i

np
i n i∞ →∞ = ≤ ≤= =∑ 1 1  åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
  
( , )�n

ld
p

 ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í lp
n  Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl lp

n -

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
lp-ÏÂÚËÍ‡, 1 ≤ p ≤ ∞  Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ x xn n= =

∞{ } 1  ‰ÂÈÒÚ-

‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ˜ËÒÂÎ, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÒÛÏÏ‡ | |xi
p

i=

∞∑ 1
 (‰Îfl p = ∞ ÒÛÏÏ‡

ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ | |)xii=

∞∑ 1
 fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

( | | ) .x yi i
p p

i

−
=

∞

∑
1

1

ÑÎfl p = ∞ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ maxi≥1|xi – yi |. ùÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ
Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í lp

∞  Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl lp
∞-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ç‡Ë·ÓÎÂÂ ‚‡ÊÌ˚ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl l1 –, l2- Ë l∞-ÏÂÚËÍË; l2-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
Ú‡ÍÊÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. l2-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ {xn}n

‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ˜ËÒÂÎ, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı | | ,xii

2

1=

∞∑ < ∞  ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ Ú‡ÍÊÂ

Í‡Í „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡. ç‡ � ‚ÒÂ lp-ÏÂÚËÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ
| x – y |.

Ö‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡
Ö‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË ÔËÙ‡„ÓÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ "Í‡Í ÎÂÚ‡ÂÚ

‚ÓÓÌ‡") dE – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || ( ) ( ) .x y x y x yn n= = − +…+ −2 1 1
2 2

ùÚÓ Ó·˚˜Ì‡fl l2-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (�n, dE), ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ
�n, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ). àÌÓ„‰‡ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ "Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó" Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ÚÂı-
ÏÂÌ˚È ÒÎÛ˜‡È n = 3, ‚ ÔÓÚË‚Ó‚ÂÒ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‰Îfl n  = 2. Ö‚ÍÎË‰Ó‚‡
ÔflÏ‡fl (ËÎË ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔflÏ‡fl) ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÔË n = 1, Ú.Â. fl‚-
ÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (� , | x – y |) Ò Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ÒÏ. „Î. 12).

Ç ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË �n fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ (Ë
‰‡ÊÂ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ), Ú.Â. dE(x, y) = || x – y || = || x   –   y ||2 =
=  〈 − − 〉x y x y, ,  „‰Â 〈x, y〉  ÂÒÚ¸ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �n, ÍÓÚÓÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ
‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ ‚˚·‡ÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ (‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚) ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÙÓÏÛÎÓÈ
〈 〉 = ∑x y g x yij i ii j

, .
,

 Ç ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ËÏÂÂÏ 〈 〉 = ∑x y g x yij i ii j
, ,

,
 „‰Â

gij = 〈ei, ej〉  Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ ((gij)) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ
ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ n × n Ï‡ÚËˆÂÈ.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó,
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÍÓÚÓÓ„Ó ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‡ÍÒËÓÏ‡ÏË Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË.

ìÌËÚ‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ìÌËÚ‡Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡) ÂÒÚ¸ l2-ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

�n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || | | | | .x y x y x yn n− = − +…+ −2 1 1
2 2
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åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (�n, || x – y ||2)  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÌËÚ‡Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚ÓÏ (ËÎË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ). ÑÎfl n = 1 ÔÓÎÛ˜ËÏ
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ (ËÎË ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ Ä„‡Ì‰‡), Ú.Â. ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

(� , | z – u |) Ò ÏÂÚËÍÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÏÓ‰ÛÎfl | z – u |; | | | |z z z z z= + = +1 2 1
2

2
2i  Á‰ÂÒ¸

fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï ÏÓ‰ÛÎÂÏ (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ Í‚‡ÚÂÌËÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 12).

Lp-ÏÂÚËÍ‡

Lp-ÏÂÚËÍ‡  dLp
, 1 ≤ p ≤ ∞ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ Lp(Ω, �, µ), Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

|| f – g ||p

‰Îfl Î˛·˚ı f, g ∈  Lp(Ω, �, µ). åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
  
( ( , , ), )L dp Lp

Ω � µ  Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl Lp-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË ÎÂ·Â„Ó‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ).
á‰ÂÒ¸ Ω – ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ë � fl‚ÎflÂÚÒfl σ-‡Î„Â·ÓÈ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚‡ Ω , Ú.Â. ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ω, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡Ï:

1) Ω ∈  �;
2) ÂÒÎË A ∈  �, ÚÓ Ω\A ∈  �;

3) ÂÒÎË     A A A Ai i i= ∪ ∈ ∈=
∞

1  c   ÚÓ  � �,  .

îÛÌÍˆËfl µ : � →  �≥0  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÓÈ Ì‡ � , ÂÒÎË ÓÌ‡ ‡‰‰ËÚË‚Ì‡, Ú.Â.

µ µ( ) ( )∪ =≥ ≥∑i i i iA A1 1
 ‰Îfl ‚ÒÂı ÔÓÔ‡ÌÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ A i ∈  �,

Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ µ( /) .0 0=  èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÏÂÓÈ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ÚÓÈÍÓÈ
(Ω, �, µ).

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË f : Ω → �(�) ÂÂ Lp-ÌÓÏ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| || ( ) ( ) .f f dp
p p= 



∫ ω µ ω

Ω

1

èÛÒÚ¸ Lp(Ω, � , µ) = Lp(Ω)  Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÙÛÌÍˆËÈ f : Ω → �(�),
ÍÓÚÓ˚Â Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÛÒÎÓ‚Ë˛ || f ||p < ∞. ëÚÓ„Ó „Ó‚Ófl, Lp(Ω, �, µ)  ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ
ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËÈ, „‰Â ‰‚Â ÙÛÌÍˆËË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚, ÂÒÎË ÓÌË
ÔÓ˜ÚË ‚Ò˛‰Û Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚, Ú.Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ÓÌË ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl, Ó·Î‡‰‡ÂÚ
ÌÛÎÂ‚ÓÈ ÏÂÓÈ. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó L∞(Ω, �, µ) ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË
ËÁÏÂËÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f : Ω → �(�), ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓ˜ÚË ‚Ò˛‰Û
Ó„‡ÌË˜ÂÌ˚.

ç‡Ë·ÓÎÂÂ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ÔËÏÂÓÏ Lp-ÏÂÚËÍË fl‚ÎflÂÚÒfl dLp
 Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â

  Lp ( , , ),Ω � µ  „‰Â Ω – ÓÚÍ˚Ú˚È ËÌÚÂ‚‡Î (0,1), � – ·ÓÂÎÂ‚‡ σ-‡Î„Â·‡ Ì‡ (0,1) Ë µ –
ÎÂ·Â„Ó‚‡ ÏÂ‡. ùÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í Lp(0,1)
Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Lp(0,1)-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ Lp-ÏÂÚËÍÛ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â C a b[ , ] ‚ÒÂı ‰ÂÈÒÚ-
‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ [a, b]:

d f g f x g x dxL
p

a

b p

p
( , ) ( ) ( ) .

/

= −








∫

1
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ÑÎfl p d f g f x g xL a x b= ∞ = −
∞ ≤ ≤ ( , ) max | ( ) ( ) |.  ùÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÍ‡-

˘ÂÌÌÓ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í C a b
p

[ , ] Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl C a b
p

[ , ]-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
ÖÒÎË Ω  = �, �  = 2Ω fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Ω  Ë µ – Í‡-

‰ËÌ‡Î¸Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ (Ú.Â. µ( ) | |,A A=  ÂÒÎË Ä – ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ω Ë µ(A) = ∞ –

ËÌ‡˜Â), ÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó  L dp Lp
( , , | | ),Ω Ω2 ⋅( ) Ë lp

∞-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ‚-

Ô‡‰‡˛Ú.
ÖÒÎË Ω  = Vn ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ n ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚,  � = 2Vn , Ë µ fl‚ÎflÂÚÒfl

Í‡‰ËÌ‡Î¸Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ, ÚÓ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó L V dp n
V

L
n

p
( , , | | ),2 ⋅( ) Ë lp

n -

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.

Ñ‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÏÂÚËÍË
lp-ÏÂÚËÍ‡ Ë lq-ÏÂÚËÍ‡, 1 < p , q  < ∞ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË, ÂÒÎË 1/p +

+ 1/q = 1.
Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Â˜¸ Ë‰ÂÚ Ó ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â

( , || || ),V V⋅  ËÌÚÂÂÒ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â ÎËÌÂÈÌ˚Â ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î˚ ËÁ V ‚
ÓÒÌÓ‚ÌÓÂ ÔÓÎÂ (�  ËÎË �). ùÚË ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î˚ Ó·‡ÁÛ˛Ú ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
( , || || ),′ ⋅ ′V V  Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‰Îfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V. çÓÏ‡
|| ||⋅ ′V  Ì‡ V' Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í || || sup | ( ) |.|| ||T T xV x′ ≤= 1

çÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‰Îfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ l lp
n

p
∞( ) fl‚ÎflÂÚÒfl

lq
n  (ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ lp

∞). çÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‰Îfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ l ln
1 1

∞( )
fl‚ÎflÂÚÒfl ln

∞  (ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ l∞
∞). çÂÔÂ˚‚Ì˚Â ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ‰Îfl ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚ ë (ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ ‚ÒÂı ÒıÓ‰fl˘ËıÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ Ò l�-ÏÂÚËÍÓÈ) Ë
C0 (ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ ‚ÒÂı ÒıÓ‰fl˘ËıÒfl Í ÌÛÎ˛ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ Ò l�-ÏÂÚËÍÓÈ)

ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Ë‰ÂÌÚËÙËˆËÓ‚‡Ì˚ Ò l1
∞ .

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ (ËÎË ÔÂ‰„ËÎ¸·ÂÚÓ˚Ï ÔÓÒÚ‡Ì-

ÒÚ‚ÓÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , || || )V x y−  Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ
(ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ) ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ 〈 〉x y,
Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || ||x y−  ÒÚÓËÚÒfl Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÌÓÏ˚ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl || || , .x x x= 〈 〉
ëÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 〉,  Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ) ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ (‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÎÛ-
ÚÓ‡ÎËÌÂÈÌÓÈ) ÙÓÏÓÈ Ì‡ V, Ú.Â. ÙÛÌÍˆËÂÈ 〈 〉, :  V V× → � �( ),  Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı
x, y, z ∈  V Ë ‚ÒÂı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ α, β ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) 〈 〉 ≥x x, 0  c 〈 〉x x,  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0;

2) 〈 〉 = 〈 〉x y y x, , ,  „‰Â α = + = −a bi a bi  ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÒÓÔflÊÂÌËÂ;
3) 〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉α β α βx y x y, , , .z z z
ÑÎfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

Ú‡ÍÊÂ ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ, ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ò ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ .
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çÓÏ‡ || ||⋅  ‚ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ( , || ||)V ⋅  ÔÓÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  V ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

|| || || || (|| || || || ).x y x y x y+ + − = +2 2 2 22

ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ, ÍÓ-

ÚÓÓÂ, Í‡Í ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï. íÓ˜ÌÂÂ „Ó‚Ófl, „ËÎ¸·Â-
ÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ÔÓÎÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , || ||)H x y−  Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓÏ (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ) ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ç ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ
〈  , 〉 , Ú‡ÍËÏ ˜ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ || ||x y−  ÒÚÓËÚÒfl ÔÓ ÌÓÏÂ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl

|| || , .x x x= 〈 〉  ã˛·ÓÂ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.
èËÏÂÓÏ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÎÛÊËÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-

ÌÓÒÚÂÈ x xn n= { }  ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) ˜ËÒÂÎ, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ | |xi
i

2

1=

∞

∑  ÒıÓ‰ËÚÒfl

ÔÓ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÂ, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÈ Í‡Í

| | .

/

x yi i
i

−










=

∞

∑ 2

1

1 2

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‰Û„Ëı ÔËÏÂÓ‚ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÏÓÊÌÓ ÔË‚ÂÒÚË Î˛·ÓÂ
L2-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë Î˛·ÓÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ-
‚Â‰ÂÌËÂÏ. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Î˛·ÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚Ï.

èflÏÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‰‚Ûı „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚ÓÏ ãËÛ‚ËÎÎfl (ËÎË ‡Ò¯ËÂÌÌ˚Ï „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ êËÒÒ‡
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó êËÒÒ‡ (ËÎË ‚ÂÍÚÓÌ‡fl Â¯ÂÚÍ‡) ÂÒÚ¸ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ

‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó  ( , ),VRi
p−  ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1. ëÚÛÍÚÛ‡ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡
ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏ˚, Ú.Â. ËÁ   x yp−  ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ x + z p−  y + z, ‡ ËÁ x   f  0, a ∈ �, a > 0 ÒÎÂ‰ÛÂÚ,
˜ÚÓ ax f  0.

2. ÑÎfl ‰‚Ûı Î˛·˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ x y VRi, ∈  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ x y VRi∧ ∈  Ë
ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ (ÒÏ. „Î. 10).

åÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ êËÒÒ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ VRi, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

|| || ,x y Ri−

„‰Â || ||⋅ Ri  ÂÒÚ¸ ÌÓÏ‡ êËÒÒ‡ Ì‡ VRi, Ú.Â. Ú‡Í‡fl ÌÓÏ‡, ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x y VRi, ∈  ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó | | | |,x yp−  „‰Â | | ( ) ( ),x x x= − ∨  ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó || || || || .x yRi Ri≤

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , || || )VRi Ri⋅  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ êËÒÒ‡.
Ç ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÎÌÓÚ˚ ÓÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ Â¯ÂÚÍÓÈ .

äÓÏÔ‡ÍÚ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡ dBM ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl n-ÏÂÌ˚ÏË ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ( , || || )V V⋅  Ë ( , || || )W W⋅  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

ln inf || || || ||,
T

T T⋅ −1
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„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ËÁÓÏÓÙËÁÏ‡Ï T V W: .→  éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Xn ‚ÒÂı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË n-ÏÂÌ˚ı ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚, „‰Â V ~ W ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌË ËÁÓÏÓÙÌ˚. íÓ„‰‡ Ô‡‡
( , )BMX dn  fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Ï ÍÓÏ-
Ô‡ÍÚÓÏ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡.

î‡ÍÚÓ-ÏÂÚËÍ‡
Ç ÒÎÛ˜‡Â ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ( , || || )V V⋅  Ò ÌÓÏÓÈ || ||⋅ V  Ë Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï

ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ W ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V ÔÛÒÚ¸ ( / , || || )/V W V W⋅  ·Û‰ÂÚ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚Ï
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÒÏÂÊÌ˚ı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ x W x w w W+ = + ∈{ : }, x  ∈  V Ò Ù‡ÍÚÓ-ÌÓÏÓÈ
|| || inf || || ./x W x wV VW w W V+ = +∈

î‡ÍÚÓ-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ V/W, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

|| ( ) ( ) || ./x W y W V W+ − +

åÂÚËÍ‡ ÚÂÌÁÓÌÓÈ ÌÓÏ˚
ÑÎfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ( , || || )V V⋅  Ë ( , || || )W W⋅  ÌÓÏ‡ || ||⋅ ⊗  Ì‡ ÚÂÌ-

ÁÓÌÓÏ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËË V W⊗  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÂÌÁÓÌÓÈ ÌÓÏÓÈ (ËÎË ÍÓÒÒ-ÌÓÏÓÈ),
ÂÒÎË || || || || || ||x y x yV W⊗ =⊗  ‰Îfl ‚ÒÂı ‡ÁÎÓÊËÏ˚ı ÚÂÌÁÓÓ‚ x y⊗ .

åÂÚËÍ‡ ÚÂÌÁÓÌÓÈ ÌÓÏ˚ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚ Ì‡ V W⊗ ,  Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

|| || .z − ⊗t

ÑÎfl Î˛·˚ı z z∈ ⊗ = ⊗ ∈ ∈∑V W x y x V y Wj j j j
j

, ,  ,   ÂÂ ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÌÓÏ‡ (ËÎË

π-ÌÓÏ‡) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í || || inf || || || || ,prz = ∑ x yj V j W
j

 „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ

‚ÒÂÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏ z ‚ ‚Ë‰Â ÒÛÏÏ˚ ‡ÁÎÓÊËÏ˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚. ùÚÓ Ò‡Ï‡fl ·ÓÎ¸¯‡fl
ÚÂÌÁÓÌ‡fl ÌÓÏ‡ Ì‡ V W⊗ .

åÂÚËÍ‡ ‚‡Î˛‡ˆËË
åÂÚËÍ‡ ‚‡Î˛‡ˆËË – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÎÂ �, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

|| ||,x y−

„‰Â || ||⋅  – ‚‡Î˛‡ˆËfl Ì‡ �, Ú.Â. ÙÛÌÍˆËfl   || ||: ,⋅ →� �  Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  � ËÏÂ˛Ú
ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:

1) || ||x ≥ 0  Ò || ||x = 0  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0;
2) || || || || || ||;xy x y=
3) || || || || || ||x y x y+ ≤  ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡).
ÖÒÎË || || max{|| || || ||},x y x y+ ≤  ÚÓ ‚‡Î˛‡ˆËfl || ||⋅  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂ‡ıËÏÂ‰Ó‚ÓÈ.

Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÂÚËÍ‡ ‚‡Î˛‡ˆËË ·Û‰ÂÚ ÛÎ¸Ú‡ÏÂÚËÍÓÈ. èÓÒÚÂÈ¯ËÏ ÔËÏÂÓÏ
‚‡Î˛‡ˆËË fl‚ÎflÂÚÒfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ ÌÓÏËÓ‚‡ÌËÂ || || : || ||tr tr⋅ =0 0  Ë || ||tr⋅ = 1 ‰Îfl

  x ∈ � \ { },0  ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ‡ıËÏÂ‰Ó‚˚Ï.
Ç Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡ÁÌ˚Â ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÓÌflÚËfl ‚‡Î˛‡ˆËË. í‡Í,

Ì‡ÔËÏÂ, ÙÛÌÍˆËfl ν : { }� �→ ∪ ∞  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚‡Î˛‡ˆËÂÈ, ÂÒÎË ν ν( ) ,  ( ) ,x ≥ = ∞0 0

ν ν ν( ) ( ) ( )xy x y= +  Ë ν ν ν( ) min{ ( ), ( )}x y x y+ ≥  ‰Îfl ‚ÒÂı   x y, .∈ �  Ç‡Î˛‡ˆË˛ || ||⋅
ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ËÁ ÙÛÌÍˆËË ν  ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ || || ( )x x= αν  ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÙËÍÒË-
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Ó‚‡ÌÌÓ„Ó 0 < α  < 1 (ÒÏ. p-‡‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 12). Ç‡Î˛‡ˆËfl äÛ¯‡Í‡ | |Krs⋅
Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl   | | : ,Krs⋅ →� �  Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ | | ,  | |Krs Krsx x≥ =0 0  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x = 0, | | | | | |Krs Krs Krsx x y=  Ë | | max{| | , | | }Krs Krs Krsx y C x y+ ≤  ‰Îfl ‚ÒÂı

  x y, ∈ � Ë ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ë, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ
‚‡Î˛‡ˆËË. ÖÒÎË C ≥ 2, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl Ó·˚˜ÌÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‚‡Î˛‡ˆËË || ||,⋅  ÍÓÚÓÓÂ
·Û‰ÂÚ ÌÂ‡ıËÏÂ‰Ó‚˚Ï, ÂÒÎË ë ≤ 1. Ç ˆÂÎÓÏ Î˛·‡fl ‚‡Î˛‡ˆËfl | |Krs⋅  ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡

ÌÂÍÓÚÓÓÈ ‚‡Î˛‡ˆËË || ||,⋅  Ú.Â. | |Krs⋅ p  ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ p > 0. à Ì‡ÍÓÌÂˆ, ‰Îfl ÛÔÓfl-
‰Ó˜ÂÌÌÓÈ „ÛÔÔ˚ ( , , , ),G e⋅ ≤  ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÈ ÌÛÎÂÏ, ‚‡Î˛‡ˆËfl äÛÎÎ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl   | |: ,⋅ →� G  Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ | |x = 0  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x  = 0,
| | | | | |xy x y=  Ë | | max{| |, | |}x y x y+ ≤  ‰Îfl Î˛·˚ı  x y, .∈ �  ùÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÌÂ‡ıËÏÂ‰Ó‚ÓÈ ‚‡Î˛‡ˆËË || ||⋅  (ÒÏ. é·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 3).

åÂÚËÍ‡ ÒÚÂÔÂÌÌÓ„Ó fl‰‡

èÛÒÚ¸ � – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÎÂ Ë ÔÛÒÚ¸   � 〈 〉−x 1  – ÔÓÎÂ ÒÚÂÔÂÌÌ˚ı

fl‰Ó‚ ‚Ë‰‡   w x xm
m

i= + + + + ∈−α α α α... ..., .0 1 �  èË Á‡‰‡ÌÌÓÏ l > 1 ÌÂ‡ıËÏÂ‰Ó‚‡

‚‡Î˛‡ˆËfl || ||⋅  Ì‡ � 〈 〉−x 1  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

|| ||
,   ,

,     .
w

l w

w

m

=
≠

=







ÂÒÎË

ÂÒÎË

0

0 0

åÂÚËÍ‡ ÒÚÂÔÂÌÌÓ„Ó fl‰‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ‚‡Î˛‡ˆËË   || ||w − v  Ì‡  � 〈 〉−x 1 .
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ „ÂÓÏÂÚËË

ÉÂÓÏÂÚËfl ‚ÓÁÌËÍÎ‡ Í‡Í Ó·Î‡ÒÚ¸ ÁÌ‡ÌËÈ, Ò‚flÁ‡ÌÌ‡fl Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË
‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. ùÚÓ ·˚Î‡ Ó‰Ì‡ ËÁ ‰‚Ûı Ó·Î‡ÒÚÂÈ, ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚Ó‚‡‚¯Ëı ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ
Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ, ‚ÚÓ‡fl Á‡ÌËÏ‡Î‡Ò¸ ËÁÛ˜ÂÌËÂÏ ˜ËÒÂÎ. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl „ÂÓÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍËÂ ÍÓÌˆÂÔˆËË ‰ÓÒÚË„ÎË ‚ÂÒ¸Ï‡ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÛÓ‚Ìfl ‡·ÒÚ‡ÍÚÌÓÒÚË Ë ÒÎÓÊÌÓÒÚË
Ó·Ó·˘ÂÌËÈ.

6.1.  ÉÖéÑÖáàóÖëäÄü  ÉÖéåÖíêàü

Ç Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ ÔÓÌflÚËÂ "„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ" fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓÌflÚËfl "ÔflÏ‡fl
ÎËÌËfl" ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ËÒÍË‚ÎÂÌÌÓÏÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û. Ñ‡ÌÌ˚È ÚÂÏËÌ Á‡ËÏÒÚ‚Ó‚‡Ì
ËÁ „ÂÓ‰ÂÁËË, Ì‡ÛÍË, Á‡ÌËÏ‡˛˘ÂÈÒfl ËÁÏÂÂÌËÂÏ ‡ÁÏÂ‡ Ë ÙÓÏ˚ áÂÏÎË.

èÛÒÚ¸ (ï, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÍË‚‡fl γ
ÂÒÚ¸ ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl γ : I → X, „‰Â I – ËÌÚÂ‚‡Î (Ú.Â. ÌÂÔÛÒÚÓÂ Ò‚flÁÌÓÂ
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó) ‚ �. ÖÒÎË γ fl‚ÎflÂÚÒfl r ‡Á ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÈ, ÚÓ ÓÌ‡
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â„ÛÎflÌÓÈ ÍË‚ÓÈ ÍÎ‡ÒÒ‡ Cr; ÂÒÎË r  = ∞, ÚÓ γ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Î‡‰ÍÓÈ
ÍË‚ÓÈ.

ÇÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl, ÍË‚‡fl ÎËÌËfl ÏÓÊÂÚ ÔÂÂÒÂÍ‡Ú¸ Ò‡ÏÛ ÒÂ·fl. äË‚‡fl ·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚-
‚‡Ú¸Òfl ÔÓÒÚÓÈ ÍË‚ÓÈ (ËÎË ‰Û„ÓÈ, ÔÛÚÂÏ), ÂÒÎË ÓÌ‡ ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ Ò‡ÏÛ ÒÂ·fl,
Ú.Â. fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌ˙ÂÍÚË‚ÌÓÈ. äË‚‡fl γ: [a, b] →  X Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÊÓ‰‡ÌÓ‚ÓÈ ÍË‚ÓÈ
(ËÎË ÔÓÒÚÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÍË‚ÓÈ), ÂÒÎË ÓÌ‡ ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÒÂ·fl Ë γ(‡) = γ(b).

ÑÎËÌ‡ (ÍÓÚÓ‡fl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‡‚Ì‡ ∞) l(γ) ÍË‚ÓÈ (γ: [a, b] → X ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

sup ( ( ), ( )),d t ti i
i

n

γ γ−
=
∑ 1

1

 „‰Â ‚ÂıÌflfl „‡Ì¸ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ‡Á·ËÂÌËflÏ

a t t t bn= < < < =0 1 ... ,  n ∈  �  ÓÚÂÁÍ‡ [ , ].a b  äË‚‡fl ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ. ÑÎfl Î˛·ÓÈ Â„ÛÎflÌÓÈ ÍË‚ÓÈ γ: [a, b] → X Á‡‰‡‰ËÏ Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚È
Ô‡‡ÏÂÚ s ÍË‚ÓÈ γ Í‡Í s s t l

a t
= =( ) ( | ),

[ , ]
γ  „‰Â l

a t
( | )

[ , ]
γ  ÂÒÚ¸ ‰ÎËÌ‡ ˜‡ÒÚË γ,

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ËÌÚÂ‚‡ÎÛ [a, t]. äË‚‡fl Ò Ú‡ÍÓÈ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÈ Ô‡‡ÏÂÚËÁ‡ˆËÂÈ
γ = γ(s) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍË‚ÓÈ Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚË (ËÎË Ô‡‡ÏÂÚËÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ‰ÎËÌÓÈ
‰Û„Ë, ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÈ); ÔË ‰‡ÌÌÓÈ Ô‡‡ÏÂÚËÁ‡ˆËË ‰Îfl Î˛·˚ı t t I1 2, ∈  ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
l t tt t( | ) | |[ , ]γ

1 2 2 1= −  Ë l b a( ) | | .γ = −
ÑÎËÌ‡ Î˛·ÓÈ ÍË‚ÓÈ γ: [a, b] → X ‡‚Ì‡ ÔÓ ÏÂÌ¸¯ÂÈ ÏÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÏÂÊ‰Û ÂÂ

ÍÓÌˆÂ‚˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË: l d a b( ) ( ( ), ( )).γ γ γ≥  äË‚‡fl γ, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ l d a b( ) ( ( ), ( )),γ γ γ=
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ (ËÎË Í‡Ú˜‡È¯ËÏ ÔÛÚÂÏ) ÓÚ ı = γ(‡) ‰Ó Û = γ(b)
Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í [x, y]. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÓÚÂÁÓÍ ÂÒÚ¸ Í‡Ú˜‡È¯ËÈ
ÔÛÚ¸ ÏÂÊ‰Û Â„Ó ÍÓÌˆÂ‚˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË; ÓÌ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‚ÎÓÊÂÌËÂÏ [a, b]
‚ ï. Ç ˆÂÎÓÏ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ ÓÚÂÁÍË ÏÓ„ÛÚ Ë ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡Ú¸, ÍÓÏÂ ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ„Ó
ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ ÓÚÂÁÓÍ ÒÓÒÚÓËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ
ÓÚÂÁÓÍ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ ‰‚Â ÚÓ˜ÍË, ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌ.
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ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍË‚‡fl, ÍÓÚÓ‡fl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚ Ó·Â
ÒÚÓÓÌ˚ Ë ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Í‡Í ÓÚÂÁÓÍ, Ú.Â. ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚Ò˛‰Û fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏË-
Á‡ÚÓÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl. íÓ˜ÌÂÂ „Ó‚Ófl, ÍË‚‡fl γ: � → X ‚ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Ô‡‡ÏÂÚËÁ‡-
ˆËË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÈ, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó t ∈ � ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡Í‡fl ÓÍÂÒÚ-
ÌÓÒÚ¸ U, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı t1, t2 ∈ U ËÏÂÂÏ d t t t t( ( ), ( )) | | .γ γ1 2 1 2= −  í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
Î˛·‡fl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl ÂÒÚ¸ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚ÎÓÊÂÌËÂ ‚ÒÂ„Ó � ‚ ï. ÉÂÓ‰Â-
ÁË˜ÂÒÍÛ˛ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔflÏÓÈ, ÂÒÎË ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d t t t t( ( ), ( )) | |γ γ1 2 1 2= −
‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı t1, t2 ∈ �. í‡Í‡fl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
‚ÎÓÊÂÌËÂÏ ‚ÒÂÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔflÏÓÈ � ‚ ï . ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl ·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ·ÓÎ¸¯ËÏ ÍÛ„ÓÏ, ÂÒÎË ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ‚ÎÓÊÂÌËÂÏ
ÍÛ„‡ S r1 0( , )  ‚ ï. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ ÏÓ„ÛÚ Ë ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡Ú¸.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ, ÂÒÎË

Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ‚ ï ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ, Ú.Â. ‰Îfl
Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ËÁÓÏÂÚËfl ÓÚÂÁÍ‡ [ , ( , )]0 d x y  ‚ ï. ã˛·ÓÂ
ÔÓÎÌÓÂ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë Î˛·ÓÂ ·‡Ì‡ıÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl „ÂÓ-
‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

èÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ „ÂÓ‰ÂÁË-
˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÂÒÎË Î˛·˚Â ‰‚Â ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÎËÁÍËÂ ÚÓ˜ÍË ‚
ï ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ; ÓÌÓ ·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl D-„ÂÓ-
‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ, ÂÒÎË Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË < D ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË) ÂÒÚ¸ ‰ÎËÌ‡ „ÂÓ‰Â-

ÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÂÁÍ‡ (Ú.Â. Í‡Ú˜‡È¯Â„Ó ÔÛÚË) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË.

àÌÚÂÌ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ (ï, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚ÒflÍËÂ ‰‚Â

ÚÓ˜ÍË ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ. íÓ„‰‡ ËÌÚÂÌ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË ÔÓÓÊ-
‰ÂÌÌ‡fl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡) D  Ì‡ ï Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ ‚ÒÂı ÒÔflÏÎflÂ-
Ï˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ‰‚Â ‰‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË x, y ∈  X.

åÂÚËÍ‡ d Ì‡ ï Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ ‰ÎËÌ˚), ÂÒÎË
ÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ Ò‚ÓÂÈ ËÌÚÂÌ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ D. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò
‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰ÎËÌ˚ (ËÎË ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÛÚÂÈ, ‚ÌÛÚÂÌÌËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ).

ÖÒÎË, ÍÓÏÂ ÚÓ„Ó, Î˛·‡fl Ô‡‡ ÚÓ˜ÂÍ ı, Û ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ‡ ÍË‚ÓÈ ‰ÎËÌ˚
d(x, y), ÚÓ ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚÓ„Ó ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ, ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
‰ÎËÌ˚ (ï, d) – „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

èÓÎÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰ÎËÌ˚ ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı x, y ∈  X Ë Î˛·Ó„Ó ε > 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÚ¸fl

ÚÓ˜Í‡ z ∈  X (ε-ÒÂ‰ËÌÌ‡fl ÚÓ˜Í‡), ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ d x d y d x y( , ), ( , ) ( , ) .z z ≤ +1

2
ε

ã˛·ÓÂ ÔÓÎÌÓÂ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‰ÎËÌ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) Ò „ÂÓÏÂÚËÂÈ, ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÏÓÈ ÚÂÏ, ˜ÚÓ ‡Ò¯ËÂÌËfl „ÂÓ‰ÂÁË-
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˜ÂÒÍËı, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚ı Í‡Í ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ Í‡Ú˜‡È¯ËÂ ÎËÌËË, fl‚Îfl˛ÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË.
í‡Í‡fl „ÂÓÏÂÚËfl ÂÒÚ¸ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË (ÒÏ. [Buse55]).

íÓ˜ÌÂÂ „Ó‚Ófl, G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË:
1. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï (ËÎË ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï), Ú.Â. ‚ÒÂ Â„Ó

ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ¯‡˚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚.
2. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ åÂÌ„ÂÛ, Ú.Â. ‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı x, y ∈  X ÒÛ˘Â-

ÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡Í‡fl ÚÂÚ¸fl ÚÓ˜Í‡   z z∈ ≠X x y,  , , ˜ÚÓ  d x d y d x y( , ) ( , ) ( , ).z z+ =
3. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‡Ò¯ËflÂÏ˚Ï, Ú.Â. ‰Îfl Î˛·Ó„Ó a X∈  ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ

r > 0 , ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ ı, Û ‚ ¯‡Â Ç(a, r) ËÏÂÂÚÒfl Ú‡Í‡fl ÚÓ˜Í‡ z,
ÓÚÎË˜‡˛˘‡flÒfl ÓÚ ı Ë Û, ˜ÚÓ d x y d y d x( , ) ( , ) ( , ).+ =z z

4. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ò¯ËflÂÏ˚Ï Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ, Ú.Â., ÂÒÎË ‚ Ô. 3 ‚˚¯Â ‰Îfl
‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ z1 Ë z2 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó  d y d y( , ) ( , ),z z1 2=  ÚÓ   z z1 2= .

ëÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı ÓÚÂÁÍÓ‚ Ó·ÛÒÎÓ‚ÎË‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÍÓÏÔ‡ÍÚ-
ÌÓÒÚ¸˛ Ë ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸˛ åÂÌ„Â‡: Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ‚˚ÔÛÍ-
ÎÓ„Ó ÔÓ åÂÌ„ÂÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ ‚ ï.
ëÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÓ ‡ÍÒËÓÏÓÈ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÏÓÒÚË:
ÂÒÎË ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓ åÂÌ„ÂÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ï fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ
‡Ò¯ËflÂÏ˚Ï, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl, ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡fl ‰‡ÌÌ˚È „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ
ÓÚÂÁÓÍ. ç‡ÍÓÌÂˆ, Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ‰ÓÔÛ˘ÂÌËÂ ‰ËÙÙÂ-
ÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË, ˜ÚÓ ÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÛ˛
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ.

ÇÒÂ ËÏ‡ÌÓ‚˚ Ë ÙËÌÒÎÂÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.
é‰ÌÓÏÂÌÓÂ G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔflÏ‡fl ÎËÌËfl ËÎË ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ
·ÓÎ¸¯ÓÈ ÍÛ„. ã˛·ÓÂ ‰‚ÛÏÂÌÓÂ G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏ ÏÌÓ„Ó-
Ó·‡ÁËÂÏ.

ÇÒflÍÓÂ G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ıÓ‰Ó‚ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Ú.Â. ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚˚‰ÂÎÂÌÌ˚ı „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı ÓÚÂÁÍÓ‚, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ Î˛·˚Â ‰‚Â
ÚÓ˜ÍË ÒÓÂ‰ËÌfl˛ÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ú‡ÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ (ÒÏ. [BuPh87]).

ÑÂÁ‡„Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

ÑÂÁ‡„Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d), ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÓÎ¸ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı
‚˚ÔÓÎÌfl˛Ú Ó·˚˜Ì˚Â ÔflÏ˚Â. ùÚÓ ÁÌ‡˜ËÚ, ˜ÚÓ ï ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ÓÚÓ·-
‡ÊÂÌÓ ‚ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �Pn Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚÒfl ‚ ÔflÏÛ˛ ÎËÌË˛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �Pn. ã˛·ÓÂ ï ,
ÓÚÓ·‡ÊÂÌÌÓÂ ‚ �Pn, ÎË·Ó ‰ÓÎÊÌÓ ÔÓÍ˚‚‡Ú¸ ‚ÒÂ �Pn (‚ Ú‡ÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÒÂ
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ ï fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ·ÓÎ¸¯ËÏË ÍÛ„‡ÏË Ó‰ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚), ÎË·Ó
ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÓÚÍ˚ÚÓÂ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ An.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÁ‡„Ó‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1. ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl, ÔÓıÓ‰fl˘‡fl ˜ÂÂÁ ‰‚Â ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË, fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ-
‚ÂÌÌÓÈ.

2. ÑÎfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚË n = 2 Ó·Â ÚÂÓÂÏ˚ ÑÂÁ‡„‡ (ÔflÏ‡fl Ë Ó·‡ÚÌ‡fl) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚,
‡ ‰Îfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚË n > 2 Î˛·˚Â ÚË ÚÓ˜ÍË ËÁ ï ÎÂÊ‡Ú ‚ Ó‰ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.

ëÂ‰Ë ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ‰ÂÁ‡„Ó‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË
fl‚Îfl˛ÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚˚, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ Ë ̋ ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. èËÏÂÓÏ
ÌÂËÏ‡ÌÓ‚‡ ‰ÂÁ‡„Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÎÛÊËÚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó, ÍÓÚÓÓÂ
ÏÓÊÂÚ Ò˜ËÚ‡Ú¸Òfl ÔÓÚÓÚËÔÓÏ ‚ÒÂı ÌÂËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ‚ÍÎ˛˜‡fl ÙËÌÒÎÂÓ‚˚
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.
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G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡
G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ

˜ÂÂÁ ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ÔÓıÓ‰ËÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl, Ë ‚ÒÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ –
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ·ÓÎ¸¯ËÂ ÍÛ„Ë Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ‰ÎËÌ˚.

ä‡Ê‰ÓÂ G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ËÏÂÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl, ÔÓıÓ-
‰fl˘‡fl ˜ÂÂÁ Í‡Ê‰˚Â ‰‚Â ‰‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË, fl‚ÎflÂÚÒfl ËÎË G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ˝ÎÎËÔÚË-
˜ÂÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡, ËÎË ÔflÏ˚Ï G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

èflÏÓÂ G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èflÏ˚Ï G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ

„ÎÓ·‡Î¸ÌÓÂ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÈ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ Î˛·ÓÈ ÂÂ ÓÚÂÁÓÍ ÓÒÚ‡‚‡ÎÒfl
Í‡Ú˜‡È¯ËÏ ÔÛÚÂÏ. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‰Îfl ‰‚Ûı Î˛·˚ı x, y ∈  X ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌ-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚È „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÓÚÂÁÓÍ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ ı Ë Û, Ë Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl
ÔflÏ‡fl, ÍÓÚÓÓÈ ı Ë Û ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú.

ÇÒflÍ‡fl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍ‡fl ‚ ÔflÏÓÏ G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔflÏ‡fl,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl ÂÂ ÚÓ˜Í‡ÏË. ã˛·ÓÂ ‰‚ÛÏÂÌÓÂ
ÔflÏÓÂ G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó „ÓÏÂÓÏÓÙÌÓ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.

ÇÒÂ Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌ˚Â ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÌÂÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ (‚ÍÎ˛-
˜‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó Ë „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡), „ËÎ¸·ÂÚÓ‚˚ „ÂÓÏÂÚËË Ë
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ÚËÔ‡ Ó‰‡ g > 1
(‚ ÒÎÛ˜‡Â Ëı ÏÂÚËÁ‡ˆËË ÏÂÚËÍÓÈ íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔflÏ˚ÏË G-ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, ÂÒÎË

ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ Ë �-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó δ ≥ 0.
ã˛·ÓÂ ÔÓÎÌÓÂ Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌÓÂ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÂÍˆËÓÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ k ≤ –a2

ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û Ò δ = ln
.

3

a
 Ç‡ÊÌ˚Ï

ÍÎ‡ÒÒÓÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û fl‚Îfl˛ÚÒfl
„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ „ÛÔÔ˚, Ú.Â. „ÛÔÔ˚ Ò ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ Ó·‡ÁÛ˛˘Ëı, ÒÎÓ‚‡Ì‡fl
ÏÂÚËÍ‡ ÍÓÚÓ˚ı fl‚ÎflÂÚÒfl δ-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó δ ≥ 0. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï ‰ÂÂ‚ÓÏ ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ –
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, Ò δ = 0.

ÉÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) ·Û‰ÂÚ δ-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÚÓ„‰‡
Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ 4δ-„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ êËÔÒÛ, Ú.Â. Í‡Ê‰˚È ËÁ Â„Ó „ÂÓ-
‰ÂÁË˜ÂÒÍËı ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ (ÒÓÂ‰ËÌÂÌËÂ ÚÂı „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı ÓÚÂÁÍÓ‚ [x, y], [x, z],
[y, z]) fl‚ÎflÂÚÒfl 4δ-ÚÓÌÍËÏ (ËÎË 4δ-ÒÎ‡·˚Ï) ıÛ‰˚Ï: Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÒÚÓÓÌ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡
Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ 4δ-ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ‰‚Ûı ‰Û„Ëı ÒÚÓÓÌ (4δ-ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
A ⊂  X ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó { : inf ( , ) }).b X d b aa A∈ <∈ 4δ

ä‡Ê‰ÓÂ ëÄí(k) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò k < 0 fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û.
ä‡Ê‰ÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n fl‚ÎflÂÚÒfl ëÄí(0) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ë ·Û‰ÂÚ
„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ ÉÓÏÓ‚‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl n = 1.

ëÄí(k) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
èÛÒÚ¸ (ï, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. èÛÒÚ¸ å2 – Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌÓÂ

‰‚ÛÏÂÌÓÂ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ k, Ú.Â. 2-ÒÙÂ‡ Sk
2  Ò k > 0,

Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ �2 Ò k = 0 ËÎË „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ Hk
2  Ò k < 0. èÛÒÚ¸ Dk

Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‰Ë‡ÏÂÚ å2, Ú.Â. D
kk = π

,  ÂÒÎË k > 0, Ë Dk = ∞, ÂÒÎË k ≤ 0.
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íÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ í ‚ ï  ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÚÂı ÚÓ˜ÂÍ ‚ ï, ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚ı ÔÓÔ‡ÌÓ ÚÂÏfl
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏË ÓÚÂÁÍ‡ÏË; ÓÚÂÁÍË ÔË ˝ÚÓÏ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÚÓÓÌ‡ÏË ÚÂÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍ‡. ÑÎfl ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ T ⊂  X ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ˚Ï c í ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓÏ ‚ å2 ·Û‰ÂÚ
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ T' ⊂  M2 ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ fT, ÍÓÚÓÓÂ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚ
Í‡Ê‰Û˛ ÒÚÓÓÌÛ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ í  Ì‡ ÒÚÓÓÌÛ í'. íÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ í Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ
ëÄí(k) ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û ÉÓÏÓ‚‡ (ëÄí – ÔÂ‚˚Â ·ÛÍ‚˚ Ù‡ÏËÎËÈ ä‡Ú‡Ì (Cartan),
ÄÎÂÍÒ‡Ì‰Ó‚, íÓÔÓÌÓ„Ó‚), ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰˚ı x, y ∈  T ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d x y d f x f y
M T T( , ) ( ( ), ( )),≤ 2

„‰Â fT – ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏÓÏÛ Ò í ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÛ ‚ å2.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ í fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚÓÎ¸ ÊÂ "ÚÓÌÍËÏ", Í‡Í Ë
ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ˚È ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ‚ å2.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d) ÂÒÚ¸ ëÄí(k) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÂÒÎË ÓÌÓ – Dk-„ÂÓ-
‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ (Ú.Â. Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË < Dk ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ) Ë ‚ÒÂ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍË í Ò ÒÛÏÏÓÈ ÒÚÓÓÌ < 2Dk Û‰Ó‚ÎÂÚ-
‚Ófl˛Ú ëÄí(k) ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û.

ã˛·ÓÂ ëÄí(k1) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ëÄí(k2) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÂÒÎË k1< k2. ã˛·ÓÂ
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰ÂÂ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl CÄí(–∞) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ú.Â. fl‚ÎflÂÚÒfl ëÄí(k)
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl ‚ÒÂı k ∈  �.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÄÎÂÍÒ‡Ì‰Ó‚‡ Ò ÍË‚ËÁÌÓÈ, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ Ò‚ÂıÛ k (ËÎË ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÂ
ëÄí(k ) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ), ÂÒÚ¸ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d), ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê-
‰‡fl ÚÓ˜Í‡ p ∈  X ËÏÂÂÚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ U, Ú‡ÍÛ˛ ˜ÚÓ Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË x, y ∈  U
ÒÓÂ‰ËÌfl˛ÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ Ë ëÄí(k) ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı
x, y, z  ∈  U. êËÏ‡ÌÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ÂÒÚ¸ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÂ ëÄí(k) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Â„Ó ÒÂÍˆËÓÌÌ‡fl ÍË‚ËÁÌ‡ ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ k.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÄÎÂÍÒ‡Ì‰Ó‚‡ Ò ÍË‚ËÁÌÓÈ, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÒÌËÁÛ k – ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ï, d), ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ p ∈  X ËÏÂÂÚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ U, Ú‡ÍÛ˛
˜ÚÓ Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË x, y ∈  U ÒÓÂ‰ËÌfl˛ÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ, Ë Ó·‡ÚÌÓÂ
ëÄí(k) ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

d x y d f x f y
M T T( , ) ( ( ), ( )),≥ 2

„‰Â fT ÂÒÚ¸ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏÓÏÛ ‰Îfl í ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÛ ‚
å2, ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı x, y, z ∈  U.

Ñ‚‡ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ‚˚¯Â ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡ÍÓÏ (≤ ËÎË ≥)
‚˚‡ÊÂÌËfl d x y d f x f y

M T T( , ) ( ( ), ( )).≥ 2  ÖÒÎË k = 0, ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ‚˚¯Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÌÂÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ËÒÍË‚ÎÂÌÌ˚ÏË Ë ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ËÒÍË‚ÎÂÌÌ˚ÏË
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ; ÓÌË Ú‡ÍÊÂ ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ÁÌ‡Í‡ÏË
(≤ ËÎË ≥, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ) ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË

2
1

2
2 2 2 2d m x y d x d y d x y( , ( , )) ( ( , ) ( , ) ( , )),z z z− + +

„‰Â ‚ÌÓ‚¸ x, y, z fl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÂÏfl Î˛·˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË U ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó p ∈
X Ë m(x, y) ÂÒÚ¸ ÒÂ‰ËÌÌ‡fl ÚÓ˜Í‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ I(x, y).

Ç ëÄí(0) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ÒÓÂ‰ËÌÂÌ˚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï „ÂÓ‰ÂÁË-
˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍÓÏ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÂÒÚ¸ ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl. ã˛·ÓÂ ëÄí(0) ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚Ï ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ Ë ÔÚÓÎÂÏÂÂ‚˚Ï (ÒÏ. „Î. 1), ‡ Ó·‡ÚÌÓÂ
ÌÂ‚ÂÌÓ. íÓ ÊÂ Ò‡ÏÓÂ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó Ì‡ ÛÓ‚ÌÂ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚, ÌÓ ‚ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‚ÒÂ ÚË ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ ÌÂÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË
ÒÂÍˆËÓÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚. Ö‚ÍÎË‰Ó‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡,
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Â‚ÍÎË‰Ó‚˚ ÔÓÒÚÓÂÌËfl Ë ‰ÂÂ‚¸fl fl‚Îfl˛ÚÒfl ëÄí(0) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË. èÓÎÌ˚Â
ëÄí(0) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‡‰‡Ï‡Ó‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

É‡ÌËˆ‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡ÁÌ˚Â ÔÓÌflÚËfl „‡ÌËˆ˚ ∂ï ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d).

çËÊÂ ÔË‚Ó‰flÚÒfl ÎË¯¸ ÌÂÍÓÚÓ˚Â Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Ó·˘Â„Ó ı‡‡ÍÚÂ‡. é·˚˜ÌÓ, ÂÒÎË
(ï, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï, ÚÓ X X∪ ∂  – Â„Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ‡Ò¯ËÂÌËÂ.

1. à‰Â‡Î¸Ì‡fl „‡ÌËˆ‡. èÛÒÚ¸ (ï, d) – „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‡
γ1 Ë γ2 – ‰‚‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÎÛ˜‡, Ú.Â. „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ Ò ËÁÓÏÂÚËÂÈ �≥0 ‚ ï. ùÚË ÎÛ˜Ë
·Û‰ÛÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË
(ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÏÂÚËÍÂ d) ÍÓÌÂ˜ÌÓ, Ú.Â. ÂÒÎË sup ( ( ), ( )) .

t
d t t

≥
< ∞

0

1 2γ γ  É‡ÌËˆ‡ ‚

·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË (ËÎË Ë‰Â‡Î¸Ì‡fl „‡ÌËˆ‡) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (ï, d) ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ∂∞ X
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ γ∞  ‚ÒÂı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÎÛ˜ÂÈ.

ÖÒÎË (ï, d) – ÔÓÎÌÓÂ ëÄí(0) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ íËÚÒ‡ (ËÎË ‡ÒËÏÔÚÓ-
ÚË˜ÂÒÍËÈ Û„ÓÎ ‡ÒıÓÊ‰ÂÌËfl) Ì‡ ∂∞ X  Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

2
2

arcsin
ρ





‰Îfl ‚ÒÂı γ γ∞ ∞ ∞∈∂1 2, ,X  „‰Â ρ γ γ=
→+∞
lim ( ( ), ( )).

t t
d t t

1 1 2  åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ∂∞ X, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ

ÏÂÚËÍÓÈ íËÚÒ‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÌËˆÂÈ íËÚÒ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ï.
ÖÒÎË ( , , )X d x0  – ÔÛÌÍÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÔÓÎÌÓÂ ëÄí(-1) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÚÓ„‰‡ ÏÂÚËÍ‡

ÅÛ‰ÓÌ‡ (Ò ·‡ÁÓ‚ÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ ı0) Ì‡ ∂∞ X  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

e ( . )− x y

‰Îfl Î˛·˚ı x y X, ,∈∂ ∞  „‰Â (ı.Û) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÉÓÏÓ‚‡ ( . ) .x y x0
 ëÙÂ‡

‚Ë‰ËÏÓÒÚË (X, d) ‚ ÚÓ˜ÍÂ x0 ∈  X ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ÏÂÚË-
˜ÂÒÍËı ÎÛ˜ÂÈ, ËÒıÓ‰fl˘Ëı ËÁ x0.

2. É‡ÌËˆ‡ ÉÓÏÓ‚‡. ÖÒÎË Á‡‰‡ÌÓ ÔÛÌÍÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
(X, d, x0), ÚÓ Â„Ó „‡ÌËˆ‡ ÉÓÏÓ‚‡ (Ó·Ó·˘ÂÌËÂ Å‡ÍÎË Ë äÓÍÍÂÌ‰ÓÙ‡ ‚ 2005 „.
ÒÎÛ˜‡fl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û) ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ∂G X  ÍÎ‡ÒÒÓ‚
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ ÉÓÏÓ‚‡. èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ x xi= ( )  ‚
ï  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸˛ ÉÓÏÓ‚‡, ÂÒÎË ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÉÓÏÓ‚‡
( . )x xi j x0

→ ∞  ÔË i j, .→ ∞  Ñ‚Â ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÉÓÏÓ‚‡ ı Ë Û  Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl

˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÂ˜Ì‡fl ˆÂÔ¸ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ ÉÓÏÓ‚‡

x k kk , ,0 ≤ ≤ ′  Ú‡Í ˜ÚÓ x x y xk= = ′0 ,   Ë lim inf .
,i j

i
k

j
kx x

→∞

−( ) = ∞1  ‰Îfl 0 ≤ ≤ ′k k .

Ç ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÏ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, (X, d)
ÒÙÂ‡ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ·‡ÁÓ‚ÓÈ ÚÓ˜ÍË x0 Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁÓ-
ÏÓÙÌÓÈ Ò‚ÓÂÈ „‡ÌËˆÂ ÉÓÏÓ‚‡  ∂G ,X  ÍÓÚÓ‡fl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌ‡ Ò ∂G .X

3. g-É‡ÌËˆ‡. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ Xd  ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂ (X, d) Ë, ‡ÒÒÏ‡Ú-

Ë‚‡fl ï  Í‡Í ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Xd ,  Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ‡ÁÌÓÒÚ¸ X Xd \  Í‡Í ∂Xd . èÛÒÚ¸
( , , )X l x0  – ÔÛÌÍÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‰ÎËÌ˚, Ú.Â. Â„Ó ÏÂÚËÍ‡
ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ l ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d). Ç ÒÎÛ˜‡Â ËÁÏÂËÏÓÈ
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ÙÛÌÍˆËË g : ,� �≥ ≥→0 0  g-„‡ÌËˆ‡ ( , , )X d x0  (Ó·Ó·˘ÂÌËÂ Å‡ÍÎË Ë äÓÍÍÂÌ‰ÓÙ‡ ‚
2005 „. ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ „‡ÌËˆ˚ Ë „‡ÌËˆ˚ îÎÓÈ‰‡) ÂÒÚ¸ ∂ = ∂ ∂g lX X Xσ \ , „‰Â

σ
γ

( , ) inf ( ) ( )x y g dl= ∫ z z  ‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈  X (Á‰ÂÒ¸ ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÏÂÚË-

˜ÂÒÍËÏ ÓÚÂÁÍ‡Ï γ =[ , ]).x y
4. É‡ÌËˆ‡ ïÓ˜ÍËÒ‡. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÔÛÌÍÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ

ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ( , , )X d x0  Â„Ó „‡ÌËˆÂÈ ïÓ˜ÍËÒ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó

∂H ( , )X x0  ËÁÓÏÂÚËÈ  f X: �≥ →0  Ò f x( ) .0 0=  É‡ÌËˆ˚ ∂H
x X0  Ë ∂H

x X1  fl‚Îfl˛ÚÒfl
„ÓÏÂÓÏÓÙÌ˚ÏË ‰Îfl ‡ÁÎË˜Ì˚ı x x X0 1, .∈  Ç ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓ

ÉÓÏÓ‚Û, ∂H
x X0  „ÓÏÂÓÏÓÙÌÓ „‡ÌËˆÂ ÉÓÏÓ‚‡ ∂G .X

5. åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl „‡ÌËˆ‡. ÑÎfl ÔÛÌÍÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
( , , )X d x0  Ë ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ S ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ � ≥0 ÎÛ˜ γ: S →  X Ì‡-
Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÎ‡·Ó „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ ÎÛ˜ÓÏ, ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó x ∈  X Ë Í‡Ê‰Ó„Ó ε  > 0
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ  ˆÂÎÓÂ  ˜ËÒÎÓ  N ,  Ú‡ÍÓÂ  ˜ÚÓ  ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡  | ( ( ), ( )) |d t tγ γ ε0 − <   Ë
| ( ( ), ) ( ( ), ) ( ) |d t x d s x t sγ γ ε− − − <  ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı s, t ∈  T Ò s, t ≥ N. èÛÒÚ¸

(X, d) – ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì‡fl ÛÌËÚ‡Ì‡fl C*-‡Î„Â·ÓÈ Ò ÌÓÏÓÈ || || ,⋅ ∞  ÔÓÓÊ‰‡ÂÏÓÈ
(Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ÏË, ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË) ÙÛÌÍˆËflÏË, ÍÓÚÓ˚Â Ó·‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ Ì‡ ï,
ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË Ë ÙÛÌÍˆËflÏË ‚Ë‰‡ g x d x x d x yy ( ) ( , ) ( , )= −0  (ÒÏ. ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌËfl ‚ ‡Á‰ÂÎÂ ä‚‡ÌÚÓ‚ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó). åÂÚË˜ÂÒÍ‡fl „‡ÌËˆ‡ êË-
ÙÂÎfl ∂R X  ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ÂÒÚ¸ ‡ÁÌÓÒÚ¸ X Xd \ ,  „‰Â Xd fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Ï ‡Ò¯ËÂÌËÂÏ (X, d), Ú.Â. Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï Ë‰Â‡Î¸Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
(ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ˜ËÒÚ˚ı ÒÓÒÚÓflÌËÈ) ‰‡ÌÌÓÈ ë*-‡Î„Â·˚. êËÙÂÎ¸ ‰ÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ ‰Îfl
ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (X, d) ÒÓ Ò˜ÂÚÌÓÈ ·‡ÁÓÈ „‡ÌËˆ‡ ∂RX
‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ÔÂ‰ÂÎ˚ lim ( ( ))

t
f t

→∞
γ  ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÒÎ‡·Ó„Ó „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÎÛ˜‡ γ Ë Í‡Ê‰ÓÈ

ÙÛÌÍˆËË f ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡ÌÌÓÈ ë*-‡Î„Â·˚.

èÓÂÍÚË‚ÌÓ ÔÎÓÒÍÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ Á‡‰‡Ì˚, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ-

ÂÍÚË‚ÌÓ ÔÎÓÒÍËÏ, ÂÒÎË ÓÌÓ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ (ËÎË ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ)
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ, Ú.Â. ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ, ÒÓı‡Ìfl˛˘ÂÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ, ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ
Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ÒÏ. Â‚ÍÎË‰Ó‚ ‡Ì„ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ „Î. 1;
ÒıÓ‰Ì˚Â ÚÂÏËÌ˚: ‡ÙÙËÌÌÓ ÔÎÓÒÍÓÂ, ÍÓÌÙÓÏÌÓ ÔÎÓÒÍÓÂ  Ë Ú.Ô.).

êËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ ÔÎÓÒÍËÏ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
ÓÌÓ ËÏÂÂÚ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ (ÒÂÍˆËÓÌÌÛ˛) ÍË‚ËÁÌÛ.

6.2.  èêéÖäíàÇçÄü  ÉÖéåÖíêàü

èÓÂÍÚË‚Ì‡fl „ÂÓÏÂÚËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚ¸˛ Ó·˘ÂÈ „ÂÓÏÂÚËË, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛˘ÂÈ
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ë ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÙË„Û ÔÓ‰ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÓÔÂ‡ÚÓ‡
ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl. ÄÙÙËÌÌ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl, „ÂÓÏÂÚËfl ÔÓ‰Ó·Ëfl (ËÎË ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl
„ÂÓÏÂÚËfl) Ë Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ „ÂÓÏÂÚËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl ˜‡ÒÚflÏË ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË Ò
Ì‡‡ÒÚ‡˛˘ÂÈ ÒÎÓÊÌÓÒÚ¸˛. éÒÌÓ‚Ì˚ÏË ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ‡ÏË ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ, ‡ÙÙËÌÌÓÈ,
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Ë Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËÈ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ
ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ (Ë ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl), Û„Î˚ (Ë ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚Â
‡ÒÒÚÓflÌËfl), ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl.
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n-åÂÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �Pn ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı ‚ÂÍ-
ÚÓÌ˚ı ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ‰‡ÌÌÓ„Ó (n + 1)-ÏÂÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V Ì‡‰
ÔÓÎÂÏ �. Å‡ÁÓ‚ÓÂ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ ÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÍÎ‡ÒÒÓ‚
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V ÔË ÒÓ·Î˛‰ÂÌËË ÓÚÌÓ¯Â-
ÌËfl ÒÍ‡ÎflÌÓÈ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË. Ñ‡ÌÌ‡fl Ë‰Âfl ‚ÓÁ‚‡˘‡ÂÚ Ì‡Ò Í Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜Â-
ÒÍÓÏÛ ÓÔËÒ‡ÌË˛ ÔÂÒÔÂÍÚË‚˚. àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ·‡ÁËÒ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ
‚‚ÂÒÚË Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÚÓ˜ÍË ‚ 	Pn, ÍÓÚÓ˚Â Ó·˚˜ÌÓ Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl Í‡Í
( : : ... : : )x x x xn n1 2 1+  – ‚ÂÍÚÓ ‰ÎËÌ˚ n  + 1, ÓÚÎË˜Ì˚È ÓÚ ( : : : ... : ).0 0 0 0  Ñ‚‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ò ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú Ó‰ÌÛ Ë ÚÛ ÊÂ ÚÓ˜ÍÛ
ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. ã˛·‡fl ÚÓ˜Í‡ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ-
Û˛ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ( : : ... : : ),x x xn1 2 0  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Û‰‡ÎÂÌ-
ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ. ó‡ÒÚ¸ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ 	Pn, ÌÂ fl‚Îfl˛˘‡flÒfl "·ÂÒÍÓÌÂ˜-
ÌÓ Û‰‡ÎÂÌÌÓÈ", Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ-
„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Í‡Í ( : : ... : : ),x x xn1 2 1  ÂÒÚ¸ n-ÏÂÌÓÂ ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó An.

ëËÏ‚ÓÎÓÏ �Pn Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
‡ÁÏÂÌÓÒÚË n, Ú.Â. ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÌ˚ı ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚‡ �n+1. ëËÏ‚ÓÎÓÏ �Pn Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË n. èÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �Pn ËÏÂÂÚ ÂÒÚÂÒÚ-
‚ÂÌÌÛ˛ ÒÚÛÍÚÛÛ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó „Î‡‰ÍÓ„Ó n-ÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl. Ö„Ó ÏÓÊÌÓ
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔflÏ˚ı, ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ ÌÛÎÂ‚ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n+1 (Ú.Â. Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÎÛ˜ÂÈ). éÌÓ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl
Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �n (Í‡Í ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò Â„Ó ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ
Û‰‡ÎÂÌÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË. Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Ú‡ÍÊÂ Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ
n-ÏÂÌÓÈ ÒÙÂ˚ ‚ � n+1, ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌÌ˚ı Ò ‰Ë‡ÏÂÚ‡Î¸ÌÓ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ÏË
ÚÓ˜Í‡ÏË.

èÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÚÓ˜ÍË, ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÔflÏ˚Â, ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÔÎÓÒÍÓÒÚË,…, ÔÓÂÍ-
ÚË‚Ì˚Â „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ 	Pn  fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ÏË,
‰‚ÛÏÂÌ˚ÏË, ÚÂıÏÂÌ˚ÏË,…, n-ÏÂÌ˚ÏË ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V .
ã˛·˚Â ‰‚Â ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÔflÏ˚Â Ì‡ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ËÏÂ˛Ú Ó‰ÌÛ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
Ó‰ÌÛ Ó·˘Û˛ ÚÓ˜ÍÛ. èÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ (ËÎË ÍÓÎÎËÌÂ‡ˆËfl, ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ) ÂÒÚ¸ ·ËÂÍÚË‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡ ÒÂ·fl,
ÒÓı‡Ìfl˛˘ÂÂ ÍÓÎÎËÌÂ‡ÌÓÒÚ¸ (Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ ‡ÒÔÓÎ‡„‡Ú¸Òfl Ì‡ Ó‰ÌÓÈ ÎËÌËË) ‚
Ó·ÓËı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı. ã˛·ÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÂÒÚ¸ ÍÓÏÔÓÁËˆËfl ‰‚Ûı
ÔÂÒÔÂÍÚË‚Ì˚ı ÔÓÂÍˆËÈ. èÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÌÂ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛Ú ÒÓı‡-
ÌÂÌËÂ ‡ÁÏÂÓ‚ ËÎË Û„ÎÓ‚, Ó‰Ì‡ÍÓ ÒÓı‡Ìfl˛Ú ÚËÔ (Ú.Â. ÚÓ˜ÍË ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÚÓ˜Í‡ÏË Ë
ÔflÏ˚Â – ÔflÏ˚ÏË), ËÌˆË‰ÂÌÚÌÓÒÚ¸ (Ú.Â. ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚ¸ ÚÓ˜ÍË ÔflÏÓÈ) Ë
‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ. á‰ÂÒ¸ ‰Îfl ˜ÂÚ˚Âı ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ  x y x t Pn, , , ∈ �

Ëı ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í 
  
( , , , )

( )( )

( )( )
,x y t

x y t

y x t
z

z
z

= − −
− −

 „‰Â 
  

x

x t

−
−

z

Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ˜‡ÒÚÌÓÂ 
 

f x f

f x f t

( ) ( )

( ) ( )

−
−

z
 ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ‡ÙÙËÌÌÓÈ ·ËÂÍˆËË f ÔflÏÓÈ

lx y, , ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË ı Ë Û , ‚ 	. ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ˜ÂÚ˚Â ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â
ÔflÏ˚Â   l l l lx y t, , , ,z  ÔÓıÓ‰fl˘ËÂ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË x, y, z, t ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓ-
ıÓ‰flÚ ˜ÂÂÁ ‰‡ÌÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ, Ëı ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ, Á‡‰‡ÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

  
( , , , )

sin( , )sin( , )

sin( , )sin( , )
,l l l l

l l l l

l l l lx y t
x y t

y x t
z

z

z

=  ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò  ( , , , ).x y tz  ÄÌ„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ
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˜ÂÚ˚Âı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ˜ËÒÂÎ  x y t, , ,z  Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í 
 
( , , , )

( )( )

( )( )
.x y t

x y t

y x t
z

z
z

= − −
− −

 éÌÓ

·Û‰ÂÚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ˜ÂÚ˚Â ˜ËÒÎ‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÎË
ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ÏË ËÎË ÍÓˆËÍÎË˜Ì˚ÏË.

èÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ D  ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ 
Pn

ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ d  ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D , Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ Í‡Ú˜‡È¯ËÂ ÔÛÚË ÔÓ
ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ˜‡ÒÚflÏË ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÔflÏ˚ı ËÎË Ò‡ÏËÏË
ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ÏË ÔflÏ˚ÏË. èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

1. D ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÌËÍ‡ÍÓÈ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË.
2. ÑÎfl Î˛·˚ı ÚÂı ÌÂÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ   x y D, , z ∈  ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‚ ÒÚÓ„ÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ:  d x y d x d y( , ) ( , ) ( , ).< +z z
3. ÖÒÎË ı Ë Û – ‡ÁÌ˚Â ÚÓ˜ÍË ‚ D , ÚÓ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ÔflÏÓÈ lx y, , ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ

ı Ë Û, Ò D ÂÒÚ¸ ÎË·Ó ‚Òfl ÔflÏ‡fl lx y, , Ó·‡ÁÛ˛˘‡fl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÍÛ„, ÎË·Ó
ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ËÁ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ lx y,  Û‰‡ÎÂÌËfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÓÚÂÁÍ‡ (ÍÓÚÓ˚È ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
Ò‚Â‰ÂÌ Í ÚÓ˜ÍÂ) Ë Ó·‡ÁÛÂÚ ÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÔflÏÛ˛.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (D, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ÒÏ. èÓÂÍÚË‚ÌÓ ÔÎÓÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó). èÓ·ÎÂÏ‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚ÒÂı
ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÏÂÚËÍ fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ÂÚ‚ÂÚÓÈ ÔÓ·ÎÂÏÓÈ ÉËÎ¸·ÂÚ‡; ÓÌ‡ Â¯ÂÌ‡
ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚË n = 2. àÏÂÌÌÓ, ÂÒÎË ËÏÂÂÚÒfl „Î‡‰Í‡fl ÏÂ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
„ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ ‚ �Pn, ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË x, y ∈
�Pn Í‡Í ÔÓÎÓ‚ËÌÛ ÏÂ˚ ‚ÒÂı „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÔÂÂÒÂÍ‡˛Ú ÓÚÂÁÓÍ
ÔflÏÓÈ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ ı Ë Û. èÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ·Û‰ÂÚ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ – ˝ÚÓ ÍÓÌÒÚ-
ÛÍˆËfl ÅÛÁÂÏ‡Ì‡ ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÏÂÚËÍ. ÑÎfl n = 2, Í‡Í ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ ÄÏ·‡ˆÛÏflÌÓÏ
([Amba76]), ‚ÒÂ ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÏÂÚËÍË ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ËÁ ÍÓÌÒÚÛÍˆËË
ÅÛÁÂÏ‡Ì‡.

Ç ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ÌÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‰‚Ûı
‚Ë‰Ó‚ ÔflÏ˚ı: ÓÌË ‚ÒÂ ÎË·Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔflÏ˚Â, ÎË·Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ·ÓÎ¸¯ËÂ
ÍÛ„Ë Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ‰ÎËÌ˚ (ÚÂÓÂÏ‡ É‡ÏÂÎfl). èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÂ‚Ó„Ó ‚Ë‰‡ Ì‡Á˚-
‚‡˛ÚÒfl ÓÚÍ˚Ú˚ÏË. éÌË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚‡; „ÂÓÏÂÚËfl ÓÚÍ˚Ú˚ı ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ ÂÒÚ¸ „ËÎ¸-
·ÂÚÓ‚‡ „ÂÓÏÂÚËfl. ÉËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚ-
ËÂÈ, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÓÚ‡ÊÂÌËfl ÓÚ ‚ÒÂı ÔflÏ˚ı. àÏÂÌÌÓ, ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó D
ËÏÂÂÚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÛ˛ „ÂÓÏÂÚË˛ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl
‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸˛ ˝ÎÎËÔÒÓË‰‡. ÉÂÓÏÂÚËfl ÓÚÍ˚Ú˚ı ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚,
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÍÓÚÓ˚ı ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ÒÓ ‚ÒÂÏ ‡ÙÙËÌÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÂÒÚ¸ „ÂÓÏÂÚËfl
åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó. Ö‚ÍÎË‰Ó‚‡ „ÂÓÏÂÚËfl – ˝ÚÓ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ „ÂÓÏÂÚËfl Ë „ÂÓÏÂÚËfl
åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÚÓÓ„Ó ‚Ë‰‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Á‡Í˚Ú˚ÏË;
ÓÌË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ÒÓ ‚ÒÂÏ �Pn. ùÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl – „ÂÓÏÂÚËfl ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÚÓÓ„Ó ‚Ë‰‡.

èÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÎÓÒ˚

èÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÎÓÒ˚ ([BuKe53]) ÂÒÚ¸ ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÎÓÒÂ

St : ,= ∈ − < <







x R
J

J
J

2
2

π π
 ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

( ) ( ) | tg tg | .x y x y x y1 1
2

2 2
2

2 2− + + + −
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ëÎÂ‰ÛÂÚ Ó·‡ÚËÚ¸ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ St Ò Ó·˚˜ÌÓÈ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ

( ) ( )x y x y1 1
2

2 2
2− + −  ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl.

èÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË
èÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË ([BuKe53]) ÂÒÚ¸ ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

  � �+ = ∈ >2 2
2 0{ : },x x  Á‡‰‡ÌÌ‡fl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

( ) ( ) .x y x y
x y1 1

2
2 2

2

2 2

1 1− + − + −

ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ç „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ h ·Û‰ÂÚ ÔÓÎÌ‡fl

ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ç. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ç ÒÓ‰ÂÊËÚ ÔÓÏËÏÓ ‰‚Ûı ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-
Ì˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ ı Ë Û Ú‡ÍÊÂ ÚÓ˜ÍË z Ë t, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı h x h y h x y( , ) ( , ) ( , ),z z+ =
h x y h y t h x t( , ) ( , ) ( , ),+ =  Ë fl‚ÎflÂÚÒfl „ÓÏÂÓÏÓÙÌ˚Ï ‚˚ÔÛÍÎÓÏÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û ‚ n-
ÏÂÌÓÏ ‡ÙÙËÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â An, ÔË ˝ÚÓÏ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ ‚ ç ÓÚÓ·‡Ê‡˛ÚÒfl ‚
ÔflÏ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ An. åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (H, h) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÎ¸·Â-
ÚÓ‚˚Ï ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ‡ „ÂÓÏÂÚËfl „ËÎ¸·ÂÚ‡ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËÂÈ.

îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ÔÛÒÚ¸ D – ÌÂÔÛÒÚÓÂ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ An Ò „‡ÌËˆÂÈ
∂D, ÌÂ ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ ‰‚Ûı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÏÔÎ‡Ì‡Ì˚ı, ÌÓ ÌÂÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ı ÓÚÂÁÍÓ‚
(Ó·˚˜ÌÓ „‡ÌËˆ‡ D  fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÍË‚ÓÈ, ‡ D  – ÂÂ
‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸˛). èÛÒÚ¸ x, y ∈  D Ì‡ıÓ‰flÚÒfl Ì‡ ÔflÏÓÈ, ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ÂÈ ∂D ‚ ÚÓ˜Í‡ı z Ë
t, ÔË ˝ÚÓÏ z ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ‡ Ì‡ ÒÚÓÓÌÂ Û Ë t – Ì‡ ÒÚÓÓÌÂ ı. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â „ËÎ¸-
·ÂÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ h Ì‡ D ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

r
x y t

2
ln( , , , ),z

„‰Â   ( , , , )x y tz  – ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ   x y t, , ,z  Ë r  – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (D, d) fl‚ÎflÂÚÒfl G-ÔflÏ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ÖÒÎË D –
˝ÎÎËÔÒÓË‰, ÚÓ h – „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘‡fl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÛ˛
„ÂÓÏÂÚË˛ Ì‡ D. ç‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ     ∆ = ∈ <{ : | | }z z� 1  ÏÂÚËÍ‡ h ·Û‰ÂÚ ÒÓ‚Ô‡-
‰‡Ú¸ Ò ÏÂÚËÍÓÈ ä˝ÎË–äÎÂÈÌ‡–ÉËÎ¸·ÂÚ‡. ÖÒÎË ∂D ÒÓ‰ÂÊËÚ ÍÓÏÔÎ‡Ì‡Ì˚Â, ÌÓ
ÌÂÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚Â ÓÚÂÁÍË, ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D  ÏÓÊÂÚ Á‡‰‡‚‡Ú¸Òfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ
h x y d x y( , ) ( , ),+  „‰Â d  fl‚ÎflÂÚÒfl Î˛·ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó (Ó·˚˜ÌÓ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ).

åÂÚËÍ‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó
åÂÚËÍ‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó–ÉÂÎ¸‰Â‡) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡

ÌÓÏ˚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.
îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ÔÛÒÚ¸ �n – n-ÏÂÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ä –

·Û‰ÂÚ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÂ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÚÂÎÓ ‚ �n, Ú.Â. ÓÚÍ˚Ú‡fl ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÌÛÎfl, ÍÓÚÓ‡fl
fl‚ÎflÂÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ, ‚˚ÔÛÍÎÓÈ Ë ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ (x ∈  K ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡,
ÍÓ„‰‡ –x ∈  K). íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó  || || : [ , ),⋅ → ∞K

n� 0  Á‡‰‡ÌÌ˚È ÙÓ-
ÏÛÎÓÈ

|| || inf :  ,x
x

KK = > ∈∂







α
α

0
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fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏÓÈ Ì‡ �n Ë ÏÂÚËÍ‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó m  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

|| || .x y K−

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (�n, m ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó.
Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í n-ÏÂÌÓÂ ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó An Ò ÏÂÚËÍÓÈ m, ‚
ÍÓÚÓÓÏ ÓÎ¸ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ¯‡‡ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚ ‰‡ÌÌÓÂ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÂ
‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÚÂÎÓ. ÉÂÓÏÂÚËfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓÏÂÚËÂÈ
åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó. ÑÎfl ÒÚÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ÚÂÎ‡ ÏÂÚËÍ‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó
fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ë (�n, m) fl‚ÎflÂÚÒfl G-ÔflÏ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
ÉÂÓÏÂÚËfl åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÂÂ
Â‰ËÌË˜Ì‡fl ÒÙÂ‡ – ˝ÎÎËÔÒÓË‰.

åÂÚËÍ‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó m ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÂ dE Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ
ÔflÏÓÈ l, Ú.Â. m x y l d x y( , ) ( ) ( , ).E= φ  í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÏÂÚËÍÛ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó ÏÓÊÌÓ
Ò˜ËÚ‡Ú¸ ÏÂÚËÍÓÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ ‚Ó ‚ÒÂÏ ‡ÙÙËÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â An Ë Ó·Î‡‰‡˛-

˘ÂÈ ÚÂÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ, ˜ÚÓ ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ 
ac

ab
 Î˛·˚ı ÚÂı ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ı

ÚÓ˜ÂÍ a, b, c (ÒÏ. ‡Á‰. 6.3) ‡‚ÌÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ 
m a c

m a b

( , )

( , )
.

ÅÛÁÂÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ÅÛÁÂÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ([Buse55]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ n-ÏÂÌÓÏ ÔÓÂÍ-

ÚË‚ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �Pn, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

min
|| || || || || || || ||

x

x

y

y

x

x

y

y
i i i i

i

n

i

n

− ⋅ −










=

+

=

+

∑∑
1

1

1

1

‰Îfl Î˛·˚ı   x x x y y y Pn n
n= = ∈+ +( : ... : ),  ( : ... : ) ,1 1 1 1 �  „‰Â || || .x x

i

n

=
=

+

∑ 1
2

1

1

îÎ‡„Ó‚‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó n-ÏÂÌÓ„Ó ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �Pn ÙÎ‡„Ó‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ d

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �Pn, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÙÎ‡„ÓÏ, Ú.Â. ‡·ÒÓÎ˛ÚÓÏ, ÒÓÒÚÓfl˘ËÏ ËÁ
ÒËÒÚÂÏ˚ m-ÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ αm, m  = 0,..., n  – 1, Ò αi–1 ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘ÂÈ αi ‰Îfl ‚ÒÂı
i n∈ −{ ,..., }.1 1  åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (�Pn, d) ÒÓÍ‡˘ÂÌÌÓ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í Fn

Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÎ‡„Ó‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
ÖÒÎË ‰Îfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Fn ‚˚·‡Ú¸ ‡ÙÙËÌÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (xi)i Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚

‚ÂÍÚÓ˚ ÔflÏ˚ı, ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ (n – m – 1)-ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ α n m− −1  Á‡‰‡‚‡ÎËÒ¸
ÛÒÎÓ‚ËÂÏ x xm1 0= = =... , ÚÓ ÙÎ‡„Ó‚‡fl ÏÂÚËÍ‡ d(x, y) ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË x x xn= ( , ..., )1

Ë y y yn= ( , ..., )1  Á‡‰‡ÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï

  

d x y x y x y d x y x y x y

x y d x y x y x y x y x yk k k k k k

( , ) | |,    ,  ( , ) | |,    ,

, ..., ( , ) | |,     , ..., , , ...  .

= − ≠ = − =

≠ = − = = ≠− −

1 1 1 1 2 2 1 1

2 2 1 1 1 1

ÂÒÎË ÂÒÎË

ÂÒÎË

èÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÏÂÚËÍË
èÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÏÂÚËÍË ÂÒÚ¸ ‚‚Â‰ÂÌËÂ ‚ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ı ÔÓÂÍÚË‚-

ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÏÂÚËÍË Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ˝ÚË ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÚ‡ÎË ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË
Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ËÎË ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï.
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ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÚËÍË ‚ �Pn ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‚˚‰ÂÎËÚ¸ ‚
‰‡ÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (n – 1)-ÏÂÌÛ˛ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ π, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÛ˛ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ
Û‰‡ÎÂÌÌÓÈ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛, Ë Á‡‰‡Ú¸ �n Í‡Í ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚‡, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÔÛÚÂÏ Û‰‡ÎÂÌËfl ËÁ ÌÂ„Ó ‰‡ÌÌÓÈ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË π. Ç ÚÂ-
ÏËÌ‡ı Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú π ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË ( : ... : : ),x xn1 0  ‡ � n – ‚ÒÂ
ÚÓ˜ÍË ( : ... : : )x x xn n1  Ò xn ≠  0. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Â„Ó ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

  � �n n
nx P x x x= ∈ ={ :  ( : ... : : )}.1 1  Ö‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ d Ì‡ �n Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

〈 − − 〉x y x y,  ,

„‰Â ‰Îfl Î˛·˚ı   x x x y y yn n
n= = ∈( : ... : : ),  ( : ... : : )1 11 1 �  ËÏÂÂÏ 〈 〉 =

=
∑x y x yi i
i

n

, .
1

ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÚËÍË Ì‡ �Pn ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó D  ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÚÓ˜ÂÍ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ó‚‡Î¸ÌÓÈ „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ω
‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‚ �Pn. ÉËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ dhyp Ì‡ D ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡-
ÊÂÌËÂÏ

  

r
x y t

2
ln( , , , ) ,z

„‰Â z Ë t fl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÓ˜Í‡ÏË ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÔflÏÓÈ lx, y, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË ı Ë Û, Ò
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Ω, (x, y, z, t) ÂÒÚ¸ ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÚÓ˜ÂÍ x, y, z, t Ë r –
ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡. ÖÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı x x xn= +( : ... : ),1 1

  y y y Pn
n= ∈+( : ... : )1 1 �  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 〉 = − +

=

+

∑x y x y x yi i
i

i

, , ,1 1
1

1

ÚÓ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â  D x P x xn= ∈ 〈 〉 <{ : , }� 0  ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
Á‡ÔËÒ‡Ì‡ Í‡Í

r
x y

x x y y
arccosh

,

, , ,
,

〈 〉
〈 〉 〈 〉

„‰Â r – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë arccosh Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÂÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ó·‡ÚÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓÒËÌÛÒ‡.

ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÏÂÚËÍË ‚ �Pn, ÒÎÂ‰ÛÂÚ
‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ‰Îfl Î˛·˚ı x x xn= +( : ... : ),1 1    y y y Pn

n= ∈+( : ... : )1 1 �  ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ-

‚Â‰ÂÌËÂ 〈 〉 =
=
∑x y x yi i
i

n

, .
1

 ùÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ dell Ì‡ � Pn Á‡‰‡ÂÚÒfl ÚÂÔÂ¸ ‚˚-

‡ÊÂÌËÂÏ

r
x y

x x y y
arccos

,

, , ,
,

〈 〉
〈 〉 〈 〉

„‰Â r – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡, ‡ arccosh – Ó·‡ÚÌ˚È ÍÓÒËÌÛÒ,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚È Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [0, π].

ÇÓ ‚ÒÂı ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚ı ÒÎÛ˜‡flı ÌÂÍÓÚÓ˚Â „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡
ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ÏË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰‚ËÊÂÌËÈ, Ú.Â. ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËÈ, ÒÓı‡Ìfl˛˘Ëı ‰‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ. ùÚË „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‡·ÒÓ-
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Î˛Ú‡ÏË. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó„Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÚËÍË ‡·ÒÓÎ˛ÚÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl
‚ÓÓ·‡Ê‡ÂÏ‡fl (n – 2)-ÏÂÌ‡fl Ó‚‡Î¸Ì‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ‡ ËÏÂÌÌÓ
‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚È ‡·ÒÓÎ˛Ú x x xn n1

2 2
10 0+ + = =+... ,  . ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÚËÍË ‡·ÒÓÎ˛Ú ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl Í‡Í ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl (n – 1)-ÏÂÌ‡fl
Ó‚‡Î¸Ì‡fl „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ‚ ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡·ÒÓÎ˛Ú
− + + + =+x x xn n1

2 2
1

2 0... . ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÏÂÚËÍË ‡·ÒÓ-
Î˛ÚÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÓÓ·‡Ê‡ÂÏ‡fl (n – 1)-ÏÂÌ‡fl Ó‚‡Î¸Ì‡fl „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‚ÚÓÓ„Ó
ÔÓfl‰Í‡, ‡ ËÏÂÌÌÓ ‡·ÒÓÎ˛Ú x xn1

2
1

2 0+ + =+... .

6.3.  ÄîîàççÄü  ÉÖéåÖíêàü

n-åÂÌÓÂ ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ � ÂÒÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó An (Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË,
Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡), ÍÓÚÓÓÏÛ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ n-
ÏÂÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó V Ì‡‰ � (Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ‡ÒÒÓˆËËÓ-
‚‡ÌÌ˚Ï Ò An), Ú‡Í ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó   a A A a V a Vn∈ = + = + ∈,  { : }.v v  ÑÛ„ËÏË

ÒÎÓ‚‡ÏË, ÂÒÎË a a a b b b An n
n= = ∈( , ..., ),  ( , ..., ) ,1 1  ÚÓ ‚ÂÍÚÓ ab b a b an n

→
= − −( , ..., )1 1

ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ V. Ç ‡ÙÙËÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÏÓÊÌÓ ÒÍÎ‡‰˚‚‡Ú¸ ‚ÂÍÚÓ Ò ÚÓ˜ÍÓÈ,
˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‰Û„Û˛ ÚÓ˜ÍÛ, Ë ‚˚˜ËÚ‡Ú¸ ÚÓ˜ÍË ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚, Ó‰Ì‡ÍÓ
ÌÂÎ¸Áfl ÒÍÎ‡‰˚‚‡Ú¸ ÚÓ˜ÍË, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ÌÛÎÂ‚ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ. ÖÒÎË ‰‡Ì˚

ÚÓ˜ÍË a, b, c, d ∈  An, Ú‡Í ˜ÚÓ c ≠ d, ‡ ‚ÂÍÚÓ˚ ab
→

 Ë cd
→

 fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ÏË, ÚÓ

ÒÍ‡Îfl λ, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚È ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ab cd
→ →

= λ ,  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÙÙËÌÌ˚Ï ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ab Ë

cd Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í 
ab

cd
.

ÄÙÙËÌÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ (ËÎË ‡ÙÙËÌÌÓÒÚ¸) ÂÒÚ¸ ·ËÂÍÚË‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ An

Ì‡ ÒÂ·fl Ò ÒÓı‡ÌÂÌËÂÏ ÍÓÎÎËÌÂ‡ÌÓÒÚË (Ú.Â. ‚ÒÂ Ì‡ıÓ‰fl˘ËÂÒfl Ì‡ ÔflÏÓÈ ÚÓ˜ÍË
ÔÓ‰ÓÎÊ‡˛Ú ÓÒÚ‡‚‡Ú¸Òfl Ì‡ ÔflÏÓÈ Ë ÔÓÒÎÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl) Ë ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÈ (Ì‡ÔËÏÂ, ÒÂ‰ËÌÌ‡fl ÚÓ˜Í‡ ÓÚÂÁÍ‡ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÒÂ‰ËÌÌÓÈ Ë ÔÓÒÎÂ
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl). Ç ˝ÚÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ ÚÂÏËÌ ‡ÙÙËÌÌ˚È ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ ÓÒÓ·˚È ÍÎ‡ÒÒ
ÔÓÂÍÚË‚Ì˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ÔÂÂÏÂ˘‡˛Ú Ó·˙ÂÍÚ˚ ËÁ ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Û‰‡ÎÂÌÌÛ˛ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ËÎË Ì‡Ó·ÓÓÚ. ã˛·ÓÂ ‡ÙÙËÌÌÓÂ
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÂÒÚ¸ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ‚‡˘ÂÌËÈ, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ÔÂÂÌÓÒÓ‚, ÔÓ‰Ó·ËÈ Ë
Ò‰‚Ë„Ó‚. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‡ÙÙËÌÌ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ An Ó·‡ÁÛÂÚ „ÛÔÔÛ Aff(An),
Ì‡Á˚‚‡ÂÏÛ˛ Ó·˘ÂÈ ‡ÙÙËÌÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ An. ä‡Ê‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ f ∈

Aff(An) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ ÙÓÏÛÎÓÈ f a b b p a ci ij j j
j

n

( ) ,  ,= = +
=
∑

1

 „‰Â (( ))pij  –

Ó·‡ÚËÏ‡fl Ï‡ÚËˆ‡.
èÓ‰„ÛÔÔ‡ Aff(An), ‚ÍÎ˛˜‡˛˘‡fl ‡ÙÙËÌÌ˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Ò det((pij)) = 1, Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ An. ê‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ‡ÙÙËÌÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ. îÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Â
ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ ‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ – Ó·˙ÂÏ˚ Ô‡‡ÎÎÂÎÂÔËÔÂ‰Ó‚. Ç ‡‚ÌÓ-
‡ÙÙËÌÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ä2 Î˛·˚Â ‰‚‡ ‚ÂÍÚÓ‡ v1, v2 ËÏÂ˛Ú ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ   | |v v1 2×
(ÏÓ‰ÛÎ¸ Ëı ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl) – Ó·˙ÂÏ Ô‡‡ÎÎÂÎÓ„‡ÏÏ‡, ÔÓÒÚÓÂÌÌÓ„Ó Ì‡
v1 Ë v 2. ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl „Î‡‰Í‡fl ÍË‚‡fl γ  = γ(t), ÂÂ ‡ÙÙËÌÌ˚È Ô‡‡ÏÂÚ (ËÎË
‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌ‡fl ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë) ÂÒÚ¸ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚È Ô‡‡ÏÂÚ, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚È ÙÓÏÛÎÓÈ
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s dt
t

t

= ′ × ′′∫ | | ./γ γ 1 3

0

 àÌ‚‡Ë‡ÌÚ k
d

ds

d

ds
= ×

2

2

3

3
γ γ

 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌÓÈ ÍË‚ËÁ-

ÌÓÈ ÍË‚ÓÈ γ. èÂÂıÓ‰fl Í Ó·˘ÂÈ ‡ÙÙËÌÌÓÈ „ÛÔÔÂ, ‡ÒÒÏÓÚËÏ Â˘Â ‰‚‡ ËÌ‚‡-

Ë‡ÌÚ‡: ‡ÙÙËÌÌÛ˛ ‰ÎËÌÛ ‰Û„Ë σ = ∫ k ds1 2/  Ë ‡ÙÙËÌÌÛ˛ ÍË‚ËÁÌÛ k
k

dk

ds
= 1

3 2/ .

ÑÎfl An, n > 2 ‡ÙÙËÌÌ˚È Ô‡‡ÏÂÚ (ËÎË ‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌ‡fl ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë) ÍË‚ÓÈ

γ = γ(t) Á‡‰‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ s dtn n n

t

t

= ′ ′′
+

∫ γ γ γ, , ..., ,( ) / ( )2 1

0

 „‰Â ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ   ( , ..., )v v1 n

fl‚ÎflÂÚÒfl (ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Ï) Ó·˙ÂÏÓÏ, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓ‡ÏË   v v1, ..., ,n  ‡‚Ì˚Ï
ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ˛ n × n Ï‡ÚËˆ˚, i-È ÒÚÓÎ·Âˆ ÍÓÚÓÓÈ ÂÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓ vi.

ÄÙÙËÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ ‡ÙÙËÌÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË A2 ÂÂ ÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ (a, la) ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ
ÚÓ˜ÍË a ∈  A2 Ë ÔflÏÓÈ l Aa ⊂ 2 ,  ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍÛ ‡.

ÄÙÙËÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÎËÌÂÈÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A2, Á‡‰‡ÌÌÓÂ Í‡Í

2 1 3f / ,

„‰Â ‰Îfl ‰‡ÌÌ˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ (a, la) Ë (b, lb) ‚ÂÎË˜ËÌ‡ f ÂÒÚ¸ ÔÎÓ˘‡‰¸ ÚÂ-
Û„ÓÎ¸ÌËÍ‡ abc, ÂÒÎË Ò ÂÒÚ¸ ÚÓ˜Í‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÔflÏ˚ı la Ë lb. ÄÙÙËÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û (a, la) Ë (b, lb) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÌÚÂÔÂÚËÓ‚‡ÌÓ Í‡Í ‡ÙÙËÌÌ‡fl ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë
Ô‡‡·ÓÎ˚ ab, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ la Ë lb Í‡Ò‡˛ÚÒfl Ô‡‡·ÓÎ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ ÚÓ˜Í‡ı a Ë b.

ÄÙÙËÌÌÓÂ ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ

èÛÒÚ¸ A2 – ‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌ‡fl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ Ë γ γ= ( )s  – ÍË‚‡fl ‚ A2, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í
ÙÛÌÍˆËfl ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ s. ÄÙÙËÌÌÓÂ ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ dpaff Ì‡ A2 Á‡‰‡ÂÚÒfl
ÙÓÏÛÎÓÈ

dp a b ab
d

dsaff ( , ) ,= ×
→ γ

Ú.Â. ‡‚ÌÓ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ô‡‡ÎÎÂÎÓ„‡ÏÏ‡, ÔÓÒÚÓÂÌÌÓ„Ó Ì‡ ‚ÂÍÚÓ‡ı ab
→

 Ë
d

ds

γ
,  „‰Â b – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÁ A2, ‡ – ÚÓ˜Í‡ Ì‡ γ Ë 

d

ds

γ
 – Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓ Í

ÍË‚ÓÈ γ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ‡.
ÄÙÙËÌÌÓÂ ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Îfl ‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ A3 ÏÓÊÂÚ

·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ÔÓ ˝ÚÓÈ ÊÂ ÒıÂÏÂ Í‡Í

ab
d

ds

d

ds

→





,  ,  ,
γ γ2

2

„‰Â γ γ= ( )s  – ÍË‚‡fl ‚ A3, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ‡ÙÙËÌÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ s, b ∈

A3, ‡ – ÚÓ˜Í‡ ÍË‚ÓÈ γ, ‡ ‚ÂÍÚÓ˚ 
d

ds

γ
 Ë 

d

ds

2

2
γ

 ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ‡.
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ÑÎfl An, n > 3 ËÏÂÂÏ dp a b ab
d

ds

d

ds

n

naff ( , ) ,  , ..., .=






→ −

−
γ γ1

1  èË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ Ô‡‡-

ÏÂÚËÁ‡ˆËË γ γ= ( )t  ÔÓÎÛ˜ËÏ dp a b ab n n n n

aff
( ) ( ) /

( , ) ,  , ..., ( , ..., ) .= ′



 ′

→ − − − +
γ γ γ γ1 1 1 1

ÄÙÙËÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡

ÄÙÙËÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÌÂ‡Á‚ÂÚ˚‚‡ÂÏÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË r r u u= ( , )1 2  ‚
‡‚ÌÓ‡ÙÙËÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â A3, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ (( )) :gij

g
a

a
ij

ij

ij

=
det (( ))

,/1 4

„‰Â a r r r i jij ij= ∂ ∂ ∂ ∈( ,  ,  ),  , { , }.1 2 1 2

6.4.  çÖÖÇäãàÑéÇÄ  ÉÖéåÖíêàü

íÂÏËÌÓÏ ÌÂÂ‚ÍÎË‰Ó‚‡ „ÂÓÏÂÚËfl ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl Í‡Í „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl
(ËÎË „ÂÓÏÂÚËfl ãÓ·‡˜Â‚ÒÍÓ„Ó, „ÂÓÏÂÚËfl ãÓ·‡˜Â‚ÒÍÓ„Ó–ÅÓÎ¸flÈ–É‡ÛÒÒ‡), Ú‡Í Ë
˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl (ËÌÓ„‰‡ ÂÂ Ú‡ÍÊÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËÂÈ),
ÍÓÚÓ˚Â ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ (ËÎË Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ) „ÂÓÏÂÚËË. éÒÌÓ‚Ì˚Ï
‡ÁÎË˜ËÂÏ ÏÂÊ‰Û Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ Ë ÌÂÂ‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËflÏË fl‚ÎflÂÚÒfl ÔËÓ‰‡
Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ÔflÏ˚ı. Ç Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË, ÂÒÎË Ï˚ ËÏÂÂÏ ÔflÏÛ˛ l Ë ÚÓ˜ÍÛ
‡, ÍÓÚÓ‡fl ÂÈ ÌÂ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ, ÚÓ Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÔÓ‚ÂÒÚË ˜ÂÂÁ ˝ÚÛ ÚÓ˜ÍÛ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÛ
ÔflÏÛ˛, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÛ˛ l. Ç „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔflÏ˚ı, ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍÛ ‡ Ë Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı l. Ç ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ
„ÂÓÏÂÚËË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ÔflÏ˚ı ‚ÓÓ·˘Â ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ.

ëÙÂË˜ÂÒÍ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl "ÌÂÂ‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ", Ó‰Ì‡ÍÓ ‚ ÌÂÈ ÌÂ
‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÍÒËÓÏ‡, ÛÚ‚ÂÊ‰‡˛˘‡fl, ˜ÚÓ Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË Á‡‰‡˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÛ
ÔflÏÛ˛.

ëÙÂË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ S r x x rn n
i

i

n

( , ) :0 1 2 2

1

1

= ∈ =











+

=

+

∑�  – ÒÙÂ‡ ‚  �
n+1  Ò ˆÂÌÚÓÏ 0 Ë ‡‰ËÛÒÓÏ

r > 0.
ëÙÂË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÛ„‡) dsph ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

S rn ( , ),0  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

r

x y

r

i i
i

n

arccos ,=

+

∑




















1

1

2

„‰Â arccos – ‡ÍÍÓÒËÌÛÒ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [0, π]. ùÚÓ – ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÛ„‡, ÔÓıÓ-
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‰fl˘Â„Ó ˜ÂÂÁ ı Ë Û. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 〉 =
=

+

∑x y x yi i
i

n

,
1

1

Ì‡ �n+1,  ÒÙÂË˜ÂÒÍÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í r
x y

x x y y
arccos

,

, ,
.

〈 〉
〈 〉 〈 〉

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( ( , ), )sphS r dn 0  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl n-ÏÂÌ˚Ï ÒÙÂË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ùÚÓ – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÍË‚ËÁÌ˚ 1/r2 (r – ‡‰ËÛÒ ÍË‚ËÁÌ˚), ÍÓÚÓÓÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓ‰ÂÎ¸˛ n-ÏÂÌÓÈ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. ÅÓÎ¸¯ËÂ ÍÛ„Ë ÒÙÂ˚ – Â„Ó
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ, ‚ÒÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ÏË Ë ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛
‰ÎËÌÛ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Blum70]).

ùÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ �Pn – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. ùÎÎËÔÚË-

˜ÂÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ dell Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �Pn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

r
x y

x x y y
arccos

,

, ,
,

〈 〉
〈 〉 〈 〉

‰Îfl Î˛·˚ı x x x y y y Pn n
n= = ∈+ +( : ... : ),  ( : ... : ) ,1 1 1 1 �  „‰Â 〈 〉 =

=

+

∑x y x yi i
i

n

, ,
1

1

 r – ÙËÍÒË-

Ó‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë arccos – ‡ÍÍÓÒËÌÛÒ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [0, π].

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , )ell�P dn  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl n-ÏÂÌ˚Ï ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÏÓ‰ÂÎ¸ n-ÏÂÌÓÈ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚ-
ËË. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÍË‚ËÁÌ˚ 1/r2 (r – ‡‰ËÛÒ ÍË‚ËÁÌ˚). èË r → ∞
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÓÏÛÎ˚ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ÔÂ‚‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ÙÓÏÛÎ˚
Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË (ËÎË ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ÎË¯ÂÌÌ˚ÏË ÒÏ˚ÒÎ‡).

ÖÒÎË �Pn ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó En(0, r), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ËÁ ÒÙÂ˚

  

S r x x rn n
i

i

n

( , ) :0 1 2 2

1

1

= ∈ =











+

=

+

∑�  ‚  �
n+1  Ò ˆÂÌÚÓÏ 0 Ë ‡‰ËÛÒÓÏ r ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÓÚÓÊ-

‰ÂÒÚ‚ÎÂÌËfl ‰Ë‡ÏÂÚ‡Î¸ÌÓ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ÚÓ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

En(0, r) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Í‡Í d x ysph ( , ), ÂÒÎË d x y rsph ( , ) ≤ π
2

 Ë Í‡Í

πr d x y− sph ( , ), ÂÒÎË d x y rsph ( , ) ,> π
2

 „‰Â dsph – ÒÙÂË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Sn(0, r). í‡ÍËÏ

Ó·‡ÁÓÏ, ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ En(0, r) Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË, ÔÂ‚˚-

¯‡˛˘ÂÏ 
π
2

r. ùÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó En(0, r)dell) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÙÂÓÈ èÛ‡Ì-

Í‡Â.
ÖÒÎË �Pn ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó En ÔflÏ˚ı, ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ ÌÛÎÂ‚ÓÈ

˝ÎÂÏÂÌÚ ‚ �n+1,  ÚÓ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ En ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

n-åÂÌÓÂ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÒÚÓ-
flÌÌÓÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚. ùÚÓ – Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Ú‡ÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ
ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÏÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Blum70],
[Buse55]).
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ùÏËÚÓ‚‡ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ �Pn – n-ÏÂÌÓÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. ùÏËÚÓ‚‡ ˝ÎÎËÔ-

ÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ d H
ell  (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Buse55]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �Pn, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl

Í‡Í

r
x y

x x y y
arccos

,

, ,

〈 〉
〈 〉 〈 〉

‰Îfl Î˛·˚ı   x x x y y y Pn n
n= = ∈+ +( : ... : ),  ( : ... : ) ,1 1 1 1 �  „‰Â 〈 〉 =

=

+

∑x y x yi i
i

n

, ,
1

1

 r – ÙËÍÒË-

Ó‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë arccos – ‡ÍÍÓÒËÌÛÒ Ì‡ ÓÚÂÁÍÂ [0, π].

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
 
�P dn H, ell( )  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl n-ÏÂÌ˚Ï ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ˝ÎÎËÔ-

ÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ îÛ·ËÌË–òÚÛ‰Ë, „Î. 7).

åÂÚËÍ‡ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË
åÂÚËÍ‡ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÂÒÚ¸ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ˝ÎÎËÔÚË-

˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË �P2. ÖÒÎË �P2 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÒÙÂ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â (Ú.Â. ÒÙÂ‡ ‚
�3 Ò ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌÌ˚ÏË ‰Ë‡ÏÂÚ‡Î¸ÌÓ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË) ‰Ë‡ÏÂÚ‡ 1,
Í‡Ò‡˛˘‡flÒfl ‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË � �= ∪ ∞{ } ‚ ÚÓ˜ÍÂ z = 0, ÚÓ,

ÔË ÒÚÂÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÂÍˆËË Ò "ëÂ‚ÂÌÓ„Ó ÔÓÎ˛Ò‡" (0,0,1), �  Ò ÓÚÓÊ‰Â-

ÒÚ‚ÎÂÌÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË z Ë 
  
− 1

z
 fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓ‰ÂÎ¸˛ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ë ÏÂÚ-

ËÍ‡ dell ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ì‡ ÌÂÈ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ò‚ÓËÏ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌ-

ÚÓÏ ds
d2

2

2 21
=

+
| |

( | | )
.

z

z

èÒÂ‚‰Ó˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
èÒÂ‚‰Ó˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ) dpell

ÂÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ ‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË   � �= ∪ ∞{ } Ò ÓÚÓÊ‰Â-

ÒÚ‚ÎÂÌÌ˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË z Ë − 1

z
,  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ Í‡Í

  

z
z

−
+

u

u1
.

àÏÂÌÌÓ, dp u d uell ell( , ) tg ( , ),z z=  „‰Â dpell – ÏÂÚËÍ‡ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.

ÉËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ �P2 – n-ÏÂÌÓÂ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë ÔÛÒÚ¸ ‰Îfl Î˛-

·˚ı   x x x y y y Pn n
n= = ∈+ +( : ... : ),  ( : ... : )1 1 1 1 �  Á‡‰‡ÌÓ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈x, y〉  =

=  − +
=

+

∑x y x yi i
i

n

1 1
2

1

.

ÉËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ d h y p ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â  H x Pn n= ∈{ :�

: , },〈 〉 <x x 0  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

r
x y

x x y y
arccosh

,

, ,
,

〈 〉
〈 〉 〈 〉
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„‰Â r – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë arccosh Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÂÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ó·‡ÚÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓÒËÌÛÒ‡. èË Ú‡ÍÓÏ ÔÓÒÚÓÂ-
ÌËË ÚÓ˜ÍË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Hn ÏÓ„ÛÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í Ó‰ÌÓÏÂÌ˚Â ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
ÔÒÂ‚‰ÓÂ‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡  �

n,1  ‚ÌÛÚË ÍÓÌÛÒ‡  C x x xn= ∈ 〈 〉 ={ : , }.,� 1 0

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ( , )hypH dn  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl n-ÏÂÌ˚Ï „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓ‰ÂÎ¸˛ n-ÏÂÌÓÈ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË,
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÍË‚ËÁÌ˚ –1/r2 (r  – ‡‰ËÛÒ ÍË‚ËÁÌ˚). èË Á‡ÏÂÌÂ r Ì‡ ir ‚ÒÂ
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÓÏÛÎ˚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ÔÂÂÈ‰ÛÚ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ
ÙÓÏÛÎ˚ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. èË r → ∞ ÙÓÏÛÎ˚ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÒËÒÚÂÏ ‰‡˛Ú
ÙÓÏÛÎ˚ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË (ËÎË ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ÎË¯ÂÌÌ˚ÏË ÒÏ˚ÒÎ‡).

ÖÒÎË Hn ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó 
  

x x Kn
i
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n

∈ <
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







=
∑� : ,2
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 „‰Â ä > 1 – ÔÓ-

ËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡, ÚÓ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ Á‡-
ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í
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1 1

1 1
ln

( , )

( , )
,

+ −
− −

γ
γ
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1

2  Ë r – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ò tg .
1 1

r K
=

ÖÒÎË Hn ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ (n + 1)-ÏÂÌÓ„Ó ÔÒÂ‚‰ÓÂ‚ÍÎË‰Ó‚‡

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡   �
n,1  ÒÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ 〈 〉 = − +

=

+

∑x y x y x yi i
i

n

, 1 1
2

1

 (ËÏÂÌÌÓ,

Í‡Í ‚ÂıÌËÈ ÎËÒÚ { : , , },x x x xn∈ 〈 〉 = − >� 1
11 0  ‰‚ÛıÔÓÎÓÒÚÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎÓË‰‡ ‚‡-

˘ÂÌËfl), ÚÓ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Hn ÔÓÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚË-
ÍÓÈ Ì‡   �n,1  (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ãÓÂÌˆ‡, „Î. 26).

n-åÂÌÓÂ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÂÒÚ¸ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÒÚÓflÌ-
ÌÓÈ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚. ùÚÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ Ú‡ÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï Ë ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚Ï Â‚ÍÎË‰Ó‚Û ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û (ÒÏ.,
Ì‡ÔËÏÂ, [Blum70], [Buse55]).

ùÏËÚÓ‚‡ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸   �Pn  – n-ÏÂÌÓÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë ÔÛÒÚ¸ ‰Îfl
Î˛·˚ı x x x y y y Pn n

n= = ∈+ +( : ... : ),  ( : ... : )1 1 1 1 �  Á‡‰‡ÌÓ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ

〈 〉 = − +
=

+

∑x y x y x yi i
i

n

, .1 1
2

1

ùÏËÚÓ‚‡ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ d H
hyp  (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Buse55]) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡

Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â   � �H x P x xn n= ∈ 〈 〉 <{ : , },0  Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

r
x y

x x y y
arccosh

,

, ,
,

〈 〉
〈 〉 〈 〉
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„‰Â r – ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë arccosh Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÂÓÚËˆ‡-
ÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ó·‡ÚÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÓÒËÌÛÒ‡.

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �H dn H, hyp( )  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl n-ÏÂÌ˚Ï ˝ÏËÚÓ‚˚Ï

„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

åÂÚËÍ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â
åÂÚËÍ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â dP ÂÒÚ¸ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‰Îfl ÏÓ‰ÂÎË ‰ËÒÍ‡

èÛ‡ÌÍ‡Â (ËÎË ÏÓ‰ÂÎË ÍÓÌÙÓÏÌÓ„Ó ‰ËÒÍ‡) „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. Ç ‰‡ÌÌÓÈ
ÏÓ‰ÂÎË Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‰ËÒÍ‡     ∆ = ∈ <{ : | | }z z� 1  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÂ·Ó-
ÎË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ, Ò‡Ï ‰ËÒÍ ∆  – „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛, ‰Û„Ë ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ (Ë
‰Ë‡ÏÂÚ˚) ‚ ∆, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ÏË Í ‡·ÒÓÎ˛ÚÛ     Ω = ∈ <{ : | | },z z� 1
Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏË ÔflÏ˚ÏË. ä‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÁ Ω Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ë‰Â‡Î¸-
ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ. ì„ÎÓ‚˚Â ËÁÏÂÂÌËfl ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË Ú‡ÍËÂ ÊÂ, Í‡Í Ë ‚ „ËÔÂ-
·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. åÂÚËÍ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â Ì‡ ∆ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÂÂ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
d d d2

2

2 2
1
2

2
2

1
2

2
2 21 1

=
−

= +

− −( )
| |

( | | )
.

z

z

z z

z z

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË z Ë u ‰ËÒÍ‡ ∆ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ Í‡Í

  

1

2

1

1 1
ln

| | | |

| | | |
arctgh

| |

| |
.

− + −
− − −

= −
−

z z
z z

z
z

u u

u u

u

u

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÓÌÓ ‡‚ÌÓ

  

1

2

1

2
ln( , , , ) ln

( )( )

( ) ( )
,* *

*

* *z z
z z

z z
u u

u u

u u
= − −

− −

∗

„‰Â   z*  Ë u* fl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÓ˜Í‡ÏË ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔflÏÓÈ ÎËÌËË,
ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ z Ë u, Ò Ω, z*  ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ u Ë u* – ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ z.

Ç ÏÓ‰ÂÎË ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË èÛ‡ÌÍ‡Â „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒ-
Í‡fl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ÂÒÚ¸ ‚ÂıÌflfl ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ H2

2 0= ∈ >{ : },z z�  ‡ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ
ÔflÏ˚Â – ÔÓÎÛÓÍÛÊÌÓÒÚË Ë ÔÓÎÛÔflÏ˚Â, ÍÓÚÓ˚Â ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ
ÓÒË. Ä·ÒÓÎ˛Ú (Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ë‰Â‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ) ÂÒÚ¸ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÓÒ¸ ‚ÏÂÒÚÂ Ò
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Û‰‡ÎÂÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ. ì„ÎÓ‚˚Â ËÁÏÂÂÌËfl ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË Ú‡ÍËÂ ÊÂ, Í‡Í
Ë ‚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ÏÂÚËÍË èÛ‡ÌÍ‡Â Ì‡ H2

Á‡‰‡ÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

  
ds

d d d2
2

2
1
2

2
2

2
2= = +| |

( )
.

z

z

z z

z�

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË z, u ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ Í‡Í

1

2
ln

| | | |

| | | |
arctgh

| |

| |
.

z z
z z

z
z

− + −
− − −

= −
−

u u

u u

u

u

Ç ÚÂÏËÌ‡ı ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÓÌÓ ‡‚ÌÓ

  

1

2

1

2
ln( , , , ) ln

( )( )

( ) ( )
,* *

*

* *z z
z z

z z
u u

u u

u u
= − −

− −

∗



ÉÎ‡‚‡ 6. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ „ÂÓÏÂÚËË 107

„‰Â   z*  – Ë‰Â‡Î¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ÔÓÎÛÔflÏÓÈ, ËÒıÓ‰fl˘ÂÈ ËÁ z Ë ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ u, Ë u* –
Ë‰Â‡Î¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ÔÓÎÛÔflÏÓÈ, ËÒıÓ‰fl˘ÂÈ ËÁ u Ë ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ z.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‚ Î˛·ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË  D ⊂ �,  ËÏÂ˛˘ÂÈ
ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ ÚË „‡ÌË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË, Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ÔÓÓ·‡Á ÏÂÚËÍË èÛ‡ÌÍ‡Â
Ì‡ ∆ ÔË ÍÓÌÙÓÏÌÓÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË f D: .→ ∆  ÖÂ ÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ

  
ds

f d

f
2

2 2

2 21
= ′

−
| ( ) | | |

( | ( ) | )
.

z z

z

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË z Ë u ËÁ D ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Í‡Í

 

1

2

1

1
ln

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |
.

− + −
− − −

f f u f f u

f f u f f u

z z
z z

èÒÂ‚‰Ó„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
èÒÂ‚‰Ó„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÎËÒÓÌ‡, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ

ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ) dphyp ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ ∆ = ∈ <{ : | | },z z� 1  Á‡-
‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

z
z

−
−

u

u1
.

àÏÂÌÌÓ, dp u d uhyp P( , ) tgh ( , ),z z=  „‰Â dP – ÏÂÚËÍ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â Ì‡ ∆.

åÂÚËÍ‡ ä˝ÎË–äÎÂÈÌ‡–ÉËÎ¸·ÂÚ‡
åÂÚËÍ‡ ä˝ÎË–äÎÂÈÌ‡–ÉËÎ¸·ÂÚ‡ dCKH – „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‰Îfl ÏÓ‰ÂÎË

äÎÂÈÌ‡ (ËÎË ÏÓ‰ÂÎË ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ‰ËÒÍ‡, ÏÓ‰ÂÎË ÅÂÎ¸Ú‡ÏË–äÎÂÈÌ‡) „ËÔÂ·Ó-
ÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. Ç ˝ÚÓÈ ÏÓ‰ÂÎË „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ Â‡ÎËÁÛÂÚÒfl Í‡Í
Â‰ËÌË˜Ì˚È ‰ËÒÍ ∆ = ∈ <{ : | | }z z� 1  Ë „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ ÔflÏ˚Â – Í‡Í ıÓ‰˚ ‰ËÒÍ‡ ∆.
ä‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ‡·ÒÓÎ˛Ú‡     Ω = ∈ ={ : | | }z z� 1  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ë‰Â‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ. ì„ÎÓ-
‚˚Â ËÁÏÂÂÌËfl ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ËÒÍ‡ÊÂÌ˚. åÂÚËÍ‡ ä˝ÎË–äÎÂÈÌ‡–ÉËÎ¸·ÂÚ‡ Ì‡ ∆
Á‡‰‡ÂÚÒfl ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ (( )), , , :g i jij = 1 2

  

g
r

g
r

g
r

11

2
2
2

1
2

2
2 2 12

2
1 2

1
2

2
2 2 22

2
1
2

1
2

2
2 2

1

1 1

1

1
=

−( )
− −( )

=
− −( )

=
−( )

− −( )
z

z z

z z

z z

z

z z
,   ,   ,

„‰Â r – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË z Ë u ËÁ
∆ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ Í‡Í

r
u u

u u
arccosh ,

1

1 1

1 1 2 2

1
2

2
2

1
2

2
2

− −

− − − −











z z

z z

„‰Â arccosh Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ó·‡ÚÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÍÓÒËÌÛÒ‡.

åÂÚËÍ‡ ÇÂÈÂ¯Ú‡ÒÒ‡
ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó n-ÏÂÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl

  ( , , ),�n n〈 〉 ≥ 2  ÏÂÚËÍ‡ ÇÂÈÂ¯Ú‡ÒÒ‡ dW ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

arccosh , , , ,1 1+ 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉( )x x y y x y
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„‰Â arccosh Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ó·‡ÚÌÓ„Ó „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÍÓÒËÌÛÒ‡.

á‰ÂÒ¸ x x x n, ,1 + 〈 〉( ) ∈ ⊕� �  fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ÇÂÈÂ¯Ú‡ÒÒ‡ ÚÓ˜ÍË

x ∈ �n Ë ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (�n, dW) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌÓ Ò ÏÓ‰ÂÎ¸˛
ÇÂÈÂ¯Ú‡ÒÒ‡ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË.

åÂÚËÍ‡ ä˝ÎË–äÎÂÈÌ‡–ÉËÎ¸·ÂÚ‡ d x y
x y

x x y y
CKH ( , ) arccosh

,

, ,
= − 〈 〉

− 〈 〉 − 〈 〉
1

1 1
 Ì‡

ÓÚÍ˚ÚÓÏ ¯‡Â   B x x xn n= ∈ 〈 〉 <{ : , }� 1  ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ËÁ dW ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ

‡‚ÂÌÒÚ‚‡ d x y d x yCKH W( , ) ( ( ), ( )),= µ µ  „‰Â   µ : �n nB→  fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ

ÇÂÈÂ¯Ú‡ÒÒ‡: µ( )
,

.x
x

x x
=

− 〈 〉1

ä‚‡ÁË„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË   D nn⊂ ≥� , 2  Í‚‡ÁË„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡
Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

  

inf
| |

( )
,

γ
γ

ρ∈ ∫Γ

dz
z

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Γ ‚ÒÂı ÒÔflÏÎflÂÏ˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı Ë
Û ‚ D , ρ( ) inf || ||z z= −

∈∂u D
u 2  – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û z Ë „‡ÌËˆÂÈ ∂D , || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡

ÌÓÏ‡ Ì‡ �n. ùÚ‡ ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, ÂÒÎË
Ó·Î‡ÒÚ¸ D – ‡‚ÌÓÏÂÌ‡fl, Ú.Â. ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ë, ë', ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl Ô‡‡
ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  D ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ‡ ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ γ ∈  D ‰ÎËÌ˚ l(γ), ÌÂ
ÔÂ‚˚¯‡˛˘ÂÈ C x y| |,−  Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó   min{ ( ( , )), ( ( , ))} ( )l x l y Cγ γ ρz z z≤ ′  ‚˚ÔÓÎ-
ÌflÂÚÒfl ‰Îfl ‚ÒÂı z ∈ γ .

ÑÎfl n = 2 „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì‡ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

 

inf
| ( ) |

| ( ) |
| |,

γ
γ

∈

′
−∫Γ

2

1 2
f

f
d

z

z
z

„‰Â f D: → ∆  ÂÒÚ¸ Î˛·ÓÂ ÍÓÌÙÓÏÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Ó·Î‡ÒÚË D Ì‡ Â‰ËÌË˜Ì˚È ‰ËÒÍ

    ∆ = ∈ <{ : | | }.z z� 1  ÑÎfl n ≥ 3 ˝Ú‡ ÏÂÚËÍ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÔÓÎÛ„ËÔÂ-
ÔÎÓÒÍÓÒÚË Hn Ë ‰Îfl ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ¯‡‡ Bn Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ÔÓ ‚ÒÂÏ γ ∈ Γ

ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ 
| |d

n

z
z

γ
∫  Ë 

2

1 2
2

| |

|| ||

dz

z−∫
γ

 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ÄÔÓÎÎÓÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡

èÛÒÚ¸ D Dn n⊂ ≠� �,   – Ó·Î‡ÒÚ¸, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ ÂÂ ‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ ÌÂ ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ‚
„ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË ËÎË ÒÙÂÂ.

ÄÔÓÎÎÓÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ Å‡·ËÎË‡Ì‡, [Barb35]) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
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Ó·‡ÁÓÏ:

sup ln
|| || || ||

|| || || ||
,

,a b D

a x b y

a y b x∈∂

− −
− −

2 2

2 2

„‰Â ∂D  – „‡ÌËˆ‡ D Ë || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n.
Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û.

èÓÎÛ‡ÔÓÎÎÓÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË   D Dn n⊂ ≠� �,   ÔÓÎÛ‡ÔÓÎÎÓÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

sup ln
|| ||

|| ||
,

a D

a y

a x∈∂

−
−

2

2

„‰Â ∂D  – „‡ÌËˆ‡ D Ë || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n.
Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ·Û‰ÂÚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Ó·Î‡ÒÚ¸

D ËÏÂÂÚ ‚Ë‰   �
n x\ { },  Ú.Â. ËÏÂÂÚ ‚ÒÂ„Ó Ó‰ÌÛ „‡ÌË˜ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ.

åÂÚËÍ‡ ÉÂËÌ„‡

ÑÎfl Ó·Î‡ÒÚË D Dn n⊂ ≠� �,   ÏÂÚËÍ‡ ÉÂËÌ„‡ (ËÎË j̃D-ÏÂÚËÍ‡ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl
‡ÒÒÚÓflÌËÈ) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

1

2
1 12 2ln

|| ||

( )

|| ||

( )
,+ −





+ −











x y

x

x y

yρ ρ

„‰Â || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n Ë ρ( ) inf || ||x x u
u D

= −
∈∂ 2  – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë „‡-

ÌËˆÂÈ ∂D Ó·Î‡ÒÚË D.
Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û.

åÂÚËÍ‡ ÇÛÓËÌÂÌ‡

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D Dn n⊂ ≠� �,   ÏÂÚËÍ‡ ÇÛÓËÌÂÌ‡ (ËÎË jD-ÏÂÚËÍ‡ ÓÚÌÓ-
¯ÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

ln
|| ||

min{ ( ), ( )}
,1 2+ −





x y

x yρ ρ

„‰Â || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n ρ( ) inf || ||x x u
u D

= −
∈∂ 2  – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë „‡-

ÌËˆÂÈ ∂D Ó·Î‡ÒÚË D.
Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ·Û‰ÂÚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Ó·Î‡ÒÚ¸

D ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ �n x\ { }, , Ú.Â. ËÏÂÂÚ ‚ÒÂ„Ó Ó‰ÌÛ „‡ÌË˜ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ.

åÂÚËÍ‡ îÂ‡Ì‰‡

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D Dn n⊂ ≠� �,   ÏÂÚËÍ‡ îÂ‡Ì‰‡ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡-
‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

  

inf sup
|| ||

|| || || ||
| |,

,γ
γ

∈ ∈∂

−
− −∫Γ a b D

a b

a b
d2

2 2z z
z
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„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Γ ‚ÒÂı ÒÔflÏÎflÂÏ˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı Ë
Û ‚ D, ∂D – „‡ÌËˆf D  Ë || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n.

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, ÂÒÎË D fl‚ÎflÂÚÒfl ‡‚ÌÓ-
ÏÂÌÓÈ, Ú.Â. ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ C, C', Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl Ô‡‡ ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈  D
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÓÂ‰ËÌÂÌ‡ ÒÔflÏÎflÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ γ ∈ D  ‰ÎËÌ˚ l(γ), ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰fl-
˘ÂÈ C x y| |,−  Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó   min{ ( ( , )), ( ( , ))} ( )l x l y Cγ γ ρz z z≤ ′  ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı
z ∈ γ .

åÂÚËÍ‡ ëÂÈÚÂÌ‡ÌÚ‡

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË D Dn n⊂ ≠� �,   ÏÂÚËÍ‡ ëÂÈÚÂÌ‡ÌÚ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ‡Ì„‡-
ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

sup ln
|| || || ||

|| || || ||
,

,a b D

a x b y

a b x y∈∂
+ − −

− −






1 2 2

2 2

„‰Â ∂D  – „‡ÌËˆ‡ D Ë || ||⋅ 2  – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n.
Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û.

åÂÚËÍ‡ ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡

èÛÒÚ¸   D Dn n⊂ ≠� �,   – ÌÂÍÓÚÓ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ Ò „‡ÌËˆÂÈ ∂D , ËÏÂ˛˘‡fl ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÂÏÍÓÒÚ¸.

åÂÚËÍ‡ ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡ (É‡Î, 1960) ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

inf ( ( , , )),
C

xy
xy

M C D D∆ ∂

„‰Â å(Γ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï ÏÓ‰ÛÎ˛ÒÓÏ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ÍË‚˚ı Γ  Ë Cxy ÂÒÚ¸ ÍÓÌ-
ÚËÌÛÛÏ, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÍË‚ÓÈ γ : [ , ]0 1 → D  Ï˚ ËÏÂÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡: C xxy = =γ γ([ , ]), ( )0 1 0  Ë γ( )1 = y  (ÒÏ. ùÍÒÚÂÏ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 8).

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ·Û‰ÂÚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, ÂÒÎË D – ÓÚÍ˚Ú˚È ¯‡

  B x x xn n= ∈ 〈 〉 <{ : , }� 1  ËÎË Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ �2.

ÇÚÓ‡fl ÏÂÚËÍ‡ îÂ‡Ì‰‡

èÛÒÚ¸ D Dn n⊂ ≠� �,   – Ó·Î‡ÒÚ¸, Ú‡Í‡fl ˜ÚÓ   | \ { } | .�n D ≥ 2  ÇÚÓÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ
îÂ‡Ì‰‡ ·Û‰ÂÚ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ D, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

inf ( ( , , ) ,
,

/

C C
x y

n

x y

M C C D∆






−1 1

„‰Â å(Γ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï ÏÓ‰ÛÎ˛ÒÓÏ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ÍË‚˚ı Γ  Ë Cz (z = x, y) ÂÒÚ¸
ÍÓÌÚËÌÛÛÏ, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÍË‚ÓÈ γ : [ , ]0 1 → D  Ï˚ ËÏÂÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡:   Cz zz= ( ∈[ , ])), | |0 1 γ  Ë  γz ( )t D→ ∂  ÔË t → 1 (ÒÏ. ùÍÒÚÂÏ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡,
„Î. 8).

Ñ‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ·Û‰ÂÚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, ÂÒÎË D – ÓÚÍ˚Ú˚È ¯‡

  B x x xn n= ∈ 〈 〉 <{ : , }� 1  ËÎË Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ �2.
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è‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

è‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n+1, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ Í‡Í  � �n × ,
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

  
( ) ... ( ) | | ,    /x y x y t t mn n x y

m
1 1

2 2 1− + + − + − ∈ �

‰Îfl Î˛·˚ı   � �n × .

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó   � �n ×  ÏÓÊÂÚ ËÌÚÂÔÂÚËÓ‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÏÌÓ„ÓÏÂÌÓÂ ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó-‚ÂÏfl.

é·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËÂ m = 2. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‚‡Ë‡ÌÚ˚ Ô‡‡-
·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡ÒÒÚÓflÌËfl, Ì‡ÔËÏÂ Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

sup{| |, | | }/x y x y1 1 2 2
1 2− −

Ì‡ �2 (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ åÂÚËÍ‡ ÍÓ‚‡ êËÍÏ‡Ì‡, „Î. 19) ËÎË  Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡   � �+ = ∈ ≥3 3

1 0{ : },x x  Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ Í‡Í

| | | |

|
| |.

x y x y

x x x y
x y1 1 2 2

1 2 2 2
3 3

− + −
+ + −

+ −
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êËÏ‡ÌÓ‚˚ Ë ˝ÏËÚÓ‚˚ ÏÂÚËÍË

êËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËÂÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÏÂÌÓÂ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ „ÂÓÏÂÚ-
ËË ‰‚ÛÏÂÌ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �2. éÌ‡ Á‡ÌËÏ‡ÂÚÒfl ËÁÛ˜Â-
ÌËÂÏ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı „Î‡‰ÍËı ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌ˚ı ËÏ‡ÌÓ‚˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË ,
Ú.Â. ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ÏË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ·ËÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÓÏ
((gij)) Ì‡ Ëı Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı, ÍÓÚÓ˚Â „Î‡‰ÍÓ ÏÂÌfl˛ÚÒfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í
ÚÓ˜ÍÂ. ÉÂÓÏÂÚËfl Ú‡ÍËı (ËÏ‡ÌÓ‚˚ı) ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ ·‡ÁËÛÂÚÒfl Ì‡ ÎËÌÂÈÌÓÏ
˝ÎÂÏÂÌÚÂ ds g dx dxij i j

ij

2 = ∑ .  ë Â„Ó ÔÓÏÓ˘¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÎÓÍ‡Î¸Ì˚Â

ÔÓÌflÚËfl Û„Î‡, ‰ÎËÌ˚ ÍË‚˚ı Ë Ó·˙ÂÏ‡. àÁ ÌËı ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ÏÓ„ÛÚ
·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‰Û„ËÂ, „ÎÓ·‡Î¸Ì˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚. í‡Í, ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
‡ÒÒÏÓÚÂÌ‡ Í‡Í ‰ÎËÌ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ (dx1,..., dxn); ‰ÎËÌ‡ ‰Û„Ë ÍË‚ÓÈ γ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ÚÂÔÂ¸

Í‡Í g dx dxij i j
i j,

;∑∫
γ

 ÚÓ„‰‡ ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË

Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ‰‚Â ‰‡ÌÌ˚Â ÚÓ˜ÍË ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÌÓ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ
Ó·˚˜ÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ, ËÏÂÌÌÓ, ‚ÌÛÚÂÌÌ˛˛ ÏÂÚËÍÛ, ÍÓÚÓÛ˛ ËÌÓ„‰‡ Ì‡Á˚‚‡˛Ú
ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, Ì‡ Î˛·ÓÏ Ò‚flÁÌÓÏ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË; ËÏ‡ÌÓ‚‡
ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÈ ÙÓÏÓÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ËÏ‡ÌÓ‚‡
‡ÒÒÚÓflÌËfl.

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓÒÓ·˚ı ÒÎÛ˜‡Â‚ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ‰‚‡
ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚ı ÒÎÛ˜‡fl – ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl Ë „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍ‡fl „ÂÓÏÂÚËfl
ÌÂÂ‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË, ‡ Ú‡ÍÊÂ Ò‡Ï‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ „ÂÓÏÂÚËfl.

ÖÒÎË ·ËÎËÌÂÈÌ˚Â ÙÓÏ˚ ((gij)) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚ÏË, ÌÓ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
Ì˚ÏË, ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚Û „ÂÓÏÂÚË˛. ÑÎfl ‡ÁÏÂÌÓÒÚË 4 (Ë ÒË„Ì‡-
ÚÛ˚ (1, 3)) Ú‡Í‡fl „ÂÓÏÂÚËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒÌÓ‚Ì˚Ï Ó·˙ÂÍÚÓÏ Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË. ÖÒÎË ds F x x dx dxn n= ( , ..., , , ..., ),1 1  „‰Â F  – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ÍÓÚÓÛ˛ ÌÂÎ¸Áfl Á‡‰‡Ú¸ Í‡Í Í‚‡‰‡ÚÌ˚È
ÍÓÂÌ¸ ËÁ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚ (Í‡Í ˝ÚÓ ‰ÂÎ‡ÂÚÒfl ‚ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ
„ÂÓÏÂÚËË), ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÙËÌÒÎÂÓ‚Û „ÂÓÏÂÚË˛, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘Û˛ ÒÓ·ÓÈ Ó·Ó·-
˘ÂÌËÂ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË.

ùÏËÚÓ‚‡ „ÂÓÏÂÚËfl Á‡ÌËÏ‡ÂÚÒfl ËÁÛ˜ÂÌËÂÏ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ,
ÒÌ‡·ÊÂÌÌ˚ı ˝ÏËÚÓ‚˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË, Ú.Â. ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ÏË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌ˚ı ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÒÂÒÍËÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÓÏ Ì‡ Ëı Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı,
ÍÓÚÓ˚Â „Î‡‰ÍÓ ÏÂÌfl˛ÚÒfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í ÚÓ˜ÍÂ. éÌË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ
ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. éÒÓ·˚È ÍÎ‡ÒÒ ˝ÏËÚÓ‚˚ı ÏÂÚËÍ Ó·‡ÁÛ˛Ú ÏÂÚËÍË
äÂıÎÂ‡, ËÏÂ˛˘ËÂ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÛ˛ ÙÓÏÛ w. é·Ó·˘ÂÌËÂ ˝ÏËÚÓ‚˚ı
ÏÂÚËÍ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â ÙËÌÒÎÂÓ‚˚ ÏÂÚËÍË, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂÎ¸Áfl ‚˚‡ÁËÚ¸
‚ ÚÂÏËÌ‡ı ·ËÎËÌÂÈÌ˚ı ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒÂÒÍËÎËÌÂÈ-
Ì˚ı ÙÓÏ.
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7.1.  êàåÄçéÇõ  åÖíêàäà  à  éÅéÅôÖçàü

èÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ò „‡ÌËˆÂÈ Mn ÂÒÚ¸
ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÏÂÂÚ ÓÚÍ˚ÚÛ˛ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸,
„ÓÏÂÓÏÓÙÌÛ˛ ÎË·Ó ÓÚÍ˚ÚÓÏÛ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û �n, ÎË·Ó ÓÚÍ˚ÚÓÏÛ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û
Á‡ÏÍÌÛÚÓ„Ó ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ, ËÏÂ˛˘Ëı
ÓÚÍ˚Ú˚Â ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË, „ÓÏÂÓÏÓÙÌ˚Â �n, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚ÌÛÚÂÌÌËı
ÚÓ˜ÂÍ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl; ÓÌÓ ‚ÒÂ„‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÛÒÚ˚Ï. ÑÓÔÓÎÌÂÌËÂ ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÚÓ˜ÂÍ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÌËˆÂÈ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ (n – 1)-
ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ. ÖÒÎË „‡ÌËˆ‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn ÔÛÒÚ‡, ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ·ÂÁ „‡ÌËˆ˚ .

åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ·ÂÁ „‡ÌËˆ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ, Ë
ÓÚÍ˚Ú˚Ï – ËÌ‡˜Â.

éÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Mn ‚ÏÂÒÚÂ Ò „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏÓÏ ÏÂÊ‰Û ‰‡ÌÌ˚Ï ÓÚÍ˚Ú˚Ï
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ Ë ÌÂÍÓÚÓ˚Ï ÓÚÍ˚Ú˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ËÁ �n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌÓÈ
Í‡ÚÓÈ. ëÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÔÓÍ˚‚‡˛˘Ëı ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Mn Í‡Ú Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÚÎ‡ÒÓÏ Ì‡ Mn.
ÉÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ˚ ‰‚Ûı ÔÂÂÍ˚‚‡˛˘ËıÒfl Í‡Ú ‰‡˛Ú Ì‡Ï ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Ó‰ÌÓ„Ó
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �n ‚ ÌÂÍÓÂ ‰Û„ÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó �n. ÖÒÎË ‚ÒÂ ˝ÚË ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚, ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Mn Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚Ï
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ. ÖÒÎË ‚ÒÂ ˝ÚË ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl k ‡Á ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙ-
ÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚ÏË, ÚÓ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl Ck ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ; ÂÒÎË ÓÌË
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡Á ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚, ÚÓ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Î‡‰ÍËÏ
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ (ËÎË C∞ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ).

ÄÚÎ‡Ò ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ‚ÒÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚Â
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÏÂÊ‰Û Í‡Ú‡ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË, Ú.Â. flÍÓ·Ë‡Ì ÍÓÓ-
‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl Í‡Ú‡ÏË ÔÓÎÓÊËÚÂÎÂÌ ‚ Î˛·ÓÈ
ÚÓ˜ÍÂ. éËÂÌÚËÛÂÏ˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ‰ÓÔÛÒ-
Í‡ÂÚ Ì‡ÎË˜ËÂ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‡ÚÎ‡Ò‡.

åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Ì‡ÒÎÂ‰Û˛Ú ÏÌÓ„ËÂ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÓÌË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÔÛÚ¸-Ò‚flÁÌ˚ÏË, ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ÏË Ë
ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÏÂÚËÁÛÂÏ˚ÏË. ã˛·ÓÂ „Î‡‰ÍÓÂ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË
‚ÎÓÊËÏÓ (ç˝¯, 1956) ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

ë Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡Ì˚ Í‡Ò‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÂÏÛ ÍÓ-Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. îÓ-
Ï‡Î¸ÌÓ, ÔÛÒÚ¸ Mn – ëÎ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, k ≥ 1, Ë  – ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÁ Mn. á‡‰‡‰ËÏ
Í‡ÚÛ   ϕ : ,U n→ �  „‰Â U – ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Mn, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ

ÚÓ˜ÍÛ . èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‰‚Â ÍË‚˚Â γ1 1 1: ( , )− → Mn  Ë γ2 1 1: ( , )− → Mn  ÒÓ

ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË γ γ1 20 0( ) ( )= = p  Á‡‰‡Ì˚ Ú‡Í, ˜ÚÓ Ó·Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ϕ γ⋅ 1  Ë ϕ γ⋅ 2  fl‚Îfl˛ÚÒfl
‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚ÏË ‚ ÚÓ˜ÍÂ 0. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â γ1 Ë γ2 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‚
ÚÓ˜ÍÂ 0, ÂÒÎË Ó·˚˜Ì˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‰Îfl ϕ γ⋅ 1  Ë ϕ γ⋅ 2  ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ‚ 0:

( ) ( ) ( ) ( ).ϕ γ ϕ γ⋅ ′ = ⋅ ′1 20 0  ÖÒÎË ÙÛÌÍˆËË  ϕ γ⋅ − → =i n i: ( , ) ,  ,1 1 1 2�  Á‡‰‡Ì˚ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛

n ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ( ) ( ), ..., ( ) ( ),ϕ γ ϕ γ⋅ ⋅i i
nt t1  ÚÓ ‚˚¯ÂÛÍ‡Á‡Ì-

ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ·Û‰ÂÚ ÓÁÌ‡˜‡Ú¸, ˜ÚÓ Ëı flÍÓ·Ë‡Ì˚ 
d t

dt

d t

dt

i i
n( ) ( )

, ...,
( ) ( )ϕ γ ϕ γ⋅ ⋅





1  ÒÓ‚Ô‡-

‰‡˛Ú ‚ 0. ùÚÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË, ‡ ÍÎ‡ÒÒ
˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË γ'(0) ÍË‚ÓÈ γ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ‚ÂÍÚÓÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl
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Mn ‚ ÚÓ˜ÍÂ  . ä‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Tp(Mn) ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn ‚ ÚÓ˜ÍÂ 
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ ‚ ÚÓ˜ÍÂ . îÛÌÍˆËfl
( ) : ( ) ,d T Mp p

n nϕ → �  Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ( ) ( ( )) ( ) ( ),d pϕ γ ϕ γ′ = ⋅ ′0 0  fl‚ÎflÂÚÒfl ·ËÂÍ-
ÚË‚ÌÓÈ Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì‡ ‰Îfl ÔÂÂÌÂÒÂÌËfl ÓÔÂ‡ˆËÈ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ËÁ �n Ì‡ Tp(Mn).

ÇÒÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Tp(Mn), p ∈ Mn, "ÒÍÎÂÂÌÌ˚Â ‚ÏÂÒÚÂ", Ó·‡ÁÛ˛Ú
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ T(Mn) ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn. ã˛·ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ ËÁ T(Mn) ÂÒÚ¸ Ô‡‡
(p , v ), „‰Â   v ∈ T Mp

n( ). ÖÒÎË ‰Îfl ÓÚÍ˚ÚÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË U  ÚÓ˜ÍË  ÙÛÌÍˆËfl

  ϕ : U → �  fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌÓÈ Í‡ÚÓÈ, ÚÓ ÔÓÓ·‡Á V ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË U ‚ T(Mn)

‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ  ψ : ,V n n→ ×� �  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ Í‡Í   ψ ϕ ϕ( , ) ( ( ), ( )).p p d pv =
ùÚÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÒÚÛÍÚÛÛ „Î‡‰ÍÓ„Ó 2n-ÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Ì‡ T(Mn). ÄÌ‡ÎÓ-
„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÍÓÍ‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ T Mn*( )  ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl

Mn, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ÍÓÍ‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ T M p Mp
n n*( ), .∈

ÇÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÎÂ Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn ÂÒÚ¸ ÒÂ˜ÂÌËÂ Â„Ó Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂÌËfl
T(Mn), Ú.Â. „Î‡‰Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl f M T Mn n: ( ),→  ÍÓÚÓ‡fl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ p ∈  Mn ÒÚ‡‚ËÚ ‚

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ‚ÂÍÚÓ   v ∈ T Mp
n( ).

ë‚flÁ¸ (ËÎË ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÓËÁ-
‚Ó‰ÌÓÈ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË. îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl
∇  ‚ÂÍÚÓ‡ u (ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ‚ ÚÓ˜ÍÂ p ∈  Mn) ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ‚ÂÍÚÓ‡ v (ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó ‚ ÚÓÈ ÊÂ ÚÓ˜ÍÂ ) ÂÒÚ¸ Ô‡‚ËÎÓ, ÍÓÚÓÓÂ Á‡‰‡ÂÚ ÚÂÚËÈ ‚ÂÍÚÓ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ,
Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È ∇ vu Ë Ó·Î‡‰‡˛˘ËÈ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ. êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÓÒÓ·Û˛ ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌÛ˛ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛, Ì‡Á˚-
‚‡ÂÏÛ˛ Ò‚flÁ¸˛ ãÂ‚Ë–óË‚ËÚ‡. éÌ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Ò‚flÁ¸ ∇  ·ÂÁ ÍÛ˜ÂÌËfl
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂÌËfl, ÒÓı‡Ìfl˛˘Û˛ ‰‡ÌÌÛ˛ ËÏ‡ÌÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ.

êËÏ‡ÌÓ‚ ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ R fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËfl ÍË-
‚ËÁÌ˚ ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ. êËÏ‡ÌÓ‚ ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì ‚
ÚÂÏËÌ‡ı Ò‚flÁË ãÂ‚Ë–óË‚ËÚ‡ ∇  ÙÓÏÛÎÓÈ

          R u w w w wu u u( , ) ,[ , ]v v v= ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇v

„‰Â   R u( , )v  – ÎËÌÂÈÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl

Mn; ÎËÌÂÈÌÓ ÔÓ Í‡Ê‰ÓÏÛ ‡„ÛÏÂÌÚÛ. ÖÒÎË ÁÌ‡˜ÂÌËfl 
  
u

x xi j

= ∂
∂

= ∂
∂

,  v  fl‚Îfl˛ÚÒfl

ÔÓÎflÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚, ÚÓ [u , v] = 0 Ë ÙÓÏÛÎÛ ÏÓÊÌÓ ÛÔÓÒÚËÚ¸:

  R u w w wu w( , ) ,v v v= ∇ ∇ − ∇ ∇  Ú.Â. ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ ÒÎÛÊËÚ ÏÂÓÈ ‡ÌÚËÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚-
ÌÓÒÚË ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ. ãËÌÂÈÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ   w R u w→ ( , )v  Ì‡Á˚-
‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÍË‚ËÁÌ˚.

íÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ êË˜˜Ë (ËÎË ÍË‚ËÁÌ‡ êË˜˜Ë) Ric ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl Í‡Í ÒÎÂ‰ ÔÓÎÌÓ„Ó
ÚÂÌÁÓ‡ ÍË‚ËÁÌ˚ R. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ Â„Ó ÏÓÊÌÓ ‡Ò-
ÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í Î‡ÔÎ‡ÒË‡Ì ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡. íÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚
êË˜˜Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ Ì‡ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‚ ‰‡ÌÌÓÈ
ÚÓ˜ÍÂ. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ (ei)i ‚ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
Tp(Mn), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÙÓÏÛÎÛ

Ric( ) ( , ) .u R u e ei i
i

= ∑
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êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚˚·Ó‡ ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ·‡ÁËÒ‡. ç‡˜ËÌ‡fl Ò ‡Á-
ÏÂÌÓÒÚË 4, ÍË‚ËÁÌ‡ êË˜˜Ë ÛÊÂ ÌÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛.

ëÍ‡Îfl êË˜˜Ë (ËÎË ÒÍ‡ÎflÌ‡fl ÍË‚ËÁÌ‡) Sc ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÓÎÌ˚Ï ÒÎÂ‰ÓÏ ÚÂÌÁÓ‡ ÍË‚ËÁÌ˚; ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ (ei)i ‚
ÚÓ˜ÍÂ p ∈  Mn, Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

Sc ( , ) , Ric( ), .
,

= 〈 〉 = 〈 〉∑∑ R e e e e e ei j j i i i
ii j

ëÂÍˆËÓÌÌ‡fl ÍË‚ËÁÌ‡ K(σ) ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
ÍË‚ËÁÌ‡ É‡ÛÒÒ‡ σ-ÒÂ˜ÂÌËfl  ‚ ÚÓ˜ÍÂ p ∈  Mn. Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ËÏÂfl 2-ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ σ ‚
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Tp(Mn), σ-ÒÂ˜ÂÌËÂ ÂÒÚ¸ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ˜‡ÒÚ¸
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ σ fl‚ÎflÂÚÒfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ , ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ
ËÁ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı, ËÒıÓ‰fl˘Ëı ËÁ  ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı Ó·‡Á‡ σ ÔË ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓÏ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË.

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ

åÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ (ËÎË ÓÒÌÓ‚Ì˚Ï ÚÂÌÁÓÓÏ, ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Ï ÚÂÌ-
ÁÓÓÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚È ÚÂÌÁÓ ‡Ì„‡ 2, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚È ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl
‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ë Û„ÎÓ‚ ‚ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ n-ÏÂÌÓÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡-
ÁËË M n. èÓÒÎÂ ‚˚·Ó‡ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (xi)i ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ
‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ Í‡Í ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl (n × n) Ï‡ÚËˆ‡ ((gij)).

á‡‰‡ÌËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡ Ì‡ n-ÏÂÌÓÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË
Mn ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ (Ú.Â. ÒËÏÏÂÚË˜ÌÛ˛ ·ËÎËÌÂÈÌÛ˛, Ó‰Ì‡ÍÓ ‚
Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ fl‚Îfl˛˘Û˛Òfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÙÓÏÛ) 〈 〉, p  Ì‡ Í‡Ò‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Tp(Mn) ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ p ∈  Mn, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ Í‡Í

〈 〉 = = ∑x y g x y g p x yp p ij i j
i j

, ( , ) ( ) ,
,

„‰Â gij(p) – ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p ∈  Mn, x x xn= ( , ..., )1  Ë

y y y T Mn p
n= ∈( , ..., ) ( ).1  ëÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ‚ÒÂı ˝ÚËı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ Ì‡Á˚‚‡-

ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ g Ò ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ ((gij)). ÑÎËÌ‡ ds ‚ÂÍÚÓ‡ ( , ..., )dx dxn1

‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ

ds g dx dxij i j
i j

2 = ∑ .
,

ÍÓÚÓ‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ (ËÎË ÔÂ‚ÓÈ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ)

ÏÂÚËÍË g. ÑÎËÌ‡ ÍË‚ÓÈ γ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ g dx dxij i j
i j,

.∑∫
γ

 Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â

ÓÌ‡  ÏÓÊÂÚ  ·˚Ú¸  ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ,  ˜ËÒÚÓ  ÏÌËÏÓÈ  ËÎË  ÌÛÎÂ‚ÓÈ  (ËÁÓÚÓÔÌ‡fl
ÍË‚‡fl).

ëË„Ì‡ÚÛÓÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡‡ (p, q) ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı () Ë
ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı (q) ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Ï‡ÚËˆ˚ ((gij)). ëË„Ì‡ÚÛ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ, ÂÒÎË ÁÌ‡˜ÂÌËfl  Ë q  fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÌÛÎÂ‚˚ÏË, Ë ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ, ÂÒÎË q = 0. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡ g Ò ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (, 0), ‡ ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡ g Ò
ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (p, q).
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çÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
çÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ g Ò ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ ((gij)),

‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ det(( )) .gij ≠ 0  ÇÒÂ ËÏ‡ÌÓ‚˚ Ë ÔÒÂ‚‰Ó-
ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÏÂÚËÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚ÏË.

Ç˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ g Ò ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ ((gij)),
‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ det(( ))gij = 0  (ÒÏ. èÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ë
èÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡). åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ò ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ËÁÓÚÓÔÌ˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ.

ÑË‡„ÓÌ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡

ÑË‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ g Ò ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ ((gij)),
‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó gij = 0 ÔË i ≠ j. Ö‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ,
Ú‡Í Í‡Í ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ gij = 1, gij = 0 ‰Îfl i ≠ j.

êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ‚
ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰ÓÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÌ‡·ÊÂÌÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ
(Ú.Â. ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏÓÈ), „Î‡‰ÍÓ
ËÁÏÂÌfl˛˘ËÏÒfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í ÚÓ˜ÍÂ.

êËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ Mn fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ 〈 〉, p  Ì‡
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı Tp(Mn) – ÔÓ Ó‰ÌÓÏÛ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË p ∈  Mn.

ä‡Ê‰ÓÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 〉, p  ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÒÍ‡ÎflÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Â-

‰ÂÌËflÏË 〈 〉 =e e g pi j p ij, ( )  ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ e en1, ...,  ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓ„Ó ·‡ÁËÒ‡ ‚ �n, Ú.Â. ‰ÂÈÒÚ‚Ë-

ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ Ë ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ n × n Ï‡ÚËˆÂÈ (( ))gij =

= (( ( ))),g pij  Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ. àÏÂÌÌÓ, 〈 〉 =x y p,  = ∑ g p x yij i j
i j

( ) ,
,

„‰Â x x xn= ( , ..., )1  Ë y y y T Mn p
n= ∈( , ..., ) ( ).1  ÉÎ‡‰Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl g ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ËÏ‡ÌÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ.
êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Mn ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ Mn. é‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl

Ò‚flÁÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn Í‡Ê‰‡fl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Mn ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ Ó·˚˜ÌÛ˛
ÏÂÚËÍÛ Ì‡ M n (ËÏÂÌÌÓ, ‚ÌÛÚÂÌÌ˛˛ ÏÂÚËÍÛ Ì‡ Mn): ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ
p q Mn, ∈  ËÏ‡ÌÓ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ Í‡Í

inf , inf ,

/

,
γ γ

γ γd

dt

d

dt
dt g

dx

dt

dx

dt
dtij

i j

i j0

1 1 2

0

1

∫ ∑∫=

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÒÔflÏÎflÂÏ˚Ï ÍË‚˚Ï γ : [ , ] ,0 1 → Mn  ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÏ
ÚÓ˜ÍË p Ë q.

êËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ (ËÎË ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ Ë-
Ï‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. íÂÓËfl ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ „ÂÓ-
ÏÂÚËÂÈ. èÓÒÚÂÈ¯ËÏ ÔËÏÂÓÏ ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ fl‚Îfl˛ÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚˚
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.
êËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl ÔÓÎÌ˚Ï, ÂÒÎË ÓÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï
ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.
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äÓÌÙÓÏÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
äÓÌÙÓÏÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÎ‡ÒÒ ÔÓÔ‡ÌÓ

„ÓÏÓÚÂÚË˜Ì˚ı Â‚ÍÎË‰Ó‚˚ı ÏÂÚËÍ Ì‡ V. ã˛·‡fl Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÏÂÚËÍ‡ dE Ì‡ V Á‡‰‡ÂÚ
ÌÂÍÓÚÓÛ˛ ÍÓÌÙÓÏÌÛ˛ ÒÚÛÍÚÛÛ { : }.λ λdE > 0

äÓÌÙÓÏÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl – ÔÓÎÂ ÍÓÌÙÓÏÌ˚ı ÒÚÛÍÚÛ Ì‡ Í‡Ò‡-
ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı ËÎË, ˜ÚÓ ÚÓ ÊÂ, ÍÎ‡ÒÒ ÍÓÌÙÓÏÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ı Ë-
Ï‡ÌÓ‚˚ı ÏÂÚËÍ. Ñ‚Â ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÏÂÚËÍË g  Ë h Ì‡ „Î‡‰ÍÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn

Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË ‰Îfl g f h= ⋅  ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË f Ì‡ Mn, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÍÓÌÙÓÏÌ˚Ï Ù‡ÍÚÓÓÏ .

äÓÌÙÓÏÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl ÍÓÌÙÓÏÌÛ˛ ÒÚÛÍ-
ÚÛÛ (ÒÏ. äÓÌÙÓÏÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡, „Î. 8).

äÓÌÙÓÏÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

äÓÌÙÓÏÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ËÎË ËÌ‚ÂÒË‚Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n, ‡Ò¯ËÂÌÌÓÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ë‰Â‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË (ÚÓ˜ÍË ‚
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË). èÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÍÓÌÙÓÏÌ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ (Ú.Â. ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, ÒÓı‡Ìfl˛˘Ëı ÎÓÍ‡Î¸Ì˚Â Û„Î˚) Ë‰Â‡Î¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÔÂÂ‚Â‰ÂÌ‡ ‚ Ó·˚˜ÌÛ˛. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ÍÓÌÙÓÏÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÒÙÂ‡ Ë
ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ÌÂ‡ÁÎË˜ËÏ˚: ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ – ˝ÚÓ ÒÙÂ‡, ÔÓıÓ‰fl˘‡fl ˜ÂÂÁ Ë‰Â‡Î¸ÌÛ˛
ÚÓ˜ÍÛ.

äÓÌÙÓÏÌ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ËÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒfl ‚ ÍÓÌÙÓÏÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË (ËÎË „ÂÓ-
ÏÂÚËË, ÒÓı‡Ìfl˛˘ÂÈ Û„Î˚, „ÂÓÏÂÚËË åfi·ËÛÒ‡, ËÌ‚ÂÒË‚ÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË), ÍÓÚÓ-
‡fl ËÁÛ˜‡ÂÚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÙË„Û, ÓÒÚ‡˛˘ËıÒfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ÏË ÔË ÍÓÌÙÓÏÌ˚ı ÔÂ-
Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËflı. ùÚÓ – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, ÓÚÓ·‡Ê‡˛˘Ëı ÒÙÂ˚ ‚ ÒÙÂ˚,
Ú.Â. ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ˚ı Â‚ÍÎË‰Ó‚˚ÏË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ËÌ‚ÂÒËflÏË, ÍÓÚÓ-

˚Â ‚ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌÓÈ ÙÓÏÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓÔflÊÂÌÌ˚ÏË Ò x
r x

x
i

i

j
j

→
∑

2

2
,  „‰Â r – ‡‰ËÛÒ

ËÌ‚ÂÒËË. àÌ‚ÂÒËfl ‚ ÒÙÂÛ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡‚ÚÓÏÓÙËÁÏÓÏ Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ 2. ã˛·ÓÈ Û„ÓÎ
ÔÂÂ‚Ó‰ËÚÒfl ‚ ‡‚Ì˚È Û„ÓÎ.

Ñ‚ÛÏÂÌÓÂ ÍÓÌÙÓÏÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÒÙÂÓÈ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ

ÍÓÌÙÓÏÌ˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Á‡‰‡˛ÚÒfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏË åfi·ËÛÒ‡ 
  
z

z
z

→ +
+

a b

c d
,

ad bc− ≠ 0.
Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍÓÌÙÓÏÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ËÏ‡ÌÓ‚˚ÏË ÏÌÓ„Ó-

Ó·‡ÁËflÏË ÂÒÚ¸ Ú‡ÍÓÈ ‰ËÙÙÂÓÏÓÙËÁÏ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË, ˜ÚÓ Ó·‡ÚÌ˚È Ó·‡Á ÏÂÚËÍË
ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚Ï ÔÓÓ·‡ÁÛ. äÓÌÙÓÏÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Ó – ˝ÚÓ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‰ÓÔÛÒÍ‡˛˘ÂÂ ÍÓÌÙÓÏÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Ì‡
ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

Ç Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÍÓÌÙÓÏÌ˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡˛ÚÒfl Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó � 1 , 3, ‡Ò¯ËÂÌÌÓÏ ‰‚ÛÏfl Ë‰Â‡Î¸Ì˚ÏË
ÚÓ˜Í‡ÏË.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Mn,

‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÂÍˆËÓÌÌ‡fl ÍË‚ËÁÌ‡ K (σ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ ‚Ó ‚ÒÂı
‰‚ÛÏÂÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı σ.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÙÓÏ‡ – Ò‚flÁÌÓÂ ÔÓÎÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚.
èÎÓÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÙÓÏ‡ ÌÛÎÂ‚ÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚.
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Ö‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ë ÔÎÓÒÍËÈ ÚÓ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÙÓÏ‡ÏË
ÌÛÎÂ‚ÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ (Ú.Â. ÔÎÓÒÍËÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË), ÒÙÂ‡ – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl
ÙÓÏ‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚, ‡ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ-
‚ÂÌÌ‡fl ÙÓÏ‡ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚.

é·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡

é·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
Ò ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ‰Îfl ÍË‚ËÁÌ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó ÔËÌflÚ˚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â
Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl. í‡ÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÍÎ˛˜‡˛Ú ‚ ÒÂ·fl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌ-
ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚, ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë Ú.Ô. é·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ·ÓÎ¸¯ÂÈ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÒÚ¸˛, ÌÓ Ë ÚÂÏ,
˜ÚÓ ÓÌË ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ë ËÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Ëı ÏÂÚËÍË ·ÂÁ Û˜ÂÚ‡
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ (≤ k  Ë ≥ k') fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï
ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÍÓÚÓÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚ËÂÏ: ‰Îfl
Î˛·ÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ Tn, ÒÛÊ‡˛˘ËıÒfl ‚ ÚÓ˜ÍÛ,
ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

k
T

T

T

T
kn

n

n

n

≥ ( ) ≥ ( ) ≥ ′lim
( )

lim
( )

,
δ
σ

δ
σ0 0

„‰Â „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ T = xyz fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓÈÍÓÈ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı ÓÚÂÁÍÓ‚
[x, y], [y, z], [z, x] (ÒÚÓÓÌ˚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ í), ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ÔÓÔ‡ÌÓ ÚË ‡ÁÎË˜Ì˚Â

ÚÓ˜ÍË x , y, z, ‚ÂÎË˜ËÌ˚ δ α β γ π( )T 0 = + + −  ‚˚‡Ê‡ÂÚ Û„ÎÓ‚ÓÈ ‰ÂÙÂÍÚ „ÂÓ‰ÂÁË-

˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ í  Ë δ( )T 0  – ÔÎÓ˘‡‰¸ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ T0 ÒÓ
ÒÚÓÓÌ‡ÏË ÚÓÈ ÊÂ ‰ÎËÌ˚. ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ
ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚. í‡ÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
ÔÂ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ËÏ‡ÌÓ‚Ó, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ‰‚‡ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëfl:
ÎÓÍ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (˝ÚËÏ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÂ ÒÛ˘ÂÒÚ-
‚Ó‚‡ÌËÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı) Ë ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÂ ‡Ò¯ËÂÌËÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı. ÖÒÎË ÔË ˝ÚÓÏ
k = k', ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ
ÍË‚ËÁÌÓÈ k (ÒÏ. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı, „Î. 6).

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÍË‚ËÁÌ˚ ≤ k  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂÏ lim
( )

( )
.

δ
σ

T

T
kn

n
0 ≤  Ç Ú‡ÍÓÏ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Î˛·‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÏÂÂÚ ÌÂÍÓÚÓÛ˛ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÛÏÏ‡
α β γ+ +  Û„ÎÓ‚ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ í ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ÒÛÏÏÛ α β γk k k+ +
Û„ÎÓ‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ Tk ÒÓ ÒÚÓÓÌ‡ÏË ÚÓÈ ÊÂ ‰ÎËÌ˚ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË-
‚ËÁÌ˚ k. ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ú‡ÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl k-‚Ó„ÌÛÚÓÈ ÏÂÚ-
ËÍÓÈ.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÍË‚ËÁÌ˚ ≥ k ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂÏ lim
( )

( )
.

δ
σ

T

T
kn

n
0 ≤  Ç Ú‡ÍÓÏ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Î˛·‡fl ÚÓ˜Í‡ ËÏÂÂÚ ÌÂÍÓÚÓÛ˛ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸, ‚ ÍÓÚÓÓÈ
α β γ α β γ+ + ≥ + +k k k  ‰Îfl ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ í  Ë Tk. ÇÌÛÚÂÌÌ˛˛ ÏÂÚËÍÛ Ú‡ÍÓ„Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡Á˚‚‡˛Ú K-‚Ó„ÌÛÚÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÄÎÂÍÒ‡Ì‰Ó‚‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
Ò Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ‚ÂıÌÂÈ, ÌËÊÌÂÈ ËÎË ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ.
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èÓÎÌ‡fl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡

êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ g Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ, ÂÒÎË Mn Ó·‡ÁÛÂÚ
ÔÓÎÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í g. ã˛·‡fl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡
ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ.

êË˜˜Ë-ÔÎÓÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡

êË˜˜Ë-ÔÎÓÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚
ÍÓÚÓÓÈ Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸.

èÎÓÒÍÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ êË˜˜Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡-
ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ êË˜˜Ë-ÔÎÓÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. èÎÓÒÍËÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl êË˜˜Ë fl‚Îfl˛Ú-
Òfl ‚‡ÍÛÛÏÌ˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÎËÌÓÏ‡ Ë ÓÒÓ-
·˚ÏË ÒÎÛ˜‡flÏË ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ äÂıÎÂ‡–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡. ä ‚‡ÊÌ˚Ï ÔÎÓÒÍËÏ ÏÌÓ„Ó-
Ó·‡ÁËflÏ êË˜˜Ë ÓÚÌÓÒflÚÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl ä‡Î‡·Ë–üÛ Ë „ËÔÂÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl
äÂıÎÂ‡.

åÂÚËÍ‡ éÒÒÂÏ‡Ì‡

åÂÚËÍÓÈ éÒÒÂÏ‡Ì‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ËÏ‡ÌÓ‚
ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ R fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒÒÂÏ‡ÌÓ‚˚Ï. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡-
˜ÂÌËfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ üÍÓ·Ë �( ) : ( , )x y R y x x→  Ì‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÙÂÂ Sn–1 ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
�n ·Û‰ÛÚ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË, Ú.Â. ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ÏË ÓÚ Â‰ËÌË˜Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ ı.

G-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡

G-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ g Ì‡ ‰ËÙÙÂÂÌˆË-
ÛÂÏÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn, ÍÓÚÓ‡fl ÌÂ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÔË Î˛·˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflı
‰‡ÌÌÓÈ „ÛÔÔ˚ ãË ( , , ).G id⋅  ÉÛÔÔ‡ ( , , )G id⋅  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÛÔÔÓÈ ‰‚ËÊÂÌËÈ (ËÎË
„ÛÔÔÓÈ ËÁÓÏÂÚËÈ) ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ (Mn, g).

åÂÚËÍ‡ à‚‡ÌÓ‚‡–èÂÚÓ‚ÓÈ

èÛÒÚ¸ R – ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÚÂÌÁÓÓÏ ÍË‚ËÁÌ˚ ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn Ë {x, y} –
ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚È ·‡ÁËÒ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÈ 2-ÔÎÓÒÍÓÒÚË π ‚ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
Tp(Mn).

åÂÚËÍÓÈ à‚‡ÌÓ‚‡–èÂÚÓ‚ÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Mn, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ
ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ ÍË‚ËÁÌ˚   
( ) ( , )π = R x y
([IvSt95]) Á‡‚ËÒflÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ÚÓ˜ÍË  ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn, ÌÓ ÌÂ ÓÚ ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚË π.

åÂÚËÍ‡ áÓÎÎ‡

åÂÚËÍÓÈ áÓÎÎ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „Î‡‰ÍÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn,
„ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÒÚ˚ÏË Á‡ÏÍÌÛÚ˚ÏË ÍË‚˚ÏË ‡‚ÌÓÈ
‰ÎËÌ˚. Ñ‚ÛÏÂÌ‡fl ÒÙÂ‡ S2 ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ú‡ÍËı ÏÂÚËÍ, ÔÓÏËÏÓ Ó˜Â‚Ë‰-
Ì˚ı ÏÂÚËÍ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚. Ç ÚÂÏËÌ‡ı ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú

  ( , ) ( [ , ],  [ , ])z zθ θ π∈ − ∈1 1 0 2  ÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ

ds
f

d d2
2

2
2 2 21

1
1= +

−
+ −( ( ))

( )
z

z
z z θ

Á‡‰‡ÂÚ ÏÂÚËÍÛ áÓÎÎ‡ Ì‡ ÒÙÂÂ S2 ‰Îfl Î˛·ÓÈ „Î‡‰ÍÓÈ ÌÂ˜ÂÚÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË
f : [ , ] ( , ),− → −1 1 1 1  ÍÓÚÓ‡fl Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ ‚ ÍÓÌˆÂ‚˚ı ÚÓ˜Í‡ı ËÌÚÂ‚‡Î‡.
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ñËÍÎÓË‰‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ñËÍÎÓË‰‡Î¸Ì‡fl  ÏÂÚËÍ‡ – ˝ÚÓ  ËÏ‡ÌÓ‚‡  ÏÂÚËÍ‡  Ì‡  ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË

  � �+ = ∈ ≥2 2
1 0{ : },x x  Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
dx dx

x
2 1

2
2
2

12
= +

.

éÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˆËÍÎÓË‰‡Î¸ÌÓÈ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÂÂ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ˆËÍÎÓ
Ë‰‡Î¸Ì˚ÏË ÍË‚˚ÏË. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d(x, y) ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË

  x y, ∈ +�2  ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌË˛

ρ( , )
| | | |

|
x y

x y x y

x x x y
= − + −

+ + −
1 1 2 2

1 2 2 2

‚ ÚÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ, ˜ÚÓ d ≤ Cρ Ë ρ ≤ Cd ‰Îfl ÌÂÍÓÂÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ë.

åÂÚËÍ‡ ÅÂ„Â‡
åÂÚËÍÓÈ ÅÂ„Â‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÒÙÂÂ ÅÂ„Â‡ (Ú.Â. ÒÊ‡ÚÓÈ

‚ Ó‰ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÒÙÂÂ S3), Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds d d d d2 2 2 2 2 2= + + +θ θ φ α ψ θ φsin cos ( cos ) ,

„‰Â α  – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡, ‡ θ φ ψ, ,  – Û„Î˚ ùÈÎÂ‡.

åÂÚËÍ‡ ä‡ÌÓ-ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË
ê‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ (ËÎË ÔÓÎflËÁ‡ˆËfl) Ì‡ M n ÂÒÚ¸ ÔÓ‰‡ÒÒÎÓÂÌËÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó

‡ÒÒÎÓÂÌËfl T(Mn) ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn. èË Ì‡ÎË˜ËË ÔÓÎflËÁ‡ˆËË H(Mn) ‚ÂÍÚÓÌÓÂ
ÔÓÎÂ ‚ H(Mn) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚Ï. äË‚‡fl γ  Ì‡ M n Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
„ÓËÁÓÌÚ‡Î¸
ÌÓÈ (ËÎË ‚˚‰ÂÎÂÌÌÓÈ, ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÈ) ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í H(Mn), ÂÒÎË ′ ∈γ γ( ) ( )( )t H Mt

n

‰Îfl Î˛·Ó„Ó t. ê‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ H(Mn) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Ï, ÂÒÎË
ÒÍÓ·ÍË ãË [...,[ ( ), ( )]]H M H Mn n  ÔÓÎflËÁ‡ˆËË H(Mn) ÔÂÂÍ˚‚‡˛Ú Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ
‡ÒÒÎÓÂÌËÂ T(Mn), Ú.Â. ‰Îfl ‚ÒÂı p ∈ Mn Î˛·ÓÈ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓ v ËÁ Tp(Mn) ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ Í‡Í ÎËÌÂÈÌ‡fl ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ‚Ë‰Ó‚: u, [u, w],
[u, [w, t]], [u, [w, [t, s]]],... ∈  Tp(Mn), „‰Â ‚ÒÂ ‚ÂÍÚÓÌ˚Â ÔÓÎfl u, w, t, s,... fl‚Îfl˛ÚÒfl
„ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË.

åÂÚËÍÓÈ ä‡ÌÓ–ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË (ËÎË ë–ë ÏÂÚËÍÓÈ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn Ò ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Ï „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ
H(Mn), Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Ì‡·ÓÓÏ gc ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ
‚Â‰ÂÌËÈ Ì‡ H (Mn). ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ dc(p, q) ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË p, q ∈ M n ÓÔÂ
‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ gc-‰ÎËÌ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ÚÓ˜ÍË p Ë q.

èÓ‰ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ (ËÎË ÔÓÎflËÁÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ) Ì‡Á˚
‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÌÓ–ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl
Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl. ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl, ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ‚
ÔÓ‰ËÏ‡ÌÓ‚ÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË ÏÓÊÌÓ ÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚‰ÓÎ¸ ÍË‚˚ı, fl‚Îfl˛˘ËıÒfl
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË Í „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï.

èÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ‚

ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰ÓÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Tp(Mn), p ∈ Mn ÒÌ‡·ÊÂÌÓ „Î‡‰ÍÓ ËÁÏÂ-
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Ìfl˛˘ËÏÒfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í ÚÓ˜ÍÂ ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚Ï, ÌÓ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï.

èÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ Mn Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ
‚Â‰ÂÌËÈ 〈 〉, p  Ì‡ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı Tp(Mn), p ∈ Mn, ÔÓ Ó‰ÌÓÏÛ ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ
ÚÓ˜ÍË p ∈ Mn.

ä‡Ê‰ÓÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 〉, p  ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ÒÍ‡ÎflÌ˚ÏË ÔÓËÁ

‚Â‰ÂÌËflÏË 〈 〉 =e e g pi j p ij, ( )  ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ e en1, ...,  ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓ„Ó ·‡ÁËÒ‡ ‚ �n, Ú.Â.
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ n × n Ï‡ÚËˆÂÈ (( )) (( ( ))),g g pij ij=
Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ (ÒÏ. êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, „‰Â ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ
ÚÂÌÁÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ n × n
Ï‡ÚËˆÂÈ). àÏÂÌÌÓ, 〈 〉 = ∑x y g p x yp ij i j

i j

, ( ) ,
,

 „‰Â x x xn= ( , ..., )1  Ë y y yn= ∈( , ..., )1

∈ T Mp
n( ).  ÉÎ‡‰Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl g ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ.

ÑÎËÌ‡ ds ‚ÂÍÚÓ‡ ( , ..., )dx dxn1  ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl Í‚‡‰‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ
ÙÓÏÓÈ

ds g dx dxij i j
i j

2 = ∑ .
,

ÑÎËÌ‡  ÍË‚ÓÈ  γ : [ , ]0 1 → Mn   ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl  ÙÓÏÛÎÓÈ  g dx dxij i j
i j,
∑∫ =

γ

= ∑∫ g
dx

dt

dx

dt
dtij

i j

i j

,

.
0

1

 Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ, ˜ËÒÚÓ

ÏÌËÏÓÈ ËÎË ÌÛÎÂ‚ÓÈ (ËÁÓÚÓÔÌ‡fl ÍË‚‡fl).
èÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Mn fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ò ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ, ÌÓ ÌÂ-

ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (p, q), p + q = n. èÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ, Ú.Â. ÂÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ det(( )) .gij ≠ 0  èÓ˝ÚÓÏÛ ÓÌ‡
fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

èÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ (ËÎË ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) – ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡-
ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. íÂÓËfl ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ-
‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËÂÈ.

åÓ‰ÂÎ¸˛ ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ò ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (p, q) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÒÂ‚‰Ó-
Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó  �

p q p q n, , + =  – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÚÂÌÁÓÓÏ ((gij)) Ò ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (p, q),
Á‡‰‡ÌÌ˚Ï Í‡Í g gpp11 1= = =... ,  g gp p nn+ + = = = −1 1 1, ... ,  gij = 0  ‰Îfl i j≠ .  ãËÌÂÈÌ˚È
˝ÎÂÏÂÌÚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÏÂÚËÍË Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ds dx dx dx dxp p n
2

1
2 2

1
2 2= + + − − −+... ... .

ãÓÂÌˆÂ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ãÓÂÌˆÂ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ãÓÂÌˆ‡) – ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ò ÒË„-

Ì‡ÚÛÓÈ (1, p).
ãÓÂÌˆÂ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÎÓÂÌˆÂ‚ÓÈ

ÏÂÚËÍÓÈ. Ç Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔËÌˆËÔË‡Î¸ÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ, ˜ÚÓ
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ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó–‚ÂÏfl ÏÓÊÂÚ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÎÓÂÌˆÂ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ò
ÒË„Ì‡ÚÛÓÈ (1, 3). èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó �1,3 Ò ÔÎÓÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ åËÌ-
ÍÓ‚ÒÍÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓ‰ÂÎ¸˛ ÎÓÂÌˆÂ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl.

åÂÚËÍ‡ éÒÒÂÏ‡Ì‡–ãÓÂÌˆ‡
åÂÚËÍÓÈ éÒÒÂÏ‡Ì‡–ãÓÂÌˆ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÂÌˆÂ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ

ÚÂÌÁÓ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ R fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒÒÂÏ‡ÌÓ‚˚Ï . ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒÓ·-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËËfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ üÍÓ·Ë  �( ) : ( , )x y R y x x→  ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ Â‰ËÌË˜Ì˚ı
‚ÂÍÚÓÓ‚ ı.

ãÓÂÌˆÂ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ·Û‰ÂÚ ÓÒÒÂÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ
fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚.

åÂÚËÍ‡ ÅÎfl¯ÍÂ
åÂÚËÍ‡ ÅÎfl¯ÍÂ Ì‡ ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÂÒÚ¸ ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡

ÏÂÚËÍ‡, ‡ÒÒÓˆËËÓ‚‡ÌÌ‡fl Ò ‡ÙÙËÌÌÓÈ ÌÓÏ‡Î¸˛ ‚ÎÓÊÂÌËfl φ: ,Mn n→ +� 1  „‰Â Mn

fl‚ÎflÂÚÒfl n-ÏÂÌ˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ, ‡ �n+1 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó.

èÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
èÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ n-ÏÂÌÓÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÏ

ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ‡fl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, Ú.Â. ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸
ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÛÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ 〈 〉 = ∑x y g p x yp ij i j

i j

, ( )
,

Ì‡ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı Tp(Mn), p  ∈ M n; ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸
det(( )) .gij = 0

èÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ (ËÎË ÔÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ) Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ
ÔÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

åÓ‰ÂÎ¸˛ ÔÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÂ‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

  �d
n d, ≥ 1  (ËÌÓ„‰‡ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÏÓÂ Í‡Í   �n d

n
− ), Ú.Â. ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÔÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒÛ˘-
ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í Ì‡‰-
ÎÂÊ‡˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ ‚˚·‡ÌÌÓÏÛ ·‡ÁËÒÛ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈 〉x x,  ‚ÂÍÚÓ‡ Ì‡

ÒÂ·fl ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ ‚Ë‰ 〈 〉 =
=

−

∑x x x
i

n d

i, .
1

2  èË ˝ÚÓÏ d ≥ 1 ˜ËÒÎÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÙÂÍÚÓÏ

(ËÎË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï ‰ÂÙËˆËÚÓÏ) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

åÂÚËÍ‡ ÉÛ¯ËÌ‡
åÂÚËÍÓÈ ÉÛ¯ËÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �2, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ÎË-

ÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds dx
x

x
2

1
2 2

2

1
2= + δ

.

èÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
èÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ n-ÏÂÌÓÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÏ

ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË  Mn – ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ‡fl  ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡  ÏÂÚËÍ‡,  Ú.Â.  ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸
‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚ı ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ x y g p x y

p
i j

ij i j, ( )
,

= ∑  Ì‡
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Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı T M p Mp
n n( ),  ;∈  ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ det(gij) = 0.

àÏÂÌÌÓ, ÔÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ.

èÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ (ËÎË ÔÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚ÓÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn,
ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÔÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

åÓ‰ÂÎ¸˛ ÔÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓÂ‚ÍÎË‰Ó‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 

  

�l l
m m

n
r

r
1

1 1

,...,
,...,

,
−

 Ú.Â. ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó

�n, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÔÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ r
ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ x y x y

a i i ia a a
, ,= ∑ε  „‰Â a = 1, ..., r, 0 = m0 < ... < mr = n, ia =

= ma–1 + 1, ..., ma, εia
= ±1 Ë –1 ÒÂ‰Ë ˜ËÒÂÎ εia

 ‚ÒÚÂ˜‡ÂÚÒfl la ‡Á. èÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ

x y
a

,  ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ‰Îfl ÚÂı ‚ÂÍÚÓÓ‚, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ‚ÒÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ x i mi a,  ≤ −1 ËÎË
i ma> +1, ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛. èÂ‚˚È ÒÍ‡ÎflÌ˚È Í‚‡‰‡Ú ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ ı

fl‚ÎflÂÚÒfl ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ x x x x
i

l

i
j l

n d

j, .1
1

2

1

2
1

1

= − +
= = +

−

∑ ∑  óËÒÎÓ

l1 ≥ 0 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÌ‰ÂÍÒÓÏ, ‡ ˜ËÒÎÓ d = n – m1 – ‰ÂÙÂÍÚÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. ÖÒÎË
l1 = ... = lr = 0, ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÓÎÛÂ‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
� �m

n
k l
n ,Ë   Ë Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Í‚‡ÁËÂ‚ÍÎË‰Ó‚˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

èÓÎÛÔÒÂ‚‰ÓÌÂÂ‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó 
  


l l
m m

n
r

r
1

1 1

,...,
,..., −

 ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ Í‡Í

„ËÔÂÒÙÂ‡ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â 
  

�l l
m m

n
r

r
1

1 1

,...,
,..., −

 Ò ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌÌ˚ÏË ‡ÌÚËÔÓ‰‡Î¸Ì˚ÏË ÚÓ˜-

Í‡ÏË. ÖÒÎË l1 = ... = lr, ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl ÔÓÎÛ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ
(ËÎË ÔÓÎÛÌÂÂ‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ÖÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ , ÚÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛ„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

îËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ MN, ‚

ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰ÓÂ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Tp(Mn), p ∈  Mn ÒÌ‡·ÊÂÌÓ ·‡Ì‡ıÓ‚ÓÈ
ÌÓÏÓÈ || ⋅ ||, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ·‡Ì‡ıÓ‚‡ ÌÓÏ‡ Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ÔÓÁËˆËË, fl‚ÎflÂÚÒfl „Î‡‰ÍÓÈ Ë
Ï‡ÚËˆ‡ (gij),

g g p x
x

x xij ij
i j

= = ∂
∂ ∂

( , )
|| ||

,
1

2

2 2

fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó p ∈  Mn Ë Î˛·Ó„Ó x ∈  Tp(Mn).
îËÌÒÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ Mn Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ·‡Ì‡ıÓ‚˚ı ÌÓÏ || ⋅ || Ì‡

Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı TpMn, ÔÓ Ó‰ÌÓÈ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó p ∈  Mn. ãËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ
˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍË ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ

ds g dx dx
i j

ij i j
2 = ∑

,

.

îËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ÏÓÊÂÚ Á‡‰‡‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl F(p, x) ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÚÓ˜ÍË p ∈  Mn Ë ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ‚ÂÍÚÓ‡
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x ∈  Tp(Mn), ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ‚ ÚÓ˜ÍÂ  . îÛÌÍˆËfl F(p, x) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸-
ÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÔÂ‚ÓÈ ÒÚÂÔÂÌË ‚ ı: F(p, λx) = λF(p, x) ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó λ > 0. áÌ‡˜ÂÌËÂ
F(p, x) ËÌÚÂÔÂÚËÛÂÚÒfl Í‡Í ‰ÎËÌ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ ı. îËÌÒÎÂÓ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ

ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ ( )
( , )

.g
F p x

x dxij
i j

= ∂
∂











1

2

2 2

 ÑÎËÌ‡ ÍË‚ÓÈ γ :  [ , ]0 1 → Mn  Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

F p
dp

dt
dt

0

1

∫ 



, . ÑÎfl Í‡Ê‰ÓÈ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË  ÙËÌÒÎÂÓ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ ‚

ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ı fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï.
îËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍË, „‰Â Ó·˘ÂÂ ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌËÂ ‰ÎËÌ˚ || x || ‚ÂÍÚÓ‡ x T Mp
n∈ ( ) ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ Á‡‰‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â Í‚‡‰‡ÚÌÓ„Ó

ÍÓÌfl ËÁ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚, Í‡Í ˝ÚÓ ‰ÂÎ‡ÂÚÒfl ‚ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â.
îËÌÒÎÂÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ (ËÎË ÙËÌÒÎÂÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó) – ˝ÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚Ë-

ÚÂÎ¸ÌÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÙËÌÒÎÂÓ‚ÓÈ
ÏÂÚËÍÓÈ. íÂÓËfl ÙËÌÒÎÂÓ‚˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙËÌÒÎÂÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËÂÈ.
ê‡ÁÎË˜ËÂ ÏÂÊ‰Û ËÏ‡ÌÓ‚˚Ï Ë ÙËÌÒÎÂÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ
ÔÂ‚ÓÂ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Í‡Í Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‡ ‚ÚÓÓÂ – Í‡Í
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó, ËÎË, ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË, ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ˝ÎÎËÔÒÓË‰Û ‚ ËÏ‡-
ÌÓ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â
ˆÂÌÚ‡ ÍÓÚÓÓÈ ‚ÁflÚÓ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

é·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ÙËÌÒÎÂÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ‚ÌÛÚ-
ÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ, Ì‡ ÍÓÚÓÛ˛ Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡˛ÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl ‚ ÓÚÌÓ-
¯ÂÌËË ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl Í‡Ú˜‡È¯Ëı ÍË‚˚ı, Ú.Â. ÍË‚˚ı, ‰ÎËÌ˚ ÍÓÚÓ˚ı ‡‚Ì˚ ‡Ò-
ÒÚÓflÌË˛ ÏÂÊ‰Û Ëı ÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË. í‡ÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÍÎ˛˜‡˛Ú ‚ ÒÂ·fl
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı, ÙËÌÒÎÂÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë Ú.Ô. é·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÙËÌ-
ÒÎÂÓ‚˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ ÙËÌÒÎÂÓ‚˚ı ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ·ÓÎ¸¯ÂÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛
Ó·Ó·˘ÂÌËfl, ÌÓ Ë ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÓÌË ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ë ËÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÂÚËÍË,
·ÂÁ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

åÂÚËÍ‡ äÓÔËÌÓÈ
åÂÚËÍÓÈ äÓÔËÌÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ FKr Ì‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ

n-ÏÂÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

g x x

b p x

ij i j
i j

i i
i

,

( )

∑
∑

‰Îfl Î˛·˚ı p ∈ Mn Ë x ∈ Tp(Mn), „‰Â (gij) – fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓÓ Ë
b(p) = (bi(p)) – ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÎÂ.

åÂÚËÍ‡ ê‡Ì‰ÂÒ‡
åÂÚËÍ‡ ê‡Ì‰ÂÒ‡ – ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ FRa Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ n-ÏÂÌÓÏ

ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

g x x b p xij i j
i j

i i
i,

( )∑ ∑+

‰Îfl Î˛·˚ı p ∈ Mn Ë x ∈ Tp(Mn), „‰Â (gij) – ËÏ‡ÌÓ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓÓ Ë b(p) =
= (bi(p)) – ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÎÂ.
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åÂÚËÍ‡ äÎÂÈÌ‡
åÂÚËÍÓÈ äÎÂÈÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÏ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ¯‡Â

  B x xn n= ∈ <{ : || || }� 2 1  ‚ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || || || || || ,

|| ||

y x y x y

x

2
2

2
2

2
2 2

2
21

− −〈 〉( )
−

‰Îfl Î˛·˚ı x ∈ Bn Ë y ∈ Tx(Bn), „‰Â || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n Ë 〈  , 〉  – Ó·˚˜ÌÓÂ
ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �n.

åÂÚËÍ‡ îÛÌÍ‡
åÂÚËÍÓÈ îÛÌÍ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ FRu Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÏ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ

¯‡Â  ‚ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

|| || || || || || , ,

|| ||

y x y x y x y

x

2
2

2
2

2
2 2

2
21

− −〈 〉( ) + 〈 〉

−

‰Îfl Î˛·˚ı x ∈ Bn Ë y ∈ Tx(Bn), „‰Â || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n Ë 〈  , 〉  – Ó·˚˜ÌÓÂ
ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �n. ùÚÓ – ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡.

åÂÚËÍ‡ òÂÌ‡

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡   a an∈ <� ,  || ||2 1  ÏÂÚËÍÓÈ òÂÌ‡  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡

ÏÂÚËÍ‡ FSh Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÏ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ¯‡Â B x xn n= ∈ <{ : || || }� 2 1  ‚ �n, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
Ì‡fl Í‡Í

|| || || || || || , ,

|| ||

,

,

y x y x y x y

x

a y

a x

2
2

2
2

2
2 2

2
21 1

− −〈 〉( ) + 〈 〉

−
+ 〈 〉

+ 〈 〉

‰Îfl Î˛·˚ı x ∈ Bn Ë y ∈ Tx(Bn), „‰Â || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n Ë 〈  , 〉  – Ó·˚˜ÌÓÂ
ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �n. ùÚÓ – ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡. èË a = 1 ÓÌ‡ ÔÂ-
‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÏÂÚËÍÛ îÛÌÍ‡.

åÂÚËÍ‡ ÅÂ‚‡Î¸‰‡
åÂÚËÍÓÈ ÅÂ‚‡Î¸‰‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ FBe Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÏ Â‰Ë-

ÌË˜ÌÓÏ ¯‡Â   B x xn n= ∈ <{ : || || }� 2 1  ‚ �n, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

|| || || || || || , ,

|| || || || || || || || ,

y x y x y x y

x y x y x y

2
2

2
2

2
2 2

2
2 2

2
2

2
2

2
2 21

− −〈 〉( ) + 〈 〉





−( ) − −〈 〉( )
‰Îfl Î˛·˚ı x ∈ Bn Ë y ∈ Tx(Bn), „‰Â || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �n Ë 〈  , 〉  – Ó·˚˜ÌÓÂ
ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �n. ùÚÓ – ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Í‡Ê‰‡fl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ
ÔÛÎ¸‚ÂËÁ‡ˆË˛ (Ó·˚˜ÌÓÂ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓ-

fl‰Í‡) y
x

G
yi

i

i

i

∂
∂

− ∂
∂

2 ,  ÍÓÚÓÓÈ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÂ. îËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
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Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÅÂ‚‡Î¸‰‡, ÂÒÎË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔÛÎ¸‚ÂËÁ‡ˆËË Gi = Gi(x, y)

fl‚Îfl˛ÚÒfl Í‚‡‰‡ÚË˜Ì˚ÏË ÔÓ y ∈ Tx(Bn) ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ x ∈ Mn, Ú.Â. G x y yi
jk
i i k= 1

2
Γ ( ) .

ä‡Ê‰‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÅÂ‚‡Î¸‰‡ ‡ÙÙËÌÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÂ.

åÂÚËÍ‡ ÑÛ„Î‡Ò‡
åÂÚËÍÓÈ ÑÛ„Î‡Ò‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ ÍÓ˝ÙÙË-

ˆËÂÌÚ˚ ÔÛÎ¸‚ÂËÁ‡ˆËË Gi = Gi(x, y) ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

G x y y P x y yi
jk
i

i k i= +1

2
Γ ( ) ( , ) .

ä‡Ê‰‡fl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ ÏÂÚËÍÂ ÅÂ-
‚‡Î¸‰‡, fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ÑÛ„Î‡Ò‡. ä‡Ê‰‡fl ËÁ‚ÂÒÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÑÛ„Î‡Ò‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
(ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ) ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÂ ÅÂ‚‡Î¸‰‡.

åÂÚËÍ‡ Å‡È‡ÌÚ‡

èÛÒÚ¸ α  – Û„ÓÎ Ò | |α π<
2

 Ë ÔÛÒÚ¸ ‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ �n

A y y x y x y= + + −〈 〉( )|| || sin || || cos || || || || , ,2
4 2

2
2

2
2

2
2 2 2

2 2α α

B y x y x y= + −〈 〉|| || cos || || || || , ,2
4

2
2

2
2 22α

C x y D y x= 〈 〉 = + +, sin ,    || || || || cos .2 2 2 12
2

2
2α α

íÓ„‰‡ (ÔÓÂÍÚË‚ÌÛ˛) ÙËÌÒÎÂÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ F Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ Í‡Í

A B

D

C

D

C

D

+ + 



 +

2

2

.

ç‡ ‰‚ÛÏÂÌÓÈ  Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÙÂÂ S2 ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Å‡È‡ÌÚ‡.

åÂÚËÍ‡ ä‡‚‡„Û˜Ë
åÂÚËÍÓÈ ä‡‚‡„Û˜Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „Î‡‰ÍÓÏ n-ÏÂÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn,

Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ ‰Û„Ë ds Â„ÛÎflÌÓÈ ÍË‚ÓÈ x x t t t t= ∈( ),  [ , ]0 1  Ë ‚˚‡ÊÂÌÌ‡fl
ÙÓÏÛÎÓÈ

ds F x
dx

dt

d x

dt
dt

k

k=






, , ..., ,

„‰Â ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl F Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚ËflÏ ñÂÏÂÎÓ: 
x

k
s

s isx F F
=

∑ =
1

( )
( ) ,

s

k
x F

s r

k
s r i

s i






=
=

− +∑ ( )
( ) ,1 0   x

d x

dt
s i

s i

s
( ) ,=  F

F

xs i s i( ) ( )= ∂
∂

 Ë r = 2, ..., k. ùÚËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË

Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ‰Û„Ë ds ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚËÁ‡ˆËË ÍË‚ÓÈ .x = x(t)
åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ä‡‚‡„Û˜Ë (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ä‡‚‡„Û˜Ë) – ˝ÚÓ „Î‡‰ÍÓÂ ÏÌÓ„Ó-

Ó·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ ä‡‚‡„Û˜Ë. éÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÙËÌÒÎÂÓ‚‡
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl.
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ëÛÔÂÏÂÚËÍ‡ ÑÂ ÇËÚÚ‡
ëÛÔÂÏÂÚËÍÓÈ ÑÂ-ÇËÚÚ‡ (ËÎË ÒÛÔÂÏÂÚËÍÓÈ ìËÎÂ‡ – ÑÂ-ÇËÚÚ‡) G = (Gijkl)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ (ËÎË ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ) ÏÂÚËÍË g = g(gij),
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÓÈ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl,
Ì‡ ÒÎÛ˜‡È ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ÏÂÚËÍ‡ÏË Ì‡ ˝ÚÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË.

íÓ˜ÌÂÂ „Ó‚Ófl, ‰Îfl ‰‡ÌÌÓ„Ó Ò‚flÁÌÓ„Ó „Î‡‰ÍÓ„Ó ÚÂıÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl M3

‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �(M3) ‚ÒÂı ËÏ‡ÌÓ‚˚ı (ËÎË ÔÒÂ‚‰ÓËÏ‡ÌÓ‚˚ı) ÏÂÚËÍ Ì‡
Mn. à‰ÂÌÚËÙËˆËÛfl ÚÓ˜ÍË �(M3), Ò‚flÁ‡ÌÌÓÂ ‰ËÙÙÂÓÏÓÙËÁÏÓÏ M3, ÏÓÊÌÓ ÔÓ-
ÎÛ˜ËÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Geom(M3) 3-„ÂÓÏÂÚËÈ (Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÚÓÔÓÎÓ„ËË), ÚÓ˜Í‡ÏË
ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÎ‡ÒÒ˚ ‰ËÙÙÂÓÏÓÙÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ı ÏÂÚËÍ. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó
Geom(M3) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛÔÂÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. éÌÓ Ë„‡ÂÚ ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚ı
ÙÓÏÛÎËÓ‚Í‡ı Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ „‡‚ËÚ‡ˆËË.

ëÛÔÂÏÂÚËÍÓÈ, Ú.Â. "ÏÂÚËÍÓÈ ÏÂÚËÍ", Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �(M3) (ËÎË Ì‡
Geom(M3)), ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ‡fl ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û ÏÂÚËÍ‡ÏË Ì‡ M3 (ËÎË
ÏÂÊ‰Û Ëı ÍÎ‡ÒÒ‡ÏË ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË). ÖÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ g = (gij)) ∈ �(M3), ÚÓ

|| || ( ) ( ) ( ).δ δ δg d xG x g x g x

M

ijkl
ij kl

2 3

3

= ∫
„‰Â Gijkl – ‚ÂÎË˜ËÌ‡, Ó·‡ÚÌ‡fl ÒÛÔÂÏÂÚËÍÂ ÑÂ‚ËÚÚ‡

G
g

g g g g g gijkl
ij

ik jl il jk ij kl= −1

2 det( )
( _ ).λ

ÇÂÎË˜ËÌ‡ λ Ô‡‡ÏÂÚËÁÛÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÂÚËÍ‡ÏË �(M3) ‚ Ë ÏÓÊÂÚ ÔË-

ÌËÏ‡Ú¸ Î˛·˚Â ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ÍÓÏÂ λ = 2

3
,  ÔË ÍÓÚÓÓÏ ÒÛÔÂÏÂÚËÍ‡

ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÒËÌ„ÛÎflÌÓÈ.

ëÛÔÂÏÂÚËÍ‡ ãÛÌ‰‡–êÂ‰ÊË
ëÛÔÂÏÂÚËÍ‡ ãÛÌ‰‡–êÂ‰ÊË (ËÎË ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì‡fl ÒÛÔÂÏÂÚËÍ‡) fl‚ÎflÂÚÒfl

‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ÒÛÔÂÏÂÚËÍË ÑÂ-ÇËÚÚ‡ Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ËÁÏÂÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ ÏÂÊ‰Û
ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚ÏË 3-„ÂÓÏÂÚËflÏË ‚ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÍÓÌÙË„Û-
‡ˆËÈ.

ÅÓÎÂÂ ÚÓ˜ÌÓ, ÂÒÎË ËÏÂÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓÂ ÚÂıÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡-
ÁËÂ M3, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ÚÂÚ‡˝‰Ó‚ (Ú.Â. ÚÂıÏÂÌ˚ı ÒËÏÔÎÂÍÒÓ‚), ÚÓ
ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì‡fl „ÂÓÏÂÚËfl Ì‡ M3 Á‡‰‡ÂÚÒfl ÔËÒ‚ÓÂÌËÂÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Í‚‡‰‡ÚÓ‚ ‰ÎËÌ
ÒÚÓÓÌ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ËÁ M3 Ë ‚˚‚Â‰ÂÌËÂÏ ‚Ó ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚË Í‡Ê‰Ó„Ó ÚÂÚ‡˝‰‡
ÔÎÓÒÍÓÈ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚËË, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ˝ÚËÏ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ. ä‚‡‰‡Ú˚ ‰ÎËÌ
‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ Ë Ëı
‡Ì‡ÎÓ„‡Ï ‰Îfl ÚÂÚ‡˝‰Ó‚, Ú.Â. ‚ÒÂ Í‚‡‰‡Ú˚ ÏÂ (‰ÎËÌ, ÔÎÓ˘‡‰ÂÈ, Ó·˙ÂÏÓ‚) ‰ÓÎÊÌ˚
·˚Ú¸ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË (ÒÏ. ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÚÂÚ‡˝‰‡, „Î. 3). åÌÓÊÂÒÚ‚Ó �(M3) ‚ÒÂı
ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚ı „ÂÓÏÂÚËÈ Ì‡ M3 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ
ÍÓÌÙË„Û‡ˆËÈ.

ëÛÔÂÏÂÚËÍ‡ ãÛÌ‰‡–êÂ‰ÊË (Gmn) Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â �(M3) ÔÓÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÒÛÔÂÏÂÚ-
ËÍÓÈ ÑÂ‚ËÚÚ‡ Ì‡ �(M3) Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ‰Îfl ËÁÓ·‡ÊÂÌËfl ÚÓ˜ÂÍ ‚ �(M3) Ú‡ÍËı
ÏÂÚËÍ ‚ �(M3), ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÛÒÓ˜ÌÓ ÔÎÓÒÍËÏË ‚ ÚÂÚ‡˝‰‡ı.

CÛÔÂÏÂÚËÍË ‚ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â èÂÂÎ¸Ï‡Ì‡
èÂ‰ÎÓÊÂÌÌ‡fl ì. íÂÒÚÓÌÓÏ „ËÔÓÚÂÁ‡ „ÂÓÏÂÚËÁ‡ˆËË ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ

‰‚Ûı ıÓÓ¯Ó ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ‰ÂÍÓÏÔÓÁËˆËÈ Î˛·ÓÂ ÚÂıÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ
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‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÛ ËÁ ‚ÓÒ¸ÏË ÚÂÒÚÓÌÓ‚ÒÍËı ÏÓ‰ÂÎ¸-
Ì˚ı „ÂÓÏÂÚËÈ. ÖÒÎË ‰‡ÌÌ‡fl „ËÔÓÚÂÁ‡ ‚ÂÌ‡, ÚÓ ÓÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸
ÁÌ‡ÏÂÌËÚÓÈ „ËÔÓÚÂÁ˚ èÛ‡ÌÍ‡Â (1904) Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ Î˛·ÓÂ ÚÂıÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ,
‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰‡fl ÔÓÒÚ‡fl Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl ÍË‚‡fl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ÂÙÓ-
ÏËÓ‚‡Ì‡ ‚ ÚÓ˜ÍÛ, „ÓÏÂÓÏÓÙÌÓ ÚÂıÏÂÌÓÈ ÒÙÂÂ.

Ç 2003 „. èÂÂÎ¸Ï‡Ì ‰‡Î Ì‡·ÓÒÓÍ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ „ËÔÓÚÂÁ˚ íÂÒÚÓÌ‡ Ò ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÌÂÍÓÈ ÒÛÔÂÏÂÚËÍË Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÏÂÚËÍ ‰‡Ì-
ÌÓ„Ó „Î‡‰ÍÓ„Ó ÚÂıÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl. Ç ÔÓÚÓÍÂ êË˜˜Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÛÏÂÌ¸¯‡-
˛ÚÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÏÂÚËÍ‡ Á‡‚ËÒËÏ‡ ÓÚ
‚ÂÏÂÌË. åÓ‰ËÙËÍ‡ˆËfl èÂÂÎ¸Ï‡Ì‡ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓ„Ó ÔÓÚÓÍ‡ êË˜˜Ë ÔÓÁ‚ÓÎËÎ‡ ÒËÒÚÂ-
Ï‡ÚË˜ÂÒÍË Û‰‡ÎflÚ¸ ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÂ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚË.

7.2. êàåÄçéÇõ  åÖíêàäà  Ç  íÖéêàà  àçîéêåÄñàà

èËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ÚÂÓËË ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ó·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Â ËÏ‡-
ÌÓ‚˚ ÏÂÚËÍË, ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ÍÓÚÓ˚ı ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ ÌËÊÂ.

àÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ îË¯Â‡

Ç ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÂ, ÚÂÓËË ‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ Ë ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌ-
ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ îË¯Â‡ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ îË¯Â‡, ÏÂÚËÍÓÈ ê‡Ó) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡-
ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ ‰Îfl ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl (ÒÏ., Ì‡ÔË-
ÏÂ, [Amar85], [Frie98]). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Â˜¸ Ë‰ÂÚ Ó ÔË‰‡ÌËË Ò‚ÓÈÒÚ‚ ‰ËÙÙÂÂÌ-
ˆË‡Î¸ÌÓÈ „ÂÓÏÂÚËË ÒÂÏÂÈÒÚ‚Û ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËı ÔÎÓÚÌÓÒÚÂÈ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÚÂÓËË
‚ÂÓflÚÌÓÒÚÂÈ.

îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ÔÛÒÚ¸ p p xθ θ= ( , )  – ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÔÎÓÚÌÓÒÚÂÈ, ÔÂÂÌÛÏÂÓ‚‡ÌÌ˚ı n
Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË θ θ θ= ( , ..., ),1 n  ÍÓÚÓ˚Â Ó·‡ÁÛ˛Ú Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ê.
àÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ îË¯Â‡ g = gθ Ì‡ ê Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡,
Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ îË¯Â‡ ((I(θ)ij)), „‰Â

  

I
p p p x p x

p x dxij
i j i j

( )
ln ln ln ( , ) ln ( , )

( , ) .θ
θ θ

θ
θ

θ
θ

θθ
θ θ= =

∂
∂

⋅
∂

∂












= ∂
∂

∂
∂∫�

ùÚÓ – ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ·ËÎËÌÂÈÌ‡fl ÙÓÏ‡, ÍÓÚÓ‡fl ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÛ˛ ÏÂÛ
(ÏÂÛ ê‡Ó) ‰Îfl ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÎË˜ËÏÓÒÚË Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl. èÓÎ‡„‡fl
i x p x( , ) ln ( , ),θ θ= −  ÔÓÎÛ˜ËÏ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ

I
i x i x

p x dxij
i j i j

( )
( , ) ( , )

( , ) .θ θ
θ θ

θ
θ θ

θθ= ∂
∂ ∂













= ∂
∂ ∂∫�

2 2

ÅÂÁ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl flÁ˚Í‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ÔÓÎÛ˜ËÏ

I u u p p( )( , ) [ (ln ) (ln )],θ θ θ θv v= ⋅�

„‰Â u  Ë v  – ‚ÂÍÚÓ˚, Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Â Í Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛ ê, ‡

u p
d

dt
p tu t(ln ) ln |θ θ= + =0  – ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÓÚ  ln pθ ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ u.

åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÔÎÓÚÌÓÒÚÂÈ M fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·‡ÁÓÏ Ô‡‡ÏÂÚË-
˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl ê  ÔË ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË θ → pθ Ò ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË
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Â„ÛÎflÌÓÒÚË. ÇÂÍÚÓ u, Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚È Í ‰‡ÌÌÓÏÛ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛, ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

u
d

dt
p tu t= + =ln ,|θ 0  Ë ÏÂÚËÍ‡ îË¯Â‡ g = gp Ì‡ å, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ËÁ ÏÂÚËÍË gθ Ì‡ ê ,

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì‡ ‚ ‚Ë‰Â

    
g u

u

p pp p( , ) .v
v= ⋅









�

åÂÚËÍ‡ îË¯Â‡ Ë ê‡Ó

èÛÒÚ¸ 
    
�n

n

i

n

ip p p= ∈ = >
=
∑{ :  ,  }�

1

1 0  – ÒËÏÔÎÂÍÒ ÒÚÓ„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ‚ÂÓ-

flÚÌÓÒÚÌ˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚. ùÎÂÏÂÌÚ p ∈ �n fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ n-ÚÓ˜Â˜ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚‡ {1, ..., n } Ò p(i ) = pi. ùÎÂÏÂÌÚ u Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡   Tp n( )� =

= ∈ =
=
∑{ :  }u un

i

n

i�

1

0  ‚ ÚÓ˜ÍÂ p ∈ �n ÂÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËÂfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Ò {1, ..., n} Ò

u(i) = ui.
åÂÚËÍ‡ îË¯Â‡ ê‡Ó  gp Ì‡ �n fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ ‚˚-

‡ÊÂÌËÂÏ

g u
u

pp
i

n
i i

i

( , )v
v=

=
∑

1

‰Îfl Î˛·˚ı u Tp n, ( ),v ∈ �  Ú.Â. fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ îË¯Â‡ Ì‡ �n.
åÂÚËÍ‡ îË¯Â‡ – ê‡Ó fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ (Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÔÓÒÚÓflÌÌÓ„Ó ÏÌÓ-
ÊËÚÂÎfl) ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ �n, ÒÛÊ‡ÂÏÓÈ ÔË ÒÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍÓÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËË
([Chen72]).

åÂÚËÍ‡ îË¯Â‡ – ê‡Ó ËÁÓÏÂÚË˜‡ (ÒÏ. ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ p p pn→ 2 1( ,..., )) ÒÚ‡Ì-
‰‡ÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÂ Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÒÙÂ˚ ‡‰ËÛÒ‡ ‰‚‡ ‚ � n . í‡ÍÓÂ
ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌËÂ �n ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ì‡ �n „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ì‡Á˚‚‡Â-
ÏÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ îË¯Â‡ (ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Åı‡ÚÚ‡˜‡¸fl 1), ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÙÓÏÛÎ˚

2 1 2 1 2arccos ./ /p qi i
i

∑










åÂÚËÍ‡ îË¯Â‡–ê‡Ó ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‡Ò¯ËÂÌ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó   � n
np= ∈{ ,�

pi > 0} ‚ÒÂı ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ÒÚÓ„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ÏÂ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â {1, ..., n}. Ç ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ �n ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

2
2

1 2

i
i ip q∑ −( )









/

‰Îfl Î˛·˚ı   p q n, ∈ �  (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ïÂÎÎËÌ‰ÊÂ‡, „Î. 14).

åÓÌÓÚÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ �n ·Û‰ÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı n × n  Ï‡ÚËˆ, ‡ � ⊂  Mn  –

ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ‚ÒÂı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı n × n Ï‡ÚËˆ. èÛÒÚ¸
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  � � � �⊂ = ∈ =,  { :  Tr }ρ ρ 1  – ·Û‰ÂÚ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ‚ÒÂı Ï‡ÚËˆ ÔÎÓÚÌÓÒÚË.
ä‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰Îfl � ‚ ÚÓ˜ÍÂ ρ ∈ �  fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó

  T x M x xp n( ) { :  },*� = ∈ =  Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ˝ÏËÚÓ‚˚ı n × n Ï‡ÚËˆ. ä‡Ò‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Tρ(�) ‚ ÚÓ˜ÍÂ ρ ∈ � ÂÒÚ¸ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ·ÂÒÒÎÂ‰Ó‚˚ı (Ú.Â.
ËÏÂ˛˘Ëı ÌÛÎÂ‚ÓÈ ÒÎÂ‰) Ï‡ÚËˆ ‚ Tρ(�).

êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ λ Ì‡ � Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

λ λρ ρh h u h u u u( ) ( ( ), ( )) ( , )<

‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl Î˛·˚ı ρ ∈ �, Î˛·˚ı u ∈ Tρ(�) Ë Î˛·˚ı ‚ÔÓÎÌÂ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı
ÒÓı‡Ìfl˛˘Ëı ÒÎÂ‰˚ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ h, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı ÒÚÓı‡ÒÚË˜ÂÒÍËÏË ÓÚÓ·‡-
ÊÂÌËflÏË. Ç ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ([Petz96]), λ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÂÂ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í 

  
λρ ρ( , ) Tr ( , ),u uJ u uv =  „‰Â Jρ – ÓÔÂ‡ÚÓ ‚Ë‰‡

J
f L R Rρ

ρ ρ ρ
= 1

( / )
. á‰ÂÒ¸ Lρ Ë Rρ – ÎÂ‚˚È Ë Ô‡‚˚È ÓÔÂ‡ÚÓ˚ ÛÏÌÓÊÂÌËfl, ‡ f:

(0, ∞ ) → �  – ÓÔÂ‡ÚÓ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË, ÍÓÚÓ˚È ÒËÏÏÂÚË˜ÂÌ, Ú.Â.
f t tf t( ) ( ),= −1  Ë ÌÓÏËÓ‚‡Ì, Ú.Â. 

  
f J( ) .  ( ) ,1 1 1= = −

ρ ρv v  ÂÒÎË v Ë ρ  ÍÓÏÏÛÚËÛ˛Ú

ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ, Ú.Â. Î˛·‡fl ÏÓÌÓÚÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‡‚Ì‡ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÂ
îË¯Â‡ Ì‡ ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì˚ı ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËflı. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚Â ÏÂÚ-
ËÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ËÌÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË îË¯Â‡ Ì‡ ÍÎ‡ÒÒÂ ÔÎÓÚ-
ÌÓÒÚÂÈ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl (ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÈ ËÎË ÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì˚È ÒÎÛ˜‡È) Ì‡ ÍÎ‡ÒÒ Ï‡ÚËˆ
ÔÎÓÚÌÓÒÚË (Í‚‡ÌÚÓ‚˚È ËÎË ÌÂÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì˚È ÒÎÛ˜‡È), ÔËÏÂÌflÂÏ˚ı ‚ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ
ÒÚ‡ÚËÒÚËÍÂ Ë ÚÂÓËË ËÌÙÓÏ‡ˆËË. àÏÂÌÌÓ � fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÚÓ˜Ì˚ı
ÒÓÒÚÓflÌËÈ n-ÛÓ‚ÌÂ‚ÓÈ Í‚‡ÌÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚.

åÓÌÓÚÓÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ 
 
λρ

ρ ρ ρ
( , Tr

( / )
( )u u

f L R R
v v

1
 ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ËÌ‡˜Â Í‡Í

λρ ρ ρ( , ) Tr ( )( ),u uc L Rv v=  „‰Â ÙÛÌÍˆËfl c x y
f x y y

( , )
( / )

= 1
 fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ åÓÓÁÓ-

‚‡–óÂÌˆÓ‚‡, ÓÚÌÓÒfl˘ÂÈÒfl Í λ .
åÂÚËÍ‡ ÅÛÂÒ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ‰Îfl

f t
i

( ) = +1

2
 (‰Îfl c x y

x y
( , ) ).=

+
2

 Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â 
  
J g g gρ ρ ρ( ) ,  ,v v= + = 2  ÂÒÚ¸ ÒËÏÏÂÚ-

Ë˜Ì‡fl ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl.
åÂÚËÍ‡ Ô‡‚ÓÈ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÈ ÏÓÌÓÚÓÌ-

ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËË f t
t

t
( ) =

+
2

1
 (ÙÛÌÍˆËË c x y

x y

xy
( , ) ).= +

2
 Ç

˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Jρ ρ ρ( ) ( )v v v= +− −1

2
1 1  – Ô‡‚‡fl ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl.

åÂÚËÍ‡ ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚‡–äÛ·Ó–åÓË ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÔË f x
x

x
( )

ln
= −1

 (ÔË c x y( , ) =

= −
−

ln ln
).

x y

x y
 ÖÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í 

  
λ ρ ρρ( , ) Tr( ) ( ) .,u

s t
su ln t s tv v= ∂

∂ ∂
+ + | =

2

0

åÂÚËÍË ÇË„ÌÂ‡–üÌ‡ÒÂ–Ñ‡ÈÒÓÌ‡ λρ
α  fl‚Îfl˛ÚÒfl ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚ÏË ‰Îfl α ∈ [–3,3].

ÑÎfl α = ±1 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚËÍÛ ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚‡–äÛ·Ó–åÓË; ‰Îfl α = ±3 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÏÂÚ-



ÉÎ‡‚‡ 7. êËÏ‡ÌÓ‚˚ Ë ùÏËÚÓ‚˚ ÏÂÚËÍË 131

ËÍÛ Ô‡‚ÓÈ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ. ç‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ ‚ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Â fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÂÚËÍ‡ ÇË„ÌÂ‡–üÌ‡ÒÂ–Ñ‡ÈÒÓÌ‡ , ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ‰Îfl α = 0.

åÂÚËÍ‡ ÅÛÂÒ‡
åÂÚËÍ‡ ÅÛÂÒ‡ (ËÎË ÒÚ‡ÚËÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡) ÂÒÚ¸ ÏÓÌÓÚÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË � ‚ÒÂı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı n × n Ï‡ÚËˆ,
Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ 

  
λρ ρ( , ) Tr ( ),u uJv v=  „‰Â 

  
J g g gρ ρ ρ( ) ,  ,v v= + = 2  ÂÒÚ¸

ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl. ùÚÓ Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ËÁ ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚ı
ÏÂÚËÍ.

ÑÎfl Î˛·˚ı ρ ρ1 2, ∈ �  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÅÛÂÒ‡, Ú.Â. „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÏÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ ÅÛÂÒ‡, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Í‡Í

2 21 2 1
1 2

2 1
1 2 1 2

Tr Tr Tr ./ / /
ρ ρ ρ ρ ρ+ − ( )

ç‡ ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË � �= ∈ ={ :  Tr }ρ ρ 1  Ï‡ÚËˆ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÓÌÓ ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ

2 1
1 2

2
1 2 1 2

arccos Tr ./ / /
ρ ρ( )

åÂÚËÍ‡ Ô‡‚ÓÈ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ
åÂÚËÍ‡ Ô‡‚ÓÈ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ (ËÎË RLD-ÏÂÚËÍ‡) ÂÒÚ¸ ÏÓÌÓ-

ÚÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �  ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË ‚ÒÂı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌ˚ı n × n Ï‡ÚËˆ Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

λρ ρ( , ) Tr ( ),u uJv v=

„‰Â 
  
Jρ ρ ρ( ) ( )v v v= +− −1

3
1 1  – Ô‡‚‡fl ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl. ùÚÓ – Ì‡Ë·ÓÎ¸-

¯‡fl ÏÓÌÓÚÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡.

åÂÚËÍ‡ ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚‡–äÛ·Ó–åÓË
åÂÚËÍ‡ ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚‡-äÛ·Ó-åÓË (ËÎË Çäå-ÏÂÚËÍ‡) ÂÒÚ¸ ÏÓÌÓÚÓÌÌ‡fl ÏÂÚ-

ËÍ‡ Ì‡ � ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË ‚ÒÂı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı n × n
Ï‡ÚËˆ, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

  
λ ρ ρρ

α
α( , ) Tr ( ) ln( ) .,u

t s
f su t s tv v= ∂

∂ ∂
+ + | =

2

0

åÂÚËÍË ÇË„ÌÂ‡–üÌ‡ÒÂ–Ñ‡ÈÒÓÌ‡
åÂÚËÍË ÇË„ÌÂ‡–üÌ‡ÒÂ–Ñ‡ÈÒÓÌ‡ (ËÎË WYD-ÏÂÚËÍË) Ó·‡ÁÛ˛Ú ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó

ÏÂÚËÍ Ì‡ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË � ‚ÒÂı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı Ï‡Ú-
Ëˆ, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

λ ρ ρρ
α

α α( , ) Tr ( ) ( ) .,u
t s

f tu f s s tv v= ∂
∂ ∂

+ + |− =

2

0

„‰Â f x xα

α

α
( ) ,=

−

−
2

1

1

2  ÂÒÎË α ≠ 1, Ë ln x, ÂÒÎË α  = 1. ùÚË ÏÂÚËÍË ·Û‰ÛÚ ÏÓÌÓÚÓÌ-

Ì˚ÏË ‰Îfl α ∈  [–3,3]. ÑÎfl α = ±1 ÔÓÎÛ˜ËÏ ÏÂÚËÍÛ ÅÓ„ÓÎ˛·Ó‚‡–äÛ·Ó–åÓË, ‡ ‰Îfl
α = ±3 – ÏÂÚËÍÛ Ô‡‚ÓÈ ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ.
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åÂÚËÍ‡  ÇË„ÌÂ‡–üÌ‡ÒÂ  (ËÎË  WY-ÏÂÚËÍ‡)  λρ  fl‚ÎflÂÚÒfl  ÏÂÚËÍÓÈ  ÇË„ÌÂ‡–

üÌ‡ÒÂ–Ñ‡ÈÒÓÌ‡ λρ
0 ,  ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ‰Îfl α = 0. ÖÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

λρ ρ ρ( , ) Tr ( ),u u L Rv v= +( )4
2

Ë ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡. ÑÎfl Î˛·˚ı  ρ ρ1 2, ∈ �  „ÂÓ‰Â-
ÁË˜ÂÒÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÂ WY-ÏÂÚËÍÓÈ, ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ ‚Ë‰

2 21 2 1
1 2

2
1 2Tr Tr Tr ./ /ρ ρ ρ ρ+ − ( )

ç‡ ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË  � �= ∈ ={ :  Tr }ρ ρ 1  Ï‡ÚËˆ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÓÌÓ ·Û‰ÂÚ ‡‚ÌÓ

2 1
1 2

2
1 2arccos Tr ./ /ρ ρ( )

åÂÚËÍ‡ äÓÌÌ‡
ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl, ÏÂÚËÍ‡ äÓÌÌ‡ – ˝ÚÓ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ (ËÁ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚ÒÂı ‚ÂÓflÚ-

ÌÓÒÚÌ˚ı ÏÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï  Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÒÚÓflÌËÈ Î˛·ÓÈ ÛÌËÚ‡Î¸ÌÓÈ C-‡Î-
„Â·˚) ÏÂÚËÍË ä‡ÌÚÓÓ‚Ë˜‡, å˝ÎÎÓÛÁ‡–åÓÌÊ‡–Ç‡ÒÒÂ¯ÚÂÈÌ‡, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Í‡Í ÎËÔ-
¯ËˆÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÏÂ‡ÏË.

èÛÒÚ¸ Mn – „Î‡‰ÍÓÂ n-ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ. èÛÒÚ¸ A C Mn= ∞ ( )  – (ÍÓÏÏÛÌËÚ‡-
ÚË‚Ì‡fl) ‡Î„Â·‡ „Î‡‰ÍËı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÁÌ‡˜Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ Mn, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ÏË ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â H L M Sn= 2 ( , )  Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓ
ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒÂÍˆËÈ ‡ÒÒÎÓÂÌËfl ÒÔËÌÓÓ‚ Ì‡ Mn: ( )( ) ( ) ( )f p f p pξ ξ=  ‰Îfl ‚ÒÂı f ∈  A
Ë ‚ÒÂı ξ ∈ H. èÛÒÚ¸ D – ÓÔÂ‡ÚÓ ÑË‡Í‡. èÛÒÚ¸ ÍÓÏÏÛÚ‡ÚÓ [D, f] ‰Îfl f ∈  A ÂÒÚ¸
ÛÏÌÓÊÂÌËÂ äÎËÙÙÓ‰‡ Ì‡ „‡‰ËÂÌÚ ∇ f, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ Â„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ ÌÓÏ˚ || ⋅ || ‚ ç
Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í [ , ] sup .D f f

p M n= ∇
∈

åÂÚËÍÓÈ äÓÌÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ M n, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ‚˚-
‡ÊÂÌËÂÏ

sup ( ) ( ) .
||[ , ]||f A D fi

f p f q
∈ ≤

−
1

Ñ‡ÌÌÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔËÏÂÌÂÌÓ Ú‡ÍÊÂ Í ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡Ï
Ë ‰‡ÊÂ Ó·Ó·˘ÂÌÓ Ì‡ "ÌÂÍÓÏÏÛÚ‡ÚË‚Ì˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡" (ÛÌËÚ‡Î¸Ì˚Â C*-‡Î„Â·˚).
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‰Îfl ÔÓÏÂ˜ÂÌÌÓ„Ó Ò‚flÁÌÓ„Ó ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó „‡Ù‡ G = (V, E) Ò
ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ‚Â¯ËÌ V = {v1, ..., vn, ...} ÏÂÚËÍ‡ äÓÌÌ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

  
sup

||[ , ]|| || ||D f df
f f

i j
= ≤

−
1

v v

‰Îfl Î˛·˚ı v vi j V, ,∈  „‰Â 
  

f f f
i ii= < ∞

∑∑ v vv :  
2

 fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÙÓ-

Ï‡Î¸Ì˚ı ÒÛÏÏ f, Ó·‡ÁÛ˛˘Ëı „ËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Ë [ , ]D f  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl

Í‡Í 

  

[ , ] sup ( ) .
deg( ) /

D f f f
k

k i
= −











=
∑

1

1 2
1v

v v
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7.3. ùêåàíéÇõ  åÖíêàäà  à  àïï  éÅéÅôÖçàü

ÇÂÍÚÓÌ˚Ï ‡ÒÒÎÓÂÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡Í‡fl „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÍÓÌÒÚÛÍˆËfl, ‚ ÍÓÚÓÓÈ
Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ å ÒÚ‡‚ËÚÒfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ú‡Í, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ˝ÚË ‚ÂÍÚÓÌ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, "ÒÍÎÂÂÌÌ˚Â ‚ÏÂÒÚÂ",
Ó·‡ÁÛ˛Ú ‰Û„ÓÂ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ö. çÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ π:
E → M Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÂÍˆËÂÈ Ö Ì‡ å. ÑÎfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË p ∈  M ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó π–1(p) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ÌËÚ¸˛ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂÌËfl. ÑÂÈÒÚ-
‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï) ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ‡ÒÒÎÓÂÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ
‡ÒÒÎÓÂÌËÂ π: E → M, ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â ÌËÚË π–1(p), p ∈  M ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl ‰ÂÈÒÚ-
‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ÏË) ‚ÂÍÚÓÌ˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

Ç ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË p ∈  M ˝ÎÂÏÂÌÚ‡-
Ì‡fl ÌËÚ¸ π–1(p) ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚„Îfl‰ËÚ Í‡Í ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n, Ú.Â. ËÏÂÂÚÒfl
ÓÚÍ˚Ú‡fl ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ U ÚÓ˜ÍË , Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ n Ë „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ ϕ :

  U Un× → −� π 1( ), Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl ‚ÒÂı   x U n∈ ∈,  v �  Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ   π ϕ( ( , ) ,x v v=
Ë ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ v v→ ϕ( , )x  ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ËÁÓÏÓÙËÁÏ ÏÂÊ‰Û �n Ë π–1(x). åÌÓÊÂÒÚ‚Ó U
ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ϕ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÚË‚Ë‡ÎËÁ‡ˆËÂÈ ‡ÒÒÎÓÂÌËfl. ÖÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
"„ÎÓ·‡Î¸Ì‡fl ÚË‚Ë‡ÎËÁ‡ˆËfl", ÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
π:  M Mn× →�  ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Ï. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ‚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ
‡ÒÒÎÓÂÌËË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË p ∈  M ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì‡fl ÌËÚ¸ π–1(p) ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚„Îfl‰ËÚ
Í‡Í ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �n. éÒÌÓ‚Ì˚Ï ÔËÏÂÓÏ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó
‡ÒÒÎÓÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ π:  ,U Un× →�  „‰Â U – ÓÚÍ˚ÚÓÂ
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �k.

Ç‡ÊÌ˚ÏË ÓÒÓ·˚ÏË ÒÎÛ˜‡flÏË ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ T (Mn) Ë ÍÓÍ‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ T*(Mn) ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸-
ÌÓ„Ó n-ÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl 

  
M Mn n

� = .  Ç‡ÊÌ˚ÏË ÓÒÓ·˚ÏË ÒÎÛ˜‡flÏË ÍÓÏÔÎÂÍÒ-
ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ Ë ÍÓÍ‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ
‡ÒÒÎÓÂÌËÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó n-ÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl.

àÏÂÌÌÓ, ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ n–ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ 
  
Mn

�  fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸˛, „ÓÏÂÓÏÓÙÌÓÈ
ÓÚÍ˚ÚÓÏÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û n-ÏÂÌÓ„Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n, Ë
ËÏÂÂÚÒfl Ú‡ÍÓÈ ‡ÚÎ‡Ò Í‡Ú, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÒÏÂÌ‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÏÂÊ‰Û Í‡Ú‡ÏË ÓÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË. (äÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ) Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ 

  
T Mn

� �( ) ÍÓÏÔ-

ÎÂÍÒÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl 
  
Mn

�  ÂÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ ‚ÒÂı (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı) Í‡Ò‡-

ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Mn
�  ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ p Mn∈ � .  Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Í‡Í

ÍÓÏÔÎÂÍÒËÙËÍ‡ˆË˛ 
  
T M T Mn n

� � � �( ) ( )⊗ = ⊗  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂÌËfl, Ë ÓÌÓ ·Û‰ÂÚ Ì‡Á˚‚‡Ú¸Òfl ÍÓÏÔÎÂÍÒËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚Ï Í‡Ò‡-
ÚÂÎ¸Ì˚Ï ‡ÒÒÎÓÂÌËÂÏ Mn

� .  äÓÏÔÎÂÍÒËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÂ ÍÓÍ‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ

  
Mn

�  ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Í‡Í T Mn*( ) .⊗ �  ã˛·ÓÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ n-ÏÂ-

ÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ 
  
M Mn n

� =  ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÓÒÓ·˚È ÒÎÛ˜‡È ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸-
ÌÓ„Ó 2n-ÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓ„Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. äÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÒÚÛÍÚÛ‡ Ì‡ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚÛÍÚÛÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ì‡ V,
ÍÓÚÓ‡fl ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏ‡ Ò ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ. éÌ‡ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛
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ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ˜ËÒÎÓ , ÓÎ¸ ÍÓÚÓÓ„Ó ÏÓÊÂÚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÎËÌÂÈÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ J V V J id:  ,  ,→ = −2  „‰Â id ÂÒÚ¸ ÚÓÊ‰ÂÒÚ-
‚ÂÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ.

ë‚flÁ¸ (ËÎË ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÔÓÒÓ·ÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÓ-
ËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl ‚‰ÓÎ¸ ‰Û„Ó„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl ‚ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË.
åÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Ò‚flÁ¸˛ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ‡fl Ò‚flÁÌ¸ ‚ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË π:
E → M, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÏ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏÓÈ ‚ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÌËÚflı, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ
Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚È ÔÂÂÌÓÒ ‚‰ÓÎ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÍÛÒÓ˜ÌÓ „Î‡‰ÍÓÈ ÍË‚ÓÈ ‚ å ÒÓı‡ÌflÂÚ
ÙÓÏÛ, Ú.Â. ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‰‚Ûı ‚ÂÍÚÓÓ‚ ÌÂ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÔË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÏ
ÔÂÂÌÓÒÂ. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚ ÏÂÚË-
˜ÂÒÍ‡fl Ò‚flÁ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ Ò‚flÁ¸˛. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ‡ÌÚËÒËÏ-
ÏÂÚË˜ÌÓÈ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚ ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl Ò‚flÁ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓÈ
Ò‚flÁ¸˛.

åÂÚËÍ‡ ‡ÒÒÎÓÂÌËfl
åÂÚËÍÓÈ ‡ÒÒÎÓÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË.

ùÏËÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ùÏËÚÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË π: E → M Ì‡-

Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ ˝ÏËÚÓ‚˚ı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÈ (Ú.Â. ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÒÂÒÍËÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÓÏ) Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ÌËÚË
E p p Mp = ∈−π 1( ),  ,  ÍÓÚÓ˚Â „Î‡‰ÍÓ ÏÂÌfl˛ÚÒfl Ò ÚÓ˜ÍÓÈ  ‚ å. ã˛·ÓÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ
‚ÂÍÚÓÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ˝ÏËÚÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ.

éÒÌÓ‚Ì˚Ï ÔËÏÂÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ

  π:  ,U Un× →�  „‰Â U  – ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ �k. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ˝ÏËÚÓ‚Ó
ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �n Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ˝ÏËÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ‡ÒÒÎÓÂÌËË

  π:  U Un× →�  Á‡‰‡ÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

〈 〉 =u u HT, ,v v

„‰Â ç – ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ˝ÏËÚÓ‚‡ Ï‡ÚËˆ‡, Ú.Â. ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl n × n
Ï‡ÚËˆ‡, ÓÚ‚Â˜‡˛˘‡fl ÛÒÎÓ‚ËflÏ H H HT* = =  Ë   v vT H > 0  ‰Îfl ‚ÒÂı v ∈ �n \ { }.0

Ç ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ 〈 〉 =
=
∑u u
i

n

i, .v vi
1

Ç‡ÊÌ˚Ï ÓÒÓ·˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ˝ÏËÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ h Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„Ó-
Ó·‡ÁËË Mn, Ú.Â. Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓÏ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË  T Mn( ) ⊗ �

ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍË. Ç ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â h = g + iw, „‰Â ÂÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ g fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ‡ ÂÂ
ÏÌËÏ‡fl ˜‡ÒÚ¸ w – ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ·ËÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏÓÈ, Ì‡Á˚-
‚‡ÂÏÓÈ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ. á‰ÂÒ¸ Ï˚ ËÏÂÂÏ Ë g(J(x), J(y)) = g(x, y), w(J(x),
J(y)) = w(x, y) Ë w(x, y) = g(x, J(y)), „‰Â ÓÔÂ‡ÚÓ J fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ
ÒÚÛÍÚÛ˚ Ì‡ Mn, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, J(x) = ix. ã˛·‡fl ËÁ ÙÓÏ g, w ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ
h. íÂÏËÌ "˝ÏËÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡" ÓÚÌÓÒËÚÒfl Ú‡ÍÊÂ Ë Í ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ
ÏÂÚËÍÂ g, ÍÓÚÓ‡fl ÔË‰‡ÂÚ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛ ˝ÏËÚÓ‚Û Mn ÒÚÛÍÚÛÛ.

ç‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË ˝ÏËÚÓ‚Û ÏÂÚËÍÛ h ÏÓÊÌÓ ‚˚‡ÁËÚ¸ ‚ ÎÓ-
Í‡Î¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ˜ÂÂÁ ˝ÏËÚÓ‚ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚È ÚÂÌÁÓ ((hij)):

  

h h d dij i j
i j

= ⊗∑ z z ,
,



ÉÎ‡‚‡ 7. êËÏ‡ÌÓ‚˚ Ë ùÏËÚÓ‚˚ ÏÂÚËÍË 135

„‰Â ((hij)) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ˝ÏËÚÓ‚ÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ. íÓ„‰‡ ÒÓÓÚ-

‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl ÙÓÏ‡ w ÔËÏÂÚ ‚Ë‰ 

 

w
i

h d dij i j
i j

= ⊗∑2
z z .

,

ùÏËÚÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ (ËÎË ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ˝ÏËÚÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

åÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡
åÂÚËÍÓÈ äÂıÎÂ‡ (ËÎË ÍÂıÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÏËÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡

h = g + iw Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn, ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl ÙÓÏ‡ w ÍÓÚÓÓÈ
fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ, Ú.Â. Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ dw = 0. ä˝ÎÂÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ
fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌ˚Ï Í˝ÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ.

ÖÒÎË h ‚˚‡ÊÂÌ‡ ‚ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı, Ú.Â. 

 

h h d dij i j
i j

= ⊗∑ z z
,

,  ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-

ÒÚ‚Û˛˘Û˛ ÙÓÏÛ w ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í 

  

w
i

h d dij i j
i j

= ∧∑2
z z

,

, „‰Â ∧  fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì-

ÚËÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï V-ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ, Ú.Â. dx ∧  dy = –dy ∧  dx (ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, dx ∧  dx =
= 0). àÏÂÌÌÓ, w fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ 2-ÙÓÏÓÈ Ì‡ M n, Ú.Â. ÚÂÌÁÓÓÏ
‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Ï ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË Î˛·ÓÈ Ô‡˚
ËÌ‰ÂÍÒÓ‚: w f h dx dxij ij

i i

i j

= ∧∑
,

,  „‰Â fij ÂÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl Ì‡ Mn. ÇÌÂ¯Ìflfl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl dw

ÙÓÏ˚ w Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í dw
f

dx
dx dx dx

k

ij

k
k

i j
i k=

∂
∧ ∧∑∑

,

.  ÖÒÎË dw = 0, ÚÓ w fl‚ÎflÂÚÒfl

ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓÈ (Ú.Â. Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ) ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ 2-ÙÓÏÓÈ.
í‡ÍËÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â 2-ÙÓÏ˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÙÓÏ‡ÏË äÂıÎÂ‡.

íÂÏËÌ "ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡" ÏÓÊÌÓ ÓÚÌÂÒÚË Ú‡ÍÊÂ Ë Í ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Ë-
Ï‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÂ g, ÍÓÚÓ‡fl ÔË‰‡ÂÚ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛ Mn ÍÂıÎÂÓ‚Û ÒÚÛÍÚÛÛ. íÓ„‰‡
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ äÂıÎÂ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ
ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ë Í˝ÎÂÓ‚ÓÈ ÙÓÏÓÈ Ì‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË.

åÂÚËÍ‡ ïÂÒÒÂ
ÑÎfl „Î‡‰ÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË f Ì‡ ÓÚÍ˚ÚÓÏ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÏÂÚËÍ‡ ïÂÒÒÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

g
f

x xij
i j

= ∂
∂ ∂

2

.

åÂÚËÍÛ ïÂÒÒÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ‡ÙÙËÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ äÂıÎÂ‡, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË ËÏÂÂÚ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ‚Ë‰‡

  

∂
∂ ∂

2 f

i jz z
.

åÂÚËÍ‡ ä‡Î‡·Ë–üÓ
åÂÚËÍÓÈ ä‡Î‡·Ë–üÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl êË˜˜Ë-

ÔÎÓÒÍÓÈ.
åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ä‡Î‡·Ë–üÓ (ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ä‡Î‡·Ë–üÓ) – Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌÓÂ ÍÓÏÔ-

ÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ ä‡Î‡·Ë–üÓ. Ö„Ó ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡Ú-
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Ë‚‡Ú¸ Í‡Í 2n–ÏÂÌÓÂ (¯ÂÒÚËÏÂÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÓÒÓ·˚È ËÌÚÂÂÒ) „Î‡‰ÍÓÂ
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ò „ÛÔÔÓÈ „ÓÎÓÌÓÏËË (Ú.Â. ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ ÎËÌÂÈÌ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ Í‡-
Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚, ÔÓËÒÚÂÍ‡˛˘Ëı ËÁ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ„Ó ÔÂÂÌÓÒ‡ ‚‰ÓÎ¸ Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı
ÍÓÌÚÛÓ‚) ‚ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ÛÌËÚ‡ÌÓÈ „ÛÔÔÂ.

åÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡
åÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡) – ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡ Ì‡

ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn, Û ÍÓÚÓÓÈ ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ êË˜˜Ë ÔÓÔÓˆËÓ-
Ì‡ÎÂÌ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÚÂÌÁÓÛ. ùÚ‡ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ
Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎfl ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ ‚ Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË.

åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ äÂıÎÂ‡–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ (ËÎË ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡) Ì‡Á˚‚‡-
ÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ äÂıÎÂ‡–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡.
Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÚÂÌÁÓ ÍË‚ËÁÌ˚ êË˜˜Ë, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚È Í‡Í ÓÔÂ‡ÚÓ Ì‡ Í‡Ò‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÏÌÓÊÂÌËÂÏ Ì‡ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÛ.

í‡Í‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ì‡ Î˛·ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË   D
n⊂ � ,  ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl Ó„‡ÌË-

˜ÂÌÌÓÈ Ë ÔÒÂ‚‰Ó‚˚ÔÛÍÎÓÈ. ÖÂ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  

ds
u

d d
i j i j

j
2

2

= ∂
∂ ∂∑

,

( )
,

z
z z

z zi

„‰Â u ÂÒÚ¸ Â¯ÂÌËÂ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë: 
  
det e

∂
∂ ∂









 =

2
2u

i j

u

z z
 Ì‡ D, Ë Ì‡ u = ∞ Ì‡ ∂D.

åÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. ç‡ Â‰ËÌË˜ÌÓÏ ‰ËÒÍÂ

    ∆ = ∈ <{ : | | }z z� 1  ÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÏÂÚËÍÓÈ èÛ‡ÌÍ‡Â.

åÂÚËÍ‡ ïÓ‰Ê‡
åÂÚËÍ‡ ïÓ‰Ê‡ – ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡, ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì‡fl ÙÓÏ‡ w ÍÓÚÓÓÈ ÓÔÂ-

‰ÂÎflÂÚ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚È ÍÎ‡ÒÒ ÍÓ„ÓÏÓÎÓ„ËÈ ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ËÏÂÂÚ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â
ÔÂËÓ‰˚.

åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ïÓ‰Ê‡ – ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ ïÓ‰-
Ê‡. äÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ ïÓ‰Ê‡ ÚÓ„‰‡
Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ ËÁÓÏÓÙÌÓ „Î‡‰ÍÓÏÛ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÏÛ ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛
ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

åÂÚËÍ‡ îÛ·ËÌË–òÚÛ‰Ë
åÂÚËÍ‡ îÛ·ËÌË–òÚÛ‰Ë – ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÏ ÔÓ-

ÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �Pn, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ˜ÂÂÁ ˝ÏËÚÓ‚Ó ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ 〈  , 〉‚ �n+1.
éÌ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
x x dx dx x dx x dx

x x
2

2= 〈 〉〈 〉 − 〈 〉〈 〉
〈 〉

, , , ,

,
.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË   ( : ... : ),  ( : ... : ) ,x x y y Pn n
n

1 1 1 1+ + ∈ �  „‰Â x =
= (x1, ..., xn+1), y = (y1, ..., yn+1) ∈  Cn\{0}, ‡‚ÌÓ

arccos
x, y

, ,
.

〈 〉
〈 〉〈 〉x x y y

åÂÚËÍ‡ îÛ·ËÌË–òÚÛ‰Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ ïÓ‰Ê‡. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó �Pn, ÒÌ‡·-
ÊÂÌÌÓÂ ÏÂÚËÍÓÈ îÛ·ËÌË–òÚÛ‰Ë, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÏËÚÓ‚˚Ï ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (ÒÏ. ùÏËÚÓ‚‡ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡).
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åÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡
åÂÚËÍÓÈ ÅÂ„Ï‡Ì‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡ Ì‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË

D ⊂ �n, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

 

ds
K

d d
i j i j

i j
2

2

= ∂
∂ ∂∑

,

ln ( , )
,

z z
z z

z z

„‰Â K(z, u) fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ fl‰‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡. åÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡ ÓÚ-
ÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡‚ÚÓÏÓÙËÁÏÓ‚ Ó·Î‡ÒÚË D; ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ, ÂÒÎË Ó·Î‡ÒÚ¸ D Ó‰ÌÓ-
Ó‰Ì‡. ÑÎfl Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‰ËÒÍ‡     ∆ = ∈ <{ : | | }z z� 1  ÏÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò
ÏÂÚËÍÓÈ èÛ‡ÌÍ‡Â (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ -ÏÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡, „Î. 13).

îÛÌÍˆËfl fl‰‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ‡ÒÒÏÓÚËÏ Ó·Î‡ÒÚ¸
D ⊂ �n, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË f ≠ 0 ÍÎ‡ÒÒ‡ L2(D) ÔÓ
ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÎÂ·Â„Ó‚ÓÈ ÏÂÂ; ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ˝ÚËı ÙÛÌÍˆËÈ Ó·‡ÁÛÂÚ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó L D L Da2 2, ( ) ( )⊂  Ò ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚Ï ·‡ÁËÒÓÏ (φi)i; ÙÛÌÍˆËfl fl‰‡

ÅÂ„Ï‡Ì‡ ‚ Ó·Î‡ÒÚË  D D n× ⊂ �2  Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í 
  
K u uD

i
i( , ) ( ).z =

=

∞

∑
1

φ

ÉËÔÂÍÂıÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
ÉËÔÂÍÂıÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ g Ì‡ 4n-ÏÂÌÓÏ Ë-

Ï‡ÌÓ‚ÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË, ÒÓ‚ÏÂÒÚËÏ‡fl Ò Í‚‡ÚÂÌËÓÌÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ Ì‡ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ
‡ÒÒÎÓÂÌËË ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl. àÏÂÌÌÓ, ÏÂÚËÍ‡ g fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ äÂıÎÂ‡ ÔÓ
ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÚÂÏ ÒÚÛÍÚÛ‡Ï äÂıÎÂ‡ (I, wI, g), (J, wJ, g) Ë (K, wK, g), ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘ËÏ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï ÒÚÛÍÚÛ‡Ï, Í‡Í ˝Ì‰ÓÏÓÙËÁÏ‡Ï Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÒÒÎÓÂ-
ÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ÓÚ‚Â˜‡˛Ú ÛÒÎÓ‚ËflÏ Í‚‡ÚÂÌËÓÌÌÓÈ ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁË

I J K IJK JIK2 2 2 1= = = = − = − .

ÉËÔÂÍÂıÎÂÓ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·-
ÊÂÌÌÓÂ „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ. ùÚÓ – ÓÒÓ·˚È ÒÎÛ˜‡È ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl äÂıÎÂ‡.
ÇÒÂ „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚˚ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl êË˜˜Ë-ÔÎÓÒÍËÏË. äÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Â ˜ÂÚ˚-
ÂıÏÂÌ˚Â „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚˚ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl K3-ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË Ë ËÁÛ˜‡-
˛ÚÒfl ‚ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÈ „ÂÓÏÂÚËË.

åÂÚËÍ‡ ä‡Î‡·Ë
åÂÚËÍ‡ ä‡Î‡·Ë – „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÍÓÍ‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË

T Pn*( )� +1  ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡  �Pn+1.  ÑÎfl n  = 4k + 4 ˝Ú‡
ÏÂÚËÍ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì‡ ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
dr

r
r r r r r2

2

1
2 4 2 2

1
2

2
2 2

1
2

2
2 2

1

2

2

2

1

1

4
1

1

2
1

1

2
1=

−
+ − + + + − + + + +









−

− ∑ ∑( ) ( ) ( )( ) ( ) ,λ ν ν σ σα α
α α

„‰Â λ ν ν σ σα α
αα

, , , , ,1 2 1 2
21
∑∑









  Ò α , ÔÓ·Â„‡˛˘ËÏ k ÁÌ‡˜ÂÌËÈ, fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎÂ‚ÓËÌ‚‡-

Ë‡ÌÚÌ˚ÏË 1-ÙÓÏ‡ÏË (Ú.Â. ÎËÌÂÈÌ˚ÏË ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË) Ì‡ ÒÏÂÊÌÓÏ
ÍÎ‡ÒÒÂ SU(k  + 2)/U(k). á‰ÂÒ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÌËÚ‡ÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ÍÓÏÔ-
ÎÂÍÒÌ˚ı k × k ÛÌËÚ‡Ì˚ı Ï‡ÚËˆ, ‡ SU(k) – ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ÛÌËÚ‡ÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ Ò
ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎÂÏ 1.

ÑÎfl k = 0 ÏÂÚËÍ‡ ä‡Î‡·Ë Ë ÏÂÚËÍ‡ ùÛ„Û˜Ë–ï˝ÌÒÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.
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åÂÚËÍ‡ ëÚÂÌÁÂÎfl
åÂÚËÍÓÈ ëÚÂÌÁÂÎfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÍÓÍ‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ

‡ÒÒÎÓÂÌËË T*(Sn+1) ÒÙÂ˚ Sn+1.

SO(3)-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
SO(3)-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl 4-ÏÂÌ‡fl „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ò

ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ, Á‡‰‡ÌÌ˚Ï ‚ ÙÓÏ‡ÎËÁÏÂ ÅË‡ÌÍË-IX Í‡Í

ds f t dt t b t c t2 2 2 2
1
2 2

2
2 2

3
2= + + +( ) ( ) ( ) ( ) ,σ σ σ σ

„‰Â ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Â 1-ÙÓÏ˚ σ1, σ2, σ3, ËÁ SO(3) ‚˚‡ÊÂÌ˚ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı Û„ÎÓ‚ ù

ÈÎÂ‡ θ, ψ, φ Í‡Í σ ψ θ θ ψ φ1
1

2
= −(sin sin cos ),d d  σ ψ θ θ ψ φ2

1

2
= +(cos sin sin ),d d

σ ψ θ φ3
1

2
= +( )d son d  Ë ÌÓÏ‡ÎËÁ‡ˆËfl ‚˚·‡Ì‡ Ú‡Í, ˜ÚÓ σ σ ε σ1

1

2
∧ =j ijk kd . äÓÓ-

‰ËÌ‡ÚÛ t ‚ÒÂ„‰‡ ÏÓÊÌÓ ‚˚·‡Ú¸ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÔÂÂÔ‡‡ÏÂÚ-

ËÁ‡ˆËË Ú‡Í, ˜ÚÓ f t abc( ) .= 1

2

åÂÚËÍ‡ ÄÚ¸fl–ïËÚ˜ËÌ‡
åÂÚËÍ‡ ÄÚ¸fl–ïËÚ˜ËÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ Â„ÛÎflÌÓÈ SO(3)-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÏÂÚ-

ËÍÓÈ Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds a b c
dk

k k K
a k b k c k2 2 2 2

2 2

2
2

1
2 2

2
2 2

3
21

4 1
=

−






+ + +
( )

( ) ( ) ( ) ,σ σ σ

„‰Â a, b, c – ÙÛÌÍˆËË ÓÚ k, ab = –K(k)(E(k) – K(k)), bc = –K(k)(E(k) – (1 – k2)K(k)),
ac = –K(k)(E(k) Ë K(k), E(k) – ÔÓÎÌ˚Â ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÂ ËÌÚÂ„‡Î˚ ÔÂ‚Ó„Ó Ë ‚ÚÓÓ„Ó

Ó‰‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ò 0 < k < 1. äÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ t Á‡‰‡ÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ t
K k

K k
= −2 1 2( )

( )π
 Ò

ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ‡‰‰ËÚË‚ÌÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ.
åÂÚËÍ‡ í‡Û·‡-NUT

åÂÚËÍÓÈ í‡Û·‡-NUT Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌ‡fl Â„ÛÎflÌ‡fl SO(3)-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚ-
ËÍ‡ Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
r m

r m
dr r m m

r m

r m
2 2 2 2

1
2

2
2 2

3
21

4
4= +

−
+ − + + −

+
( )( ) ,σ σ σ

„‰Â m – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÏÓ‰ÛÎ¸Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ, ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ r Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò t ÙÓÏÛÎÓÈ

r m
mt

= + 1

2
.

åÂÚËÍ‡ ùÛ„Û˜Ë Ë ï˝ÌÒÓÌ‡
åÂÚËÍÓÈ ùÛ„Û˜Ë–ï˝ÌÒÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌ‡fl Â„ÛÎflÌ‡fl SO(3)-ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl

ÏÂÚËÍ‡ Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds
dr

a

r

r
a

r
2

2

4
2

1
2

2
2

4

3
2

1

1=
− 





+ + + −



















σ σ σ ,
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„‰Â α  – ÏÓ‰ÛÎ¸Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ, ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ r Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ t ÙÓÏÛÎÓÈ
r2 = a2 coth(a2t).

åÂÚËÍ‡ ùÛ„Û˜Ë–ï˝ÌÒÓÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ä‡Î‡·Ë.

äÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡
äÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÙËÌÒÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl Ò‚ÂıÛ

ÙÛÌÍˆËfl   F T M: ( )* → +�  Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË M n Ò ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÏ
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ‡ÒÒÎÓÂÌËÂÏ T(Mn), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ:

1. F2 fl‚ÎflÂÚÒfl „Î‡‰ÍÓÈ Ì‡  
(

Mn ,, „‰Â   
(

Mn  – ‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ (‚ T(Mn)) ÌÛÎÂ‚Ó„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl.
2. F(p, x) > 0 ‰Îfl ‚ÒÂı Ë p ∈ Mn Ë .

x Mp
n∈ .

3. F(p, λx) = |λ|F(p, x) ‰Îfl ‚ÒÂı p ∈ Mn, x ∈ Tp(Mn) Ë λ ∈ �.
îÛÌÍˆËfl G = F2  ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ‚˚‡ÊÂÌ‡ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú

(p1, ..., pn, x1, ..., xn); ÙËÌÒÎÂÓ‚ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÙËÌÒÎÂÓ‚ÓÈ

ÏÂÚËÍË Á‡‰‡ÂÚÒfl Ï‡ÚËˆÂÈ (( )) ,G
F x

x xij
i

i j

= ∂ ∂ ∂
∂ ∂





















1

2

2 2

 Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ Ï‡ÚËˆÂÈ ãÂ‚Ë.

ÖÒÎË Ï‡ÚËˆ‡ ((Gij)) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ, ÚÓ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙËÌÒ-
ÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ F Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚÓ„Ó ÔÒÂ‚‰Ó‚˚ÔÛÍÎÓÈ.

èÓÎÛÏÂÚËÍ‡, ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘‡fl ‡ÒÒÚÓflÌËfl
èÛÒÚ¸ d – ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÍÎ‡ÒÒÂ � ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÏÌÓ„Ó-

Ó·‡ÁËÈ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÏ Â‰ËÌË˜Ì˚È ‰ËÒÍ     ∆ = ∈ <{ : | | }.z z� 1  éÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚ-
ËÍÓÈ, ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘ÂÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl  ‰Îfl ‚ÒÂı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ, ÂÒÎË ‰Îfl
Î˛·Ó„Ó ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl  f M M M M: , ,1 2 1 2→ ∈ �  ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó d(f(p),
f(q)) ≤ d(p, q) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl ‚ÒÂı p, q ∈  M1 (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë, åÂÚËÍ‡
ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË, åÂÚËÍ‡ ÇÛ).

åÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë
èÛÒÚ¸ D  – Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ �n. èÛÒÚ¸ �(∆, D) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ-

·‡ÊÂÌËÈ f: ∆ → D , „‰Â ∆ = {z ∈ �|z| < 1} – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‰ËÒÍ.
åÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë – êÓÈ‰ÂÌ‡) FK ÂÒÚ¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl

ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

    F u f D f f uK ( , ) inf{ : ( , ), ( ) , ( ) }z z= > ∃ ∈ = ′ =α α0 0 0� ∆

‰Îfl ‚ÒÂı z ∈  D Ë u ∈ � n. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÏÂÚËÍË èÛ‡ÌÍ‡Â Ì‡
ÏÌÓ„ÓÏÂÌ˚Â Ó·Î‡ÒÚË.  F u F uK C( , ) ( , ),z z≥  „‰Â FC – ÏÂÚËÍ‡ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË. ÖÒÎË D

‚˚ÔÛÍÎa Ë d u
u

D( , ) inf : ,  ,z z= + ∈ |







λ
α

α λÂÒÎË  |>  ÚÓ 
 

d u
F u F u

( , )
( , ) ( , )K C

z
z z

2
≤ = ≤

≤ d u( , ).z
ÑÎfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

  F p u f M f p f un
K ( , ) inf{ : ( , ), ( ) , ( ) }= > ∃ ∈ = ′ =α α0 0 0� ∆  ‰Îfl ‚ÒÂı p ∈ Mn Ë u ∈ Tp(Mn).

FK(p, u) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÌÓÏÓÈ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ u, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÔÓÎÛÌÓÏÓÈ
äÓ·‡È‡¯Ë. FK ·Û‰ÂÚ ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn ÚÛ„ÓÂ, Ú.Â. �(∆ , Mn) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Ï ÒÂÏÂÈÒÚ‚ÓÏ.
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èÓÎÛÏÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÈ ÙÓÏÓÈ Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó
ÔÓÎÛ‡ÒÒÚÓflÌËfl äÓ·‡È‡¯Ë (ËÎË ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËfl äÓ·‡È‡¯Ë) K

M n  Ì‡ Mn, ÍÓÚÓÓÂ

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. ÑÎfl Á‡‰‡ÌÌ˚ı p, q ∈ Mn ˆÂÔ¸ ‰ËÒÍÓ‚ α ÓÚ  ‰Ó q
ÂÒÚ¸ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ p p p p qk= =0 1, , ...,  ËÁ Mn, Ô‡ ÚÓ˜ÂÍ a b a bk k1 1, ;...; ,  Â‰Ë-
ÌË˜ÌÓ„Ó ‰ËÒÍ‡ ∆ Ë ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ f1, ..., fk ËÁ ∆  ‚ Mn, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ
f a pj

j j( ) = −1  Ë f b pj
j j( ) =  ‰Îfl ‚ÒÂı j . ÑÎËÌ‡ l(a) ˆÂÔË α  ‡‚Ì‡ d a bp ( , ) ...1 1 +

... ( , ),+ d a bp
k k  „‰Â dp ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â. èÓÎÛ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÓ·‡È‡¯Ë K

M n  Ì‡

Mn – ˝ÚÓ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Mn, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

K p q l
M n ( , ) inf ( ),=

α
α

„‰Â ËÌÙËÏÛÏ ‚ÁflÚ ÔÓ ‚ÒÂÏ ‰ÎËÌ‡Ï l(α) ˆÂÔÂÈ ‰ËÒÍÓ‚ α ÓÚ  ‰Ó q.
èÓÎÛ‡ÒÒÚÓflÌËÂ äÓ·‡È‡¯Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘ËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl ‚ÒÂı ‡Ì‡-

ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ. ùÚÓ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯‡fl ËÁ ‚ÒÂı ÔÓÎÛÏÂÚËÍ Ì‡ Mn, ÍÓÚÓ˚Â
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘ËÏË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl ‚ÒÂı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ ËÁ ∆ ‚
Mn, „‰Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ∆ ËÁÏÂfl˛ÚÒfl ‚ ÏÂÚËÍÂ èÛ‡ÌÍ‡Â. K∆ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÏÂÚËÍÓÈ
èÛ‡ÌÍ‡Â, a 

  
K n�

≡ 0.

åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ äÓ·‡È‡¯Ë, ÂÒÎË ÔÓÎÛ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
äÓ·‡È‡¯Ë fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡ ÌÂÏ ÏÂÚËÍÓÈ. åÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ·Û‰ÂÚ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ
äÓ·‡È‡¯Ë ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÓÌÓ ·Ë„ÓÎÓÏÓÙÌÓ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ Ó‰ÌÓ-
Ó‰ÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË.

åÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë–ÅÛÁÂÏ‡Ì‡
èÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ äÓ·‡È‡¯Ë–ÅÛÁÂÏ‡Ì‡ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ‰‚‡Ê‰˚ ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚È Ó·‡Á ÔÓÎÛÏÂÚËÍË äÓ·‡È‡¯Ë Ì‡ Mn. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎËMn – ÚÛ„ÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ.

åÂÚËÍ‡ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË
èÛÒÚ¸ D  ·Û‰ÂÚ Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ �n, Ë �(D, ∆) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ-

·‡ÊÂÌËÈ f: D → ∆, „‰Â     ∆ = ∈ <{ | | }z z� 1  – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‰ËÒÍ.
åÂÚËÍÓÈ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË Fë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙËÌÒÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, Á‡-

‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

    
F u f u f DC ( , ) sup ( ) :  ( , )z z= ′ ∈{ }� ∆

‰Îfl Î˛·˚ı z ∈  D Ë u ∈  �n. éÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÏÂÚËÍË èÛ‡ÌÍ‡Â Ì‡ ÏÌÓ„Ó-
ÏÂÌ˚Â Ó·Î‡ÒÚË.   F u F uC K( , ) ( , ),z z≤  „‰Â FK – ÏÂÚËÍ‡ äÓ·‡È‡¯Ë. ÖÒÎË D ‚˚ÔÛÍÎa Ë

    
d u

u
D( , ) inf : ,  | | ,z z= + ∈ >








λ
α

α λÂÒÎË    ÚÓ 
  

d u
F u F u d u

( , )
( , ) ( , ) ( , ).C K

z
z z z

2
≤ = ≤

ÑÎfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË FC ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
Í‡Í

F p u f p u f Mn
C ( , ) sup ( ) : ( , )= ′ ∈{ }� ∆

‰Îfl ‚ÒÂı p ∈  Mn Ë u ∈  Tp(Mn). FC fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ, ÂÒÎË Mn – ÚÛ„ÓÂ.
èÓÎÛ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË (ËÎË ÔÒÂ‚‰Ó‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË) CM fl‚Îfl-

ÂÚÒfl ÔÓÎÛÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Í‡Í

 
C p q d f p f q f M

M P
n

n ( , ) sup ( ( ), ( )) : ( , ) ,= ∈{ }� ∆
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„‰Â dP – ÏÂÚËÍ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ‰Îfl ·ÂÒ-
ÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÈ ÙÓÏ˚ ÔÓÎÛÏÂÚËÍË ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ‰Îfl ÔÓÎÛ-
‡ÒÒÚÓflÌËfl ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË, ÌÓ ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÌËÏ.

èÓÎÛ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘ËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl ‚ÒÂı ‡Ì‡-
ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ. ùÚÓ Ì‡ËÏÂÌ¸¯‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡, ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘‡fl ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËfl. ë∆ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÏÂÚËÍÓÈ èÛ‡ÌÍ‡Â, ‡ C

Cn ≡ 0.

åÂÚËÍ‡ ÄÁÛÍ‡‚˚

èÛÒÚ¸ D  – Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ Cn. èÛÒÚ¸   g u f u f KD D( , ) sup ( ) : ( ) ,z z= ∈{ }  „‰Â K D(z) –
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍË ÔÎ˛ËÒÛ·„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ f: D → [0,1),
Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú M, r > 0 Ò F(u) ≤ M|| u – z ||2 ‰Îfl ‚ÒÂı  u B r D∈ ⊂( , ) :z ; Á‰ÂÒ¸

|| ⋅ || – l2-ÌÓÏ‡ Ì‡ �n, a 
    
B r x x rn( , ) : || || .z z= ∈ − <{ }� 2 2

åÂÚËÍ‡ ÄÁÛÍ‡‚˚ (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡) FA ÂÒÚ¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙËÌÒÎÂ-
Ó‚‡fl ÏÂÚËÍ‡, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

  
F u gA D( , ) lim sup

| |
( , )z z z= +

→λ λ
λ

0

1

‰Îfl ‚ÒÂı z ∈  D Ë u ∈  �n. éÌ‡ "ÎÂÊËÚ ÏÂÊ‰Û" ÏÂÚËÍÓÈ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË FC Ë ÏÂÚËÍÓÈ
äÓ·‡È‡¯Ë   F F u F u F uK C A K: ( , ) ( , ) ( , )z z z≤ ≤  ‰Îfl ‚ÒÂı z ∈  D Ë u ∈  �n. ÖÒÎË Ó·Î‡ÒÚ¸ D
‚˚ÔÛÍÎ‡, ÚÓ ‚ÒÂ ˝ÚË ÏÂÚËÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.

åÂÚËÍ‡ ÄÁÛÍ‡‚˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÈ ÙÓÏÓÈ Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó ÔÓÎÛ-
‡ÒÒÚÓflÌËfl ÄÁÛÍ‡‚˚.

åÂÚËÍ‡ ëË·ÓÌË

èÛÒÚ¸ D – Ó·Î‡ÒÚ¸ ‚ ën. èÛÒÚ¸ KD(z) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÎÓ„‡ËÙÏË˜ÂÒÍË ÔÎ˛Ë-
ÒÛ·„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ f : D →  [0,1), Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú M, r > 0 c
f u M u( ) || ||≤ − z 2  ‰Îfl ‚ÒÂı   u B r D∈ ⊂( , ) ;z  Á‰ÂÒ¸ || ⋅ ||2 – l2-ÌÓÏ‡ Ì‡ �n, a   B r( , )z =

    
= ∈ − <{ }x x rn� : || || .z 2  èÛÒÚ¸   Cloc ( )2 z  – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÙÛÌÍˆËÈ ÍÎ‡ÒÒ‡ C2 ‚

ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÓÚÍ˚ÚÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË z.
åÂÚËÍ‡ ëË·ÓÌË (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡) FS ÂÒÚ¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ÙËÌÒ-

ÎÂÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

  

F u
f

u u
f K C i j i j

i j
D

S
( ) ( ) ,

( , ) sup ( )
loc

z
z z

z
z z

= ∂
∂ ∂∈ ∩

∑
2

2

‰Îfl ‚ÒÂı z ∈  D Ë u ∈  �n. éÌ‡ "ÎÂÊËÚ ÏÂÊ‰Û" ÏÂÚËÍÓÈ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË FC Ë ÏÂÚËÍÓÈ
äÓ·‡È‡¯Ë   F F u F u F u F uK C S A K: ( , ) ( , ) ( , ) ( , )z z z z≤ ≤ ≤  ‰Îfl ‚ÒÂı z ∈  D Ë u  ∈  �n, „‰Â FA

ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ ÄÁÛÍ‡‚˚. ÖÒÎË Ó·Î‡ÒÚ¸ D ‚˚ÔÛÍÎ‡, ÚÓ ‚ÒÂ ˝ÚË ÏÂÚËÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú.
åÂÚËÍ‡ ëË·ÓÌË fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡ÎÓÈ ÙÓÏÓÈ Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó ÔÓÎÛ-

‡ÒÒÚÓflÌËfl ëË·ÓÌË.

åÂÚËÍ‡ ÇÛ

åÂÚËÍÓÈ ÇÛ W
M n  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl Ò‚ÂıÛ ˝ÏËÚÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡

ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË Mn, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘ÂÈ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl
‚ÒÂı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÈ. àÏÂÌÌÓ, ‰Îfl ‰‚Ûı n-ÏÂÌ˚ı ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÏÌÓ„Ó-
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Ó·‡ÁËÈ   M Mn n
1 2 Ë   Ë W f p f q nW p q

M Mn n
2 1

( ( ), ( ) ( , )≤  ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl

‚ÒÂı p q Mn, .∈ 1

àÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Â ÏÂÚËÍË, ‚ÍÎ˛˜‡fl ÏÂÚËÍË ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË, äÓ·‡È‡¯Ë, ÅÂ„Ï‡Ì‡ Ë
äÂıÎÂ‡–ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡, Ë„‡˛Ú ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ÚÂÓËË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ë
‚˚ÔÛÍÎÓÈ „ÂÓÏÂÚËË. åÂÚËÍË ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË Ë äÓ·‡È‡¯Ë ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ
ËÁ-Á‡ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÌÓ ÓÌË ÔÓ˜ÚË ÌËÍÓ„‰‡ ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝ÏË-
ÚÓ‚˚ÏË ÏÂÚËÍ‡ÏË. ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÏÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡ Ë ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡–
ùÈÌ¯ÚÂÈÌ‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝ÏËÚÓ‚˚ÏË (·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÏÂÚËÍ‡ÏË äÂıÎÂ‡), Ó‰Ì‡ÍÓ Ó·˚˜-
ÌÓ ÓÌË ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl  ÏÂÚËÍ‡ÏË, ÛÏÂÌ¸¯‡˛˘ËÏË ‡ÒÒÚÓflÌËfl.

åÂÚËÍ‡ íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡
êËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ R Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÏÂÌÓÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ.

Ñ‚Â ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË R1 Ë R2 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ËÂÍÚË‚Ì‡fl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl (Ú.Â. ÍÓÌÙÓÏÌ˚È „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ)
ËÁ R 1 ‚ R2. íÓ˜ÌÂÂ, ‡ÒÒÏÓÚËÏ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ËÏ‡ÌÓ‚Û ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ R0 ‰‡ÌÌÓ„Ó
Ó‰‡ g ≥ 2. ÑÎfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË R Ó‰‡ ÔÓÒÚÓËÏ Ô‡Û (R, f),
„‰Â f: R0 → R – „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ. Ñ‚Â Ô‡˚ (R, f) Ë (R1, f1) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÍÓÌ-
ÙÓÏÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÙÓÏÌ˚È „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ h: R → R1,
Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ( ) :f h f R R1

1
0 0

− ⋅ ⋅ →  „ÓÏÓÚÓÔÌÓ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ÓÚÓ·‡-
ÊÂÌË˛.

Ä·ÒÚ‡ÍÚÌ‡fl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ R R f* *( , )=  – ˝ÚÓ ÍÎ‡ÒÒ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË
‚ÒÂı ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, ÍÓÌÙÓÏÌÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ı R. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı
ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ T(R0) ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË R0. ÑÎfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ R0 ‰‡ÌÌÓ„Ó Ó‰‡ g ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ T(R0)
fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍË ËÁÓÏÓÙÌ˚ÏË, ˜ÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ „Ó‚ÓËÚ¸ Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ Tg ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ Ó‰‡ g. Tg ÂÒÚ¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ. ÖÒÎË R0
ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ËÁ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ó‰‡ g ≥ 2 ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Û‰‡ÎÂÌËfl n ÚÓ˜ÂÍ, ÚÓ
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Tg ‡‚Ì‡ 3g – 3 + n.

åÂÚËÍ‡ íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ – ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Tg, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

1

2
inf ln ( )

h
K h

‰Îfl Î˛·˚ı R R Tg1 2
* *, ,∈  „‰Â h R R: 1 2→  ÂÒÚ¸ Í‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌ˚È „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ,

„ÓÏÓÚÓÔË˜ÂÒÍËÈ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ÓÚÓ·‡ÊÂÌË˛, ‡ K(h) – Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÂ ‡ÒÚflÊÂÌËÂ
‰Îfl h. àÏÂÌÌÓ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ˝ÍÒÚÂÏ‡Î¸ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡, ÍÓÚÓÓÂ ÏËÌËÏËÁËÛÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÚflÊÂÌËÂ

‰Îfl ‚ÒÂı Ú‡ÍËı h, Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û  R R1 2
* * Ë   ‡‚ÌÓ 

1

2
ln ,K  „‰Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ä fl‚Îfl-

ÂÚÒfl ‡ÒÚflÊÂÌËÂÏ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËfl íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡.
Ç ÚÂÏËÌ‡ı ˝ÍÒÚÂÏ‡Î¸ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ ext ( )*R

γ  ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û R R1 2
* * Ë   ÏÓÊÌÓ

Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

1

2
1

2

ln sup
ext ( )

ext ( )
,

*

*γ

γ

γ
R

R

„‰Â ÒÛÔÂÏÛÏ „‡Ì¸ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÔÓÒÚ˚Ï Á‡ÏÍÌÛÚ˚Ï ÍË‚˚Ï Ì‡ R0.
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èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ Tg Ò ÏÂÚËÍÓÈ íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ Ì‡ ÌÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl „ÂÓ‰Â-
ÁË˜ÂÒÍËÏ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÔflÏ˚Ï G-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ),
Ó‰Ì‡ÍÓ ÓÌÓ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌË „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û, ÌË „ÎÓ·‡Î¸ÌÓ ÌÂÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ËÒÍË‚ÎÂÌÌ˚Ï ÔÓ ÅÛÁÂÏ‡ÌÛ.

ä‚‡ÁËÏÂÚËÍ‡ íÂÒÚÓÌ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ Tg Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

1

2
inf ln || ||Lip

h
h

‰Îfl Î˛·˚ı R R Tg1 2
* *, ,∈  „‰Â h R R: 1 2→  – Í‚‡ÁËÍÓÌÙÓÏÌ˚È „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ, „Ó-

ÏÓÚÓÔË˜ÂÒÍËÈ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏÛ ÓÚÓ·‡ÊÂÌË˛, ‡ || ⋅ ||Lip – ÎËÔ¯ËˆÂ‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ËÌ˙ÂÍÚË‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ f X Y: ,→  Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í || ||Lipf =

=
∈ ≠
sup

( ( ), ( ))

( , )
.

, ,x y X x y

Y

X

d f x f y

d x y
èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÏÓ‰ÛÎÂÈ Rg ÍÓÌÙÓÏÌ˚ı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ Ó‰‡

g ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÔÛÚÂÏ Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË Tg ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ò˜ÂÚÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ Â„Ó ‡‚ÚÓ-
ÏÓÙËÁÏÓ‚, Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ ÏÓ‰ÛÎflÌÓÈ „ÛÔÔÓÈ. èËÏÂ‡ÏË ÏÂÚËÍ, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò
ÏÓ‰ÛÎflÏË Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡, ÔÓÏËÏÓ ÏÂÚËÍË íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡, fl‚Îfl˛Ú-
Òfl ÏÂÚËÍ‡ ÇÂÈÎfl-èÂÚÂÒÓÌ‡, ÏÂÚËÍ‡ ä‚ËÎÂÌ‡, ÏÂÚËÍ‡ ä‡‡ÚÂÓ‰ÓË, ÏÂÚËÍ‡
äÓ·‡È‡¯Ë, ÏÂÚËÍ‡ ÅÂ„Ï‡Ì‡, ÏÂÚËÍ‡ óÂÌ üÌ åÓÍ‡, ÏÂÚËÍ‡ å‡ÍÏÛÎÎÂÌ‡,
‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ èÛ‡ÌÍ‡Â, ÏÂÚËÍ‡ êË˜˜Ë, ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
êË˜˜Ë, VHS-ÏÂÚËÍ‡.

åÂÚËÍ‡ ÇÂÈÎfl–èÂÚÂÒÓÌ‡
åÂÚËÍÓÈ ÇÂÈÎfl–èÂÚÂÒÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â

íÂÈıÏ˛ÎÎÂ‡ Tg,n ‡·ÒÚ‡ÍÚÌ˚ı ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ Ó‰‡ g Ò n ‡Á˚‚‡ÏË Ë
ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ˝ÈÎÂÓ‚ÓÈ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÓÈ.

åÂÚËÍ‡ Ç‡ÈÎfl–èÂÚÂÒÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ ÉÓÏÓ‚Û ÚÓ„‰‡ Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ (ÅÓÍ Ë î‡·, 2006) ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ 3g – 3 + n ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Tg,n ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ 2.

åÂÚËÍ‡ ÉË··ÓÌÒ‡–å‡ÌÚÓÌ‡
åÂÚËÍ‡ ÉË··ÓÌÒ‡–å‡ÌÚÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl 4n-ÏÂÌÓÈ „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÏÓ‰ÛÎÂÈ n-ÏÓÌÓÔÓÎÂÈ ÔË ‰ÓÔÛ˘ÂÌËË ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl
n-ÏÂÌÓ„Ó ÚÓ‡ ín. éÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ú‡ÍÊÂ ÓÔËÒ‡Ì‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ „ËÔÂÍÂıÎÂÓ‚ÓÈ
Ù‡ÍÚÓËÁ‡ˆËË ÔÎÓÒÍÓ„Ó Í‚‡ÚÂÌËÓÌÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

åÂÚËÍ‡ á‡ÏÓÎÓ‰˜ËÍÓ‚‡
åÂÚËÍÓÈ á‡ÏÓÎÓ‰˜ËÍÓ‚‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÏÓ‰ÛÎÂÈ ‰‚ÛÏÂ-

Ì˚ı ÍÓÌÙÓÏÌ˚ı ÚÂÓËÈ ÔÓÎfl.

åÂÚËÍË Ì‡ ‰ÂÚÂÏËÌ‡ÌÚÌ˚ı ÔflÏ˚ı
èÛÒÚ¸ Mn – n-ÏÂÌÓÂ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ „Î‡‰ÍËÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ‡ F – ÔÎÓÒÍÓÂ ‚ÂÍÚÓ-

ÌÓÂ ‡ÒÒÎÓÂÌËÂ Ì‡ Mn. èÛÒÚ¸ H M F H M Fn
i
n i n• ( , ) ( , )= ⊗ =0  – ÍÓ„ÓÏÓÎÓ„Ëfl ‰Â ê‡Ï‡

ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË ËÁ F. ÑÎfl n-ÏÂÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
V Â„Ó ‰ÂÚÂÏËÌ‡ÌÚÌ‡fl ÔflÏ‡fl det V ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ‚ÂıÌflfl ‚ÌÂ¯Ìflfl ÒÚÂÔÂÌ¸ V,
Ú.Â. det .V Vn= ∧  ÑÎfl ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓ„Ó „‡‰ÛËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
V Vi

n
i= ⊗ =0  ‰ÂÚÂÏËÌ‡ÌÚÌ‡fl ÔflÏ‡fl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ V Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ÚÂÌÁÓÌÓÂ

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ det (det ) .( )V Vi
n

i

i
= ⊗ =

−
0

1  ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰ÂÚÂÏËÌ‡ÌÚÌÛ˛ ÔflÏÛ˛
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det ( , )•H M Fn  ÍÓ„ÓÏÓÎÓ„ËË H M Fn• ( , ) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í det ( , )•H M Fn =

= ⊗ =
−

i
n i nH M F

i

0
1(det ( , )) .( )

åÂÚËÍÓÈ êÂÈ‰ÂÏÂÈÒÚÂa Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ H M Fn• ( , ),  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl
Á‡‰‡ÌÌÓÈ „Î‡‰ÍÓÈ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËÂÈ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn Ë ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÏ ÍÛ˜ÂÌËÂÏ
êÂÈ‰ÂÏÂÈÒÚÂ‡–î‡Ìˆ‡.

èÛÒÚ¸   g gF T M n
 ( )Ë   – ·Û‰ÛÚ „Î‡‰ÍËÂ ÏÂÚËÍË Ì‡ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË F Ë Í‡-

Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ‡ÒÒÎÓÂÌËË T(Mn) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ùÚË ÏÂÚËÍË ÔÓÓÊ‰‡˛Ú Í‡ÌÓÌË˜Â-

ÒÍÛ˛ L2-ÏÂÚËÍÛ hH M Fn* ( , )  Ì‡ H M Fn• ( , ).  åÂÚËÍ‡ ê˝fl–ëËÌ„ÎÂ‡ Ì‡ det ( , )•H M Fn

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Í‡Í ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÏÂÚËÍË, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌÓÈ Ì‡ det ( , )•H M Fn

ÏÂÚËÍÓÈ hH M Fn• ( , ) ,  Ë ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÛ˜ÂÌËfl ê˝fl–ëËÌ„ÎÂ‡. åÂÚËÍÛ åËÎÌÓ‡

Ì‡ det ( , )•H M Fn  ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‡Ì‡ÎËÚË-
˜ÂÒÍÓÂ ÍÛ˜ÂÌËÂ åËÎÌÓ‡. ÖÒÎË gF ÔÎÓÒÍ‡fl, ÚÓ Ó·Â ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‚˚¯Â ÏÂÚËÍË
ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò ÏÂÚËÍÓÈ êÂÈ‰ÂÏÂÈÒÚÂ‡. èËÏÂÌË‚ ÍÓ˝ÈÎÂÓ‚Û ÒÚÛÍÚÛÛ, ÏÓÊÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ê˝fl–ëËÌ„ÎÂ‡  Ì‡ det ( , ).•H M Fn

åÂÚËÍÓÈ èÛ‡ÌÍ‡Â–êÂÈ‰ÂÏÂÈÒÚÂa Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÍÓ„ÓÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ
‰ÂÚÂÏËÌ‡ÌÚÌÓÈ ÔflÏÓÈ det ( , )•H M Fn  Á‡ÏÍÌÛÚÓ„Ó Ò‚flÁÌÓ„Ó ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÌÂ-
˜ÂÚÌÓÏÂÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Mn. ÖÂ ÏÓÊÌÓ ÔÓÒÚÓËÚ¸, ÍÓÏ·ËÌËÛfl ‰ÂÙÓÏ‡ˆË˛
êÂÈ‰ÂÏÂÈÒÚÂ‡ Ò ‰‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸˛ èÛ‡ÌÍ‡Â. íÓ˜ÌÓ Ú‡Í ÊÂ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ ÒÍ‡Îfl-
ÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ èÛ‡ÌÍ‡Â–êÂÈ‰ÂÏÂÈÒÚÂ‡ Ì‡ det ( , ),•H M Fn , ÍÓÚÓÓÂ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÏÂÚËÍÛ èÛ‡ÌÍ‡Â–êÂÈ‰ÂÏÂÈÒÚÂa, ÌÓ ÒÓ‰ÂÊËÚ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚È ÁÌ‡Í
ËÎË Ù‡ÁÓ‚Û˛ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛.

åÂÚËÍÓÈ ä‚ËÎÂÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÓ·‡ÁÂ ÍÓ„ÓÏÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ‰ÂÚÂ-
ÏËÌ‡ÌÚÌÓÈ ÔflÏÓÈ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ˝ÏËÚÓ‚‡ Ó‰ÌÓÏÂÌÓ„Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·-
‡ÁËfl. ÖÂ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ Í‡Í ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ L2-ÏÂÚËÍË Ë ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÛ˜ÂÌËfl
ê˝fl–ëËÌ„ÎÂ‡.

ëÛÔÂÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡

ëÛÔÂÏÂÚËÍ‡ äÂıÎÂ‡ – Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ÏÂÚËÍË äÂıÎÂ‡ Ì‡ ÒÛÔÂÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ.
ëÛÔÂÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ ÂÒÚ¸ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ Ó·˚˜ÌÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÒÌËÂÏ
ÙÂÏËÓÌÌ˚ı, ‡ Ú‡ÍÊÂ ·ÓÁÓÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. ÅÓÁÓÌÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ – Ó·˚˜Ì˚Â
˜ËÒÎ‡, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ÙÂÏËÓÌÌ˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl „‡ÒÒÏ‡ÌÓ‚˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË.

åÂÚËÍ‡ ïÓÙÂ‡

ëËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍËÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ (Mn, w ), n  = 2k Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Î‡‰ÍÓÂ ˜ÂÚÌÓ-
ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÓÈ, Ú.Â. Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ
ÌÂ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÈ 2-ÙÓÏÓÈ w.

ã‡„‡ÌÊÂ‚˚Ï ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl k-ÏÂÌÓÂ „Î‡‰ÍÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Lk

ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl (Mn, w), n = 2k, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ÙÓÏ‡ w ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ
‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ Ì‡ Lk, Ú.Â. ‰Îfl Î˛·Ó„Ó p ∈  Lk Ë Î˛·˚ı x, y ∈  Tp(Lk) ËÏÂÂÏ w(x,  y) = 0.

èÛÒÚ¸ L(Mn, ∆) – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Î‡„‡ÌÊÂ‚˚ı ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ Á‡ÏÍÌÛÚÓ„Ó
ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl (Mn, w ), ‰ËÙÙÂÓÏÓÙÌÓ„Ó ‰‡ÌÌÓÏÛ Î‡„‡ÌÊÂ‚Û
ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁË˛ ∆. ÉÎ‡‰ÍÓÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó α  = {Lt}t, t ∈  [0,1] Î‡„‡ÌÊÂ‚˚ı ÔÓ‰ÏÌÓ„-
Ó·‡ÁËÈ L L Mt

n∈ ( , )∆  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓ˜Ì˚Ï ÔÛÚÂÏ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÏ L0 Ë L 1, ÂÒÎË

ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ „Î‡‰ÍÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Ψ ∆: [ , ] ,× →0 1 Mn  Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó
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t ∈  [0,1] ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Ψ ∆( { })× =t Lt  Ë Ψ ∗ = ∧w dH dtt  ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ
„Î‡‰ÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË   H :  [ , ] .∆ × →0 1 �  ÑÎËÌ‡ ïÓÙÂ‡ l(α) ÚÓ˜ÌÓ„Ó ÔÛÚË α  Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

l H p t H p t dt
p p

( ) max ( , ) min ( , ) .α = −





∈ ∈∫ ∆ ∆

0

1

åÂÚËÍ‡ ïÓÙÂ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â L Mn( , )∆  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

inf ( )
α

αl

‰Îfl Î˛·˚ı L L L Mn
0 1, ( , ),∈ ∆  „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÚÓ˜Ì˚Ï ÔÛÚflÏ Ì‡

L Mn( , ),∆  ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÏ L0 Ë L1.
åÂÚËÍÛ ïÓÙÂ‡ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ Ì‡ „ÛÔÔÂ

Ham(Mn, w ) „‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚˚ı ‰ËÙÙÂÓÏÓÙËÁÏÓ‚ Á‡ÏÍÌÛÚÓ„Ó ÒËÏÔÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËfl (Mn, w), ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡ÁÓ‚˚ÏË ÓÚÓ·‡ÊÂÌËflÏË
„‡ÏËÎ¸ÚÓÌÓ‚˚ı ÔÓÚÓÍÓ‚ φt

H :  ˝ÚÓ inf ( ),
α

αl  „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ „Î‡‰ÍËÏ

ÔÛÚflÏ α φ= ∈{ },  [ , ],t
H t 0 1  ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÏ φ Ë ψ.

åÂÚËÍ‡ ë‡Ò‡Í¸flÌ‡
åÂÚËÍ‡ ë‡Ò‡Í¸flÌ‡ – ÏÂÚËÍ‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÍ‡ÎflÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡ ÍÓÌÚ‡Í-

ÚÌÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËË, ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡‰‡ÔÚËÓ‚‡ÌÌÓÏ Í ÍÓÌÚ‡ÍÚÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÂ. äÓÌ-
Ú‡ÍÚÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, ÒÌ‡·ÊÂÌÌÓÂ åÂÚËÍÓÈ ë‡Ò‡Í¸flÌ‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒ-
Ú‚ÓÏ ë‡Ò‡Í¸flÌ‡ Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ˜ÂÚÌÓÏÂÌ˚Ï ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÈ äÂıÎÂ‡.

åÂÚËÍ‡ ä‡Ú‡Ì‡
îÓÏ‡ äËÎÎËÌ„‡ (ËÎË ÙÓÏ‡ äËÎÎËÌ„‡–ä‡Ú‡Ì‡) Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÈ ‡Î„Â·Â ãË

Ω Ì‡‰ ÔÓÎÂÏ � ÂÒÚ¸ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ·ËÎËÌÂÈÌ‡fl ÙÓÏ‡

B x y ad dx y( , ) Tr( ),= ⋅

„‰Â Tr Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÒÎÂ‰ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Ë adx fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·‡ÁÓÏ ı ÔÓ‰
‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÒÓÔflÊÂÌÌÓ„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl Ω, Ú.Â. ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Ì‡ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ω, Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó Ô‡‚ËÎÓÏ z z→ [ , ],x  „‰Â [,] – ÒÍÓ·ÍË ãË.

èÛÒÚ¸ e1, ..., en – ·‡ÁËÒ ‡Î„Â·˚ ãË Ω Ë [ , ] ,e e ei j
k

n

ij
k

k=
=
∑

1

γ  „‰Â γij
k  – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-

˘ËÂ ÒÚÛÍÚÛÌ˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â. íÓ„‰‡ ÙÓÏ‡ äËÎÎËÌ„‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

B x x gi j ij
k l

n

il
k

ik
l( , ) .

,

= =
=

∑
1

γ γ

åÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ ((g i j)) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ‚ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍÂ,
ÏÂÚËÍÓÈ ä‡Ú‡Ì‡.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflı Ë ÛÁÎ‡ı

8.1. éÅôàÖ  åÖíêàäà  çÄ  èéÇÖêïçéëíüï

èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰‚ÛÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ M 2, Ú.Â. ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Í‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ÍÓÚÓÓ„Ó Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸˛, „ÓÏÂÓÏÓÙÌÓÈ ËÎË
ÔÎÓÒÍÓÒÚË �2, ËÎË Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË (ÒÏ. „Î. 7).

äÓÏÔ‡ÍÚÌ‡fl ÓËÂÌÚËÛÂÏ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ, ÂÒÎË ÓÌ‡ ÌÂ
ËÏÂÂÚ „‡ÌËˆ˚, Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Ò Í‡ÂÏ – ËÌ‡˜Â. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ë ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Â ÌÂ-
ÓËÂÌÚËÛÂÏ˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË (Á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ËÎË Ò Í‡ÂÏ); ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÈ Ú‡ÍÓÈ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚ¸˛ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÒÚ åfi·ËÛÒ‡. çÂÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ·ÂÁ „‡ÌËˆ˚ Ì‡Á˚‚‡-
˛ÚÒfl ÓÚÍ˚Ú˚ÏË.

ã˛·‡fl Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl Ò‚flÁÌ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ „ÓÏÂÓÏÓÙÌ‡ ÎË·Ó ÒÙÂÂ Ò g (ˆËÎËÌ‰Ë-
˜ÂÒÍËÏË) Û˜Í‡ÏË ËÎË ÒÙÂÂ Ò g ÎÂÌÚ‡ÏË åfi·ËÛÒ‡ (Ú.Â. ÎÂÌÚ‡ÏË, ÒÍÛ˜ÂÌÌ˚ÏË
ÔÓ‰Ó·ÌÓ ÎËÒÚÛ åfi·ËÛÒ‡). Ç Ó·ÓËı ÒÎÛ˜‡flı ˜ËÒÎÓ g Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÓÏ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
èË Ì‡ÎË˜ËË Û˜ÂÍ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÓËÂÌÚËÛÂÏ‡ Ë Ì‡Á˚‚ÂÚÒfl ÚÓÓÏ, ‰‚ÓÈÌ˚Ï
ÚÓÓÏ Ë ÚÓÈÌ˚Ï ÚÓÓÏ ‰Îfl g = 1, 2 Ë 3 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ÎÂÌÚ åfi·ËÛÒ‡
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÌÂÓËÂÌÚËÛÂÏ‡ Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚ¸˛, ·ÛÚ˚ÎÍÓÈ äÎÂÈÌ‡ Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ÑËÍ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‰Îfl g = 1, 2 Ë 3.
êÓ‰ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË – ˝ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÔÓÒÚ˚ı Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı
ÍË‚˚ı, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‚˚ÂÁ‡Ì˚ ËÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ·ÂÁ ÔÓÚÂË Ò‚flÁÌÓÒÚË
(ÚÂÓÂÏ‡ ÊÓ‰‡ÌÓ‚ÓÈ ÍË‚ÓÈ ‰Îfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ).

ï‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ‡ ùÈÎÂ‡–èÛ‡ÌÍ‡Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡‚ÌÓ (Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÏÛ ‰Îfl ‚ÒÂı
ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌ˚ı ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ ‰‡ÌÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË) ˜ËÒÎÛ χ  = v – e + f, „‰Â v, e  Ë
f – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚Â¯ËÌ, Â·Â Ë „‡ÌÂÈ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl. ÖÒÎË ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÓËÂÌÚËÛÂÏ‡, ÚÓ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó χ = 2 – 2g, ÂÒÎË ÌÂÚ, ÚÓ χ = 2 – g .
ä‡Ê‰‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ò Í‡ÂÏ „ÓÏÂÓÏÓÙÌ‡ ÒÙÂÂ Ò ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ
(ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl) ‰˚ (Ú.Â. ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÎÂ Û‰‡ÎÂÌËfl ÓÚÍ˚ÚÓ„Ó ‰ËÒÍ‡)
Ë Û˜ÂÍ ËÎË ÎÂÌÚ åfi·ËÛÒ‡. ÖÒÎË h – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‰˚, ÚÓ ‰Îfl ÓËÂÌÚËÛÂÏÓÈ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó  χ  = 2 – 2g – h, ‡ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó χ  = 2 – g – h, ‰Îfl
ÌÂÓËÂÌÚËÛÂÏÓÈ.

óËÒÎÓÏ Ò‚flÁÌÓÒÚË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ˜ËÒÎÓ Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı
ÒÂ˜ÂÌËÈ, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓÊÌÓ ÔÓ‚ÂÒÚË ÔÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ÌÂ ‡Á‰ÂÎflfl ÂÂ Ì‡ ‰‚Â Ë ·ÓÎÂÂ
˜‡ÒÚÂÈ. ùÚÓ ˜ËÒÎÓ ‡‚ÌÓ 3 – χ ‰Îfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ Ë 2 – χ – ‰Îfl ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚÂÈ Ò Í‡ÂÏ. èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ò ˜ËÒÎÓÏ Ò‚flÁÌÓÒÚË 1, 2 Ë 3 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ
Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌÓÈ, ‰‚ÛÒ‚flÁÌÓÈ Ë ÚÂıÒ‚flÁÌÓÈ. ëÙÂ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÒ‚flÁÌÓÈ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚ¸˛, ‡ ÚÓ – ÚÂıÒ‚flÁÌÓÈ.

èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ ËÎË Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ ÙË„ÛÛ. èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‚ �3

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ, ÂÒÎË ÓÌÓ Ó·‡ÁÛÂÚ ÔÓÎÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓ
ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í Ò‚ÓÂÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÂ.

èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÈ, Â„ÛÎflÌÓÈ ËÎË ‡Ì‡ÎËÚË˜Â-
ÒÍÓÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÂÒÎË ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Í‡Ê‰ÓÈ ÂÂ ÚÓ˜ÍË ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
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‚˚‡ÊÂÌ‡ Í‡Í

 r r u r x u x u r u= =( , ) ( ( , ), ( , ), ( , )),v v v v1 2 3

„‰Â  ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ  r = (u, v)  fl‚ÎflÂÚÒfl  ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚Ï,  Â„ÛÎflÌ˚Ï
(Ú.Â. ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡Á ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ˚Ï) ËÎË ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ ‡Ì‡ÎËÚË˜Â-
ÒÍËÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔË ÚÓÏ ˜ÚÓ ‚ÂÍÚÓ-ÙÛÌÍˆËfl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛

  r ru × ≠v 0.
ã˛·‡fl Â„ÛÎflÌ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ËÏÂÂÚ ‚ÌÛÚÂÌÌ˛˛ ÏÂÚËÍÛ Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï

˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ (ËÎË ÔÂ‚ÓÈ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ)

ds dr E u du F u dud G u d2 2 2 22= = + +( , ) ( , ) ( , ) ,v v v v v

„‰Â   E u r r F u r r G u r ru u u( , ) , ,  ( , ) , ,  ( , ) , .v v vv v v= 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉  ÑÎËÌ‡ ÍË‚ÓÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ
Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï   u u t t t= = ∈( ),  ( ),  [ , ]v v 0 1  ‡‚Ì‡

Eu Fu G dt′ + ′ ′ + ′∫ 2 2

0

1

2 v v ,

‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË p, q ∈  M2 Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ ‚ÒÂı
ÍË‚˚ı Ì‡ M2, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı p Ë q. êËÏ‡ÌÓ‚‡ ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÂ‚ÓÈ
ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.

èËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ‰‚‡ ‚Ë‰‡ ÍË‚ËÁÌ˚: „‡ÛÒÒÓ‚‡
ÍË‚ËÁÌ‡ Ë ÒÂ‰Ìflfl ÍË‚ËÁÌ‡. ÑÎfl Ëı ‡Ò˜ÂÚ‡ ‚ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È
ÌÓÏ‡Î¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓ, Ú.Â. ‚ÂÍÚÓ, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚È ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ.
Ñ‡ÌÌÓÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ – ÔÎÓÒÍ‡fl ÍË‚‡fl. äË‚ËÁÌ‡ k ˝ÚÓÈ ÔÎÓÒÍÓÈ ÍË‚ÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ. èË ËÁÏÂÌÂÌËË ÔÎÓÒÍÓÒÚË
ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÍË‚ËÁÌ‡ k Ú‡ÍÊÂ ·Û‰ÂÚ ÏÂÌflÚ¸Òfl, Ë Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ‰‚‡ ˝ÍÒÚÂÏ‡Î¸Ì˚ı
ÁÌ‡˜ÂÌËfl – Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÛ˛ ÍË‚ËÁÌÛ k1 Ë ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÛ˛ ÍË‚ËÁÌÛ k2, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Â
„Î‡‚Ì˚ÏË ÍË‚ËÁÌ‡ÏË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. äË‚ËÁÌ‡ Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ, ÂÒÎË
ÍË‚‡fl ËÁ„Ë·‡ÂÚÒfl ‚ ÚÓÏ ÊÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË, ˜ÚÓ Ë ‚˚·‡ÌÌ‡fl ÌÓÏ‡Î¸, Ë Ó Ú-
Ëˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ – ËÌ‡˜Â. É‡ÛÒÒÓ‚‡ ÍË‚ËÁÌ‡ ‡‚Ì‡ K = k1 k 2 (ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ Á‡‰‡Ì‡ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÔÂ‚ÓÈ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚). ëÂ‰Ìflfl ÍË‚ËÁÌ‡

H k k= +1

2 1 2( ).

åËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÒÓ ÒÂ‰ÌÂÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ,
‡‚ÌÓÈ ÌÛÎ˛, ËÎË, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÔË  Á‡‰‡ÌÌÓÏ
Í‡Â.

êËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÏÂÌÓÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ
ËÎË ‰‚ÛÏÂÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ò ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ, Ú.Â. Ú‡ÍÓÂ,
‚ ÍÓÚÓÓÏ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚflı ÚÓ˜ÂÍ ÒÓÓÚÌÓÒflÚÒfl ˜ÂÂÁ
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË. ÖÂ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ‰ÂÙÓÏËÓ-
‚‡ÌÌ˚È ‚‡Ë‡ÌÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË. ÇÒÂ ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÓËÂÌÚËÛÂÏ˚ÏË. á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ „ÂÓÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍËÂ ÏÓ‰ÂÎË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı ÍË‚˚ı. ä‡Ê‰ÓÂ Ò‚flÁÌÓÂ ËÏ‡ÌÓ‚Ó
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÏÓÊÌÓ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡Ú¸ ‚ ÔÓÎÌÓÂ ‰‚ÛÏÂÌÓÂ ËÏ‡ÌÓ‚Ó ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Ò
ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï ‡‰ËÛÒÓÏ ÍË‚ËÁÌ˚, ‡‚Ì˚Ï 0,1 ËÎË 1. êËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò
ÍË‚ËÁÌÓÈ –1 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÏË, Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍËÏ ÔËÏÂÓÏ Ú‡ÍËı ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚÂÈ fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌË˜Ì˚È ‰ËÒÍ ∆ = ∈ <{ : | | }.z z� 1  êËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò
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ÌÛÎÂ‚ÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍËÏË, ÚËÔÓ‚˚Ï ÔËÏÂÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ �. êËÏ‡ÌÓ‚˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò ‡‰ËÛÒÓÏ ÍË‚ËÁÌ˚ 1 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝ÎÎËÔ-
ÚË˜ÂÒÍËÏË. íËÔÓ‚˚Ï ÔËÏÂÓÏ Ú‡ÍÓ‚˚ı fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÒÙÂ‡ � ∪ {∞} .

êÂ„ÛÎflÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â„ÛÎflÌÓÈ, ÂÒÎË ÂÂ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ-

‰ÂÎËÚ¸ c ÔÓÏÓ˘¸˛ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡

ds Edu Fdud Gd2 2 22= + +v v ,

„‰Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÙÓÏ˚ ds2 fl‚Îfl˛ÚÒfl Â„ÛÎflÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË.
ã˛·‡fl Â„ÛÎflÌ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÙÓÏÛÎÓÈ r = r(u, v), Ó·Î‡‰‡ÂÚ Â„ÛÎfl-

ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ ds2, „‰Â   E u r ru u( , ) , ,v = 〈 〉    F u r ru( , ) , ,v v= 〈 〉

  G u r r( , ) , .v v v= 〈 〉

ÄÌ‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ, ÂÒÎË ÓÌ‡ ÏÓÊÂÚ

·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡

ds Edu Fdud Gd2 2 22= + +v v .

„‰Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÙÓÏ˚ ds2 fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÏË ÙÛÌÍˆËflÏË.
ã˛·‡fl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÙÓÏÛÎÓÈ r = r(u, v), Ó·Î‡‰‡ÂÚ ‡Ì‡-

ÎËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ d s2, „‰Â  E u r ru u( , ) , ,v = 〈 〉  F u( , )v =
= 〈 〉r ru , ,v  G u r r( , ) , .v v v= 〈 〉

åÂÚËÍ‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚
åÂÚËÍ‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ – ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÎÓ-

ÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚.
èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‚ �3, ÍÓÚÓ‡fl

‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ „‡ÛÒÒÓ‚ÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ.
åÂÚËÍ‡ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚
åÂÚËÍÓÈ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ÔÓ‚Âı-

ÌÓÒÚË ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ .
èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ – ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‚ �3, ÍÓÚÓ‡fl ‚ Í‡Ê‰ÓÈ

ÚÓ˜ÍÂ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ „‡ÛÒÒÓ‚ÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ. èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ
ÍË‚ËÁÌ˚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ËÏÂÂÚ ÒÂ‰ÎÓ‚Ë‰ÌÛ˛ (‚Ó„ÌÛÚÛ˛) ÒÚÛÍÚÛÛ. ÇÌÛÚÂÌÌflfl „ÂÓ-
ÏÂÚËfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ (‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔÒÂ‚‰Ó-
ÒÙÂ˚) ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò „ÂÓÏÂÚËÂÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ãÓ·‡˜Â‚ÒÍÓ„Ó. Ç �3 ÌÂ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ‚ÌÛÚÂÌÌflfl „ÂÓÏÂÚËfl ÍÓÚÓÓÈ ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò
„ÂÓÏÂÚËÂÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ãÓ·‡˜Â‚ÒÍÓ„Ó (Ú.Â. ÔÓÎÌÓÈ Â„ÛÎflÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò ÔÓ-
ÒÚÓflÌÌÓÈ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ).

åÂÚËÍ‡ ÌÂÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚
åÂÚËÍÓÈ ÌÂÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ÒÂ‰ÎÓ-

‚Ë‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
ëÂ‰ÎÓ‚Ë‰Ì‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ

ÍË‚ËÁÌ˚: ‰‚‡Ê‰˚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÂ‰ÎÓ-
‚Ë‰ÌÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÂÂ „‡ÛÒÒÓ‚‡
ÍË‚ËÁÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ. í‡ÍËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í
‡ÌÚËÔÓ‰˚ ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, Ó‰Ì‡ÍÓ ÓÌË ÌÂ Ó·‡ÁÛ˛Ú Ú‡ÍÓ„Ó ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó
ÍÎ‡ÒÒ‡, Í‡Í ‚˚ÔÛÍÎ˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
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åÂÚËÍ‡ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚
åÂÚËÍÓÈ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ‚˚ÔÛÍ-

ÎÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
Ç˚ÔÛÍÎ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ – ˝ÚÓ Ó·Î‡ÒÚ¸ (Ú.Â. Ò‚flÁÌÓÂ ÓÚÍ˚ÚÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó) Ì‡

„‡ÌËˆÂ ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÚÂÎ‡ ‚ �3 (‚ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ ˝ÚÓ ‡ÌÚËÔÓ‰ ÒÂ‰ÎÓ‚Ë‰ÌÓÈ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚË). ÇÒfl „‡ÌËˆ‡ ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÚÂÎ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÈ ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚ¸˛. ÖÒÎË ÚÂÎÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓ (Ó„‡ÌË˜ÂÌÓ), ÚÓ ÔÓÎÌ‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ. àÌ‡˜Â ÓÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ (·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ „ÓÏÂÓÏÓÙÌ‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ËÎË ˆËÎËÌ‰Û ÍÛ„ÎÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl).

ã˛·‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸  M2 ‚ �3 fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ

ÍË‚ËÁÌ˚. èÓÎÌ‡fl „‡ÛÒÒÓ‚‡ ÍË‚ËÁÌ‡ w A K x d x
A

( ) ( ) ( )= ∫∫ σ  ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A M⊂ 2

‚ÒÂ„‰‡ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡ (Á‰ÂÒ¸ σ( ⋅ ) – ÔÎÓ˘‡‰¸, ‡ ä(ı) – „‡ÛÒÒÓ‚‡ ÍË‚ËÁÌ‡ å2 ‚
ÚÓ˜ÍÂ ı), Ú.Â. ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸
ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚.

ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ
(ÌÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÔÛÚ‡Ú¸ Ò ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚ¸˛, ÒÏ. „Î. 1) ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ÚÂÓËË
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, Ú.Â. ÓÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚË: ÒÛÏÏ‡ Û„ÎÓ‚ Î˛·Ó„Ó
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡, ÒÚÓÓÌ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl Í‡Ú˜‡È¯ËÏË ÍË‚˚ÏË, ÌÂ ÏÂÌ¸¯Â,
˜ÂÏ π.

åÂÚËÍ‡ Ò ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ
åÂÚËÍÓÈ Ò ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓ-

‚ÂıÌÓÒÚË Ò ‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚ÌÓÈ (ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ËÎË ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ) „‡ÛÒÒÓ‚ÓÈ ÍË-
‚ËÁÌÓÈ.

èÎÓÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÎÓÒÍ‡fl  ÏÂÚËÍ‡ – ‚ÌÛÚÂÌÌflfl  ÏÂÚËÍ‡  Ì‡  ‡Á‚ÂÚ˚‚‡ÂÏÓÈ  ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË,

Ú.Â. ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ „‡ÛÒÒÓ‚‡ ÍË‚ËÁÌ‡ ‚Ò˛‰Û ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛.

åÂÚËÍ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚
åÂÚËÍÓÈ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ ρ Ì‡ ÔÓ‚Âı-

ÌÓÒÚË Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚.
èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ M2 Ò ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ

ÍË‚ËÁÌ˚, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ú‡ÍËı ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ÏÂÚËÍ ρn, Á‡-
‰‡ÌÌ˚ı Ì‡ M2, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ A ⊂  M2 ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ
‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ρ ρn → ,  Ë ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ | | ( )w An  fl‚ÎflÂÚÒfl

Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ, „‰Â | | ( ) ( ) ( )w A K x d xn

A

= ∫∫ σ  – ÚÓÚ‡Î¸Ì‡fl ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ‡fl ÍË‚ËÁÌ‡

ÏÂÚËÍË ρn (Á‰ÂÒ¸ ä(ı) – „‡ÛÒÒÓ‚‡ ÍË‚ËÁÌ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË M2 ‚ ÚÓ˜ÍÂ ı, a σ(⋅) –
ÔÎÓ˘‡‰¸).

�-ÏÂÚËÍ‡
�-ÏÂÚËÍÓÈ (ËÎË ÏÂÚËÍÓÈ ÚËÔ‡ Λ) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË

Ò ÍË‚ËÁÌÓÈ, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ Ò‚ÂıÛ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ.
Λ-ÏÂÚËÍ‡ ÌÂ ËÏÂÂÚ ‚ÎÓÊÂÌËÈ ‚ �3. ùÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓ„Ó

ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ ÉËÎ¸·ÂÚ‡ (1901): ‚ �3 ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Í‡ÍËı-ÎË·Ó Â„ÛÎflÌ˚ı ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚ (Ú.Â. ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, ‚ÌÛÚÂÌÌflfl
„ÂÓÏÂÚËfl ÍÓÚÓ˚ı ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò „ÂÓÏÂÚËÂÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ãÓ·‡˜Â‚ÒÍÓ„Ó).
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(h, �)-ÏÂÚËÍ‡
(h, �)-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ËÁÏÂÌfl˛˘ÂÈÒfl

ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ.
èÓÎÌ‡fl (h, ∆)-ÏÂÚËÍ‡ ÌÂ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ Â„ÛÎflÌ˚ı ËÁÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ‚ÎÓÊÂÌËÈ ‚

ÚÂıÏÂÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (ÒÏ. Λ-ÏÂÚËÍ‡).

G-‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ë‚flÁÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó G  ÚÓ˜ÂÍ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË M 2 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËÏ

Â„ËÓÌÓÏ, ÂÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË x ∈  G ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰ËÒÍ B(x, r) Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ı, Ú‡ÍÓÈ
˜ÚÓ B G B x rG = ∩ ( , )  ËÏÂÂÚ Ó‰ÌÛ ËÁ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÙÓÏ: B B x rG = ( , ) (x  – Â„ÛÎflÌ‡fl
‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÚÓ˜Í‡ G); BG – ÔÓÎÛ‰ËÒÍ B(x, r) (x – Â„ÛÎflÌ‡fl „‡ÌË˜Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ G);
BG – ÒÂÍÚÓ B(x, r), ÌÂ fl‚Îfl˛˘ËÈÒfl ÔÓÎÛ‰ËÒÍÓÏ (x – Û„ÎÓ‚‡fl ÚÓ˜Í‡ G);  BG ÒÓÒÚÓËÚ
ËÁ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÒÂÍÚÓÓ‚ B(x, r), ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ËÏÂ˛Ú ËÌ˚ı Ó·˘Ëı ÚÓ˜ÂÍ, ÍÓÏÂ ı
(x – ÛÁÎÓ‚‡fl ÚÓ˜Í‡ G).

G-‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË ı Ë y ∈  G ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ
‚ÒÂı ÒÔflÏÎflÂÏ˚ı ÍË‚˚ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ı Ë y ∈  G Ë ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Ëı G.

äÓÌÙÓÏÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ R – ËÏ‡ÌÓ‚‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸. ãÓÍ‡Î¸Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ (ËÎË ÎÓÍ‡Î¸Ì˚È ÛÌËÙÓ-

ÏËÁËÛ˛˘ËÈ Ô‡‡ÏÂÚ, ÎÓÍ‡Î¸Ì˚È ÛÌËÙÓÏËÁ‡ÚÓ) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÂÂ-
ÏÂÌÌÓÈ z, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ Í‡Í ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl   z p p p0 0= φ ( )  ÚÓ˜ÍË p ∈  R,
ÍÓÚÓ‡fl Á‡‰‡Ì‡ ‚Ò˛‰Û ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË (Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË)
V(p0) ÚÓ˜ÍË p0 ∈  R Ë ÍÓÚÓ‡fl Â‡ÎËÁÛÂÚ „ÓÏÂÓÏÓÙÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ (Ô‡‡-
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ) V(p0) Ì‡ ‰ËÒÍ (Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ‰ËÒÍ) ∆( )p0 =

    = ∈ <{ }z z� : | | ( ) ,r p0  „‰Â φp p0 0 0( ) .=  èÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÚÓ·‡ÊÂ-
ÌËfl Î˛·‡fl ÚÓ˜Â˜Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl g(p), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË
V(p0), ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ z z z: ( ) ( ( )) ( ).g p g Gp= =−φ

0

1

äÓÌÙÓÏÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î   ρ( ) | |z zd  Ì‡
ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË R, ÍÓÚÓ˚È ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÂÌ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚·Ó‡ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó
Ô‡‡ÏÂÚ‡ z. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Í‡Ê‰ÓÏÛ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÏÛ Ô‡‡ÏÂÚÛ     z z( : )U → �  ÒÚ‡‚ËÚÒfl
‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÙÛÌÍˆËfl ρz z: ( ) [ , ]U → ∞0  Ú‡Í, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı Ô‡‡-
ÏÂÚÓ‚ z1 Ë z2 ËÏÂÂÏ

  

ρ
ρ

z

z

z

z
z
z

2

1

2

1

1

2

( ( ))

( ( ))

( )

( )

p

p

d p

d p
=  ‰Îfl Î˛·˚ı p U U U∈ ∩ ∩1 1 2 .

ä‡Ê‰˚È ÎËÌÂÈÌ˚È ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î   λ( )z zd  Ë Í‡Ê‰˚È Í‚‡‰‡ÚË˜Ì˚È ‰ËÙÙÂÂÌ-

ˆË‡Î   Q d( )z z2  ÔÓÓÊ‰‡˛Ú ÍÓÌÙÓÏÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Â ÏÂÚËÍË   λ( )z zd  Ë Q d( ) /z z1 2

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ (ÒÏ. Q-ÏÂÚËÍ‡).
Q-ÏÂÚËÍ‡
Q-ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ρ( ) ( ) /z z z zd Q d= 1 2

Ì‡ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË R, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ˜ÂÂÁ Í‚‡‰‡ÚË˜Ì˚È ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î
Q(z)dz.

ä‚‡‰‡ÚË˜Ì˚È ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î Q(z)dz2 – ÌÂÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ Ì‡ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË R, ÍÓÚÓ˚È ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÂÌ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Í ‚˚·Ó‡ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡-
ÏÂÚ‡ z. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Í‡Ê‰ÓÏÛ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÏÛ Ô‡‡ÏÂÚÛ     z z( : )U → �  ÒÚ‡‚ËÚÒfl ‚
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ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÙÛÌÍˆËfl   Q Uz : ( ) → �  Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı ÎÓÍ‡Î¸Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚
z1 Ë z2 ËÏÂÂÏ

  

Q p

Q p

d p

d p
z

z

z

z
z
z

2

1

2

1

1

2

2( ( ))

( ( ))

( )

( )
=







‰Îfl Î˛·˚ı p U U∈ ∩1 2 .

ùÍÒÚÂÏ‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
ùÍÒÚÂÏ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÌÙÓÏÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ‚ Á‡‰‡-

˜Â ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡ ‰Îfl ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ Γ  ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÒÔflÏÎflÂÏ˚ı ÍË‚˚ı Ì‡ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË R, ÍÓÚÓ‡fl Â‡ÎËÁÛÂÚ ËÌÙËÏÛÏ ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡ å(Γ).

îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ÔÛÒÚ¸ Γ – ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÒÔflÏÎflÂÏ˚ı ÍË‚˚ı Ì‡ ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË R Ë ÔÛÒÚ¸ ê  – ÌÂÔÛÒÚÓÈ ÍÎ‡ÒÒ ÍÓÌÙÓÏÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ı ÏÂÚËÍ

  ρ( )z zd  Ì‡ R, Ú‡ÍËı ˜ÚÓ ρ(z) fl‚ÎflÂÚÒfl Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÈ ‚ z-ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‰Îfl
Í‡Ê‰Ó„Ó ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ z, ‡ ËÌÚÂ„‡Î˚

    

A R dxdy L d
yR

ρ ρ γ
ρ ρ( ) ( )   ( ) inf ( )= =

∈ ∫∫∫ 2 z z zË   Γ
Γ

ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ‡‚Ì˚ÏË 0 ËÎË ∞ (ÔÓ‰‡ÁÛÏÂ‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È ËÁ
‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ – ˝ÚÓ ËÌÚÂ„‡Î ãÂ·Â„‡). åÓ‰ÛÎ˛Ò ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ÍË‚˚ı
Γ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

M
A R

LP
( ) inf

( )

( ( ))
.Γ

Γ
=

∈ρ

ρ

ρ
2

ùÍÒÚÂÏ‡Î¸Ì‡fl ‰ÎËÌ‡ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ÍË‚˚ı Γ  ‡‚Ì‡ sup
( ( ))

( )
,

ρ

ρ

ρ∈ P

L U

A R

2

 Ú.Â. fl‚ÎflÂÚÒfl

‚ÂÎË˜ËÌÓÈ, Ó·‡ÚÌÓÈ å(Γ).
á‡‰‡˜‡ ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡ ‰Îfl Γ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ÔÛÒÚ¸ PL – ÔÓ‰ÍÎ‡ÒÒ

P, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı ρ ∈ ∈( )z zd PL  Ë Î˛·ÓÈ γ ∈ Γ  ËÏÂÂÏ PL ≠ /0,  ÖÒÎË , ÚÓ ÏÓ‰Û-
Î˛Ò å(Γ) ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ Γ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì Í‡Í M A R

PL

( ) inf ( ).Γ =
∈ρ ρ  ä‡Ê‰‡fl ÏÂÚËÍ‡

ËÁ PL Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡ Ì‡ Γ. ÖÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ρ*, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ

M A R A R
PL

( ) inf ( ) ( ),*Γ = =
∈ρ ρ ρ

ÏÂÚËÍ‡   ρ
* dz  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÍÒÚÂÏ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ  ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë ÏÓ‰ÛÎ˛Ò‡ Ì‡ Γ.

åÂÚËÍ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË îÂ¯Â
èÛÒÚ¸ (X, d) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, å2 – ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ‰‚Û-

ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ, f – ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ f: M 2 → X , Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ
Ô‡‡ÏÂÚËÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛, ‡ σ: M2 → M2 – „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ M2 Ì‡ ÒÂ·fl.
Ñ‚Â Ô‡‡ÏÂÚËÁËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË f1 Ë f2 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË
inf max ( ( ), ( ( )) ,
σ ρ

σ
∈

=
M

d f p f p
2 1 2 0  „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï „ÓÏÂÓ-

ÏÓÙËÁÏ‡Ï σ . äÎ‡ÒÒ f* Ô‡‡ÏÂÚËÁËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ı f,
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Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ îÂ¯Â. ùÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓÌflÚËfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
‚ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡
(X, d).

åÂÚËÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË îÂ¯Â Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚÂÈ îÂ¯Â, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

inf max ( ( ), ( ( )))
σ ρ

σ
∈ M

d f p f p
2 1 2

‰Îfl Î˛·˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ îÂ¯Â  f f1 2
* * ,Ë   „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‚ÓÁÏÓÊ-

Ì˚Ï „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ‡Ï σ (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ îÂ¯Â).

8.2. ÇçìíêÖççàÖ  åÖíêàäà  çÄ  èéÇÖêïçéëíüï

Ç ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ÔÂÂ˜ËÒÎÂÌ˚ ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ ÏÂÚËÍË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚Â Ëı ÎËÌÂÈÌ˚ÏË
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË (ÍÓÚÓ˚Â ‚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, fl‚Îfl˛ÚÒfl ‰‚ÛÏÂÌ˚ÏË ËÏ‡ÌÓ‚˚ÏË
ÏÂÚËÍ‡ÏË) ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓ˚ı ËÁ·‡ÌÌ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ.

åÂÚËÍ‡ Í‚‡‰ËÍË
ä‚‡‰ËÍÓÈ (ËÎË Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛, ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ ‚ �3, ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÍÓÚÓ˚ı ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ ‚ÚÓÓÈ ÒÚÂÔÂÌË. ëÛ˘ÂÒÚ-
‚ÛÂÚ 17 ÍÎ‡ÒÒÓ‚ Ú‡ÍËı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, ‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ ˝ÎÎËÔÒÓË‰˚, Ó‰ÌÓÔÓÎÓÒÚÌ˚Â Ë
‰‚ÛıÔÓÎÓÒÚÌ˚Â „ËÔÂ·ÓÎÓË‰˚, ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÂ Ô‡‡·ÓÎÓË‰˚, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ Ô‡-
‡·ÓÎÓË‰˚, ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÂ, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ Ë Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍËÂ ˆËÎËÌ‰˚ Ë ÍÓÌË-
˜ÂÒÍËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.

ñËÎËÌ‰, Ì‡ÔËÏÂ, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ Á‡‰‡Ì Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌËÈ:

 x u a x u a x u u1 2 3( , ) cos ,   ( , ) sin ,   ( , ) .v v v v v= = =

ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÌÂÏ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

 ds du a d2 2 2 2= + v .

ùÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÌÛÒ (Ú.Â. ÍÓÌÛÒ Ò ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ ÒÂ˜ÂÌËÂÏ) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚
Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË:

  
x u a

h u

h
x u b

h u

h
x u u1 2 3( , ) cos ,   ( , ) sin ,   ( , ) ,v v v v v= − = − =

„‰Â h  – ‚˚ÒÓÚ‡, ‡ – ·ÓÎ¸¯‡fl ÔÓÎÛÓÒ¸ Ë b – Ï‡Î‡fl ÔÓÎÛÓÒ¸ ÍÓÌÛÒ‡. ÇÌÛÚÂÌÌflfl
ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÍÓÌÛÒÂ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  
ds

h a b

h
du s

a b h u

h
dud2

2 2 2 2 2

2
2

2 2

2= + + + − − +cos sin ( )( ) cos sinv v v v
v

+ − +( ) ( sin cos )
.

h u a b

h
d

2 2 2 2 2

2
2v v

v

åÂÚËÍ‡ ÒÙÂ˚
ëÙÂ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Í‚‡‰ËÍÓÈ, ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÍÓÚÓÓÈ ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ‚˚‡-

ÊÂÌ˚ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (x1 – a)2 + (x2 – b)2 + (x3 – c)2 = r2, „‰Â ÚÓ˜Í‡ (a, b, c) – ˆÂÌÚ ÒÙÂ˚,
‡ r > 0 – ÂÂ ‡‰ËÛÒ. ëÙÂ‡ ‡‰ËÛÒ‡ r Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
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Á‡‰‡Ì‡ ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË:

x r x r x r1 2 3( , ) sin cos ,   ( , ) sin sin ,   ( , ) cos ,θ φ θ φ θ φ θ φ θ φ φ= = =

„‰Â ‡ÁËÏÛÚ‡Î¸Ì˚È Û„ÓÎ φ ∈ [0, 2π] Ë ÔÓÎflÌ˚È Û„ÓÎ θ ∈ [0, π]. ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡
Ì‡ ÒÙÂÂ (ËÏÂÌÌÓ, ‰‚ÛÏÂÌ‡fl ÒÙÂË˜ÂÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡) Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds r d r d2 2 2 2 2= +θ θ φsin .

ëÙÂ‡ ‡‰ËÛÒa r ËÏÂÂÚ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÛ˛ „‡ÛÒÒÓ‚Û ÍË‚ËÁÌÛ, ‡‚ÌÛ˛  r.

åÂÚËÍ‡ ˝ÎÎËÔÒÓË‰‡

ùÎÎËÔÒÓË‰ – Í‚‡‰ËÍ‡, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ 
x

a

x

b

x

c
1
2

2
2
2

2
3
2

2 1+ + = ,  ËÎË

ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ:

x a x b x c1 2 3( , ) cos sin ,   ( , ) sin sin ,   ( , ) cos ,θ φ φ θ θ φ φ θ θ φ θ= = =

„‰Â ‡ÁËÏÛÚ‡Î¸Ì˚È Û„ÓÎ φ ∈ [0, 2π] Ë ÔÓÎflÌ˚È Û„ÓÎ θ ∈ [0, π] ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡
Ì‡ ˝ÎÎËÔÒÓË‰Â Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds b a d b a d d2 2 2 2 2 2 2 2 2= + + − +( cos sin )sin ( ) cos sin cos sinφ φ θ φ φ φ θ θ θ φ

+ + + (( cos sin ) cos sin ) .a b c d2 2 2 2 2 2 2 2φ φ θ θ θ

åÂÚËÍ‡ ÒÙÂÓË‰‡
ëÙÂÓË‰ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÎÎËÔÒÓË‰ Ò ‰‚ÛÏfl Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ÔÓ ‰ÎËÌÂ ÓÒflÏË. éÌ

fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‚‡˘ÂÌËfl, Á‡‰‡ÌÌÓÈ ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË:

  x u a u x u a u x u c1 2 3( , ) sin cos ,   ( , ) sin sin ,   ( , ) cos ,v v v v v v= = =

„‰Â 0 ≤ u ≤ 2π Ë 0 ≤ v < π. ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÒÙÂÓË‰Â Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï
˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  
ds a du a c a c d2 2 2 2 2 2 2 2 21

2
2= + + + −( )sin ( ) cos( ) .v v v

åÂÚËÍ‡ „ËÔÂ·ÓÎÓË‰‡
ÉËÔÂ·ÓÎÓË‰ – Í‚‡‰ËÍ‡, ÍÓÚÓ‡fl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ó‰ÌÓ- ËÎË ‰ÛıÔÓÎÓÒÚÌÓÈ. é‰ÌÓ-

ÔÓÎÓÒÚÌ˚Ï „ËÔÂ·ÓÎÓË‰ÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·‡ÁÛÂÏ‡fl ‚‡˘ÂÌËÂÏ „ËÔÂ·ÓÎ˚ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎfl‡, ‰ÂÎfl˘Â„Ó ÔÓÔÓÎ‡Ï ÎËÌË˛ ÏÂÊ‰Û ÙÓÍÛÒ‡ÏË, ‡ ‰‚Ûı-
ÔÓÎÓÒÚÌÓÈ „ËÔÂ·ÓÎÓË‰ – ˝ÚÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, Ó·‡ÁÛÂÏ‡fl ‚‡˘ÂÌËÂÏ „ËÔÂ·ÓÎ˚
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÎËÌËË, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ ÙÓÍÛÒ˚. é‰ÌÓÔÓÎÓÒÚÌÓÈ „ËÔÂ·ÓÎÓË‰, ÓËÂÌÚË-

Ó‚‡ÌÌ˚È ÔÓ ÓÒË ı3, Á‡‰‡ÂÚÒfl ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ 
x

a

x

b

x

c
1
2

2
2
2

2
3
2

2 1+ − =  ËÎË ÒÎÂ‰Û˛-

˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ:

x u a u x u a u x u cu1
2

2
2

31 1( , ) cos ,   ( , ) sin ,   ( , ) ,v v v v v= + = + =

„‰Â v  ∈ [0, 2π]. ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ „ËÔÂ·ÓÎÓË‰Â Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï
˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  
ds c

a u

u
du a u d2 2

2 2

2
2 2 2 2

1
1= +

+






+ +( ) .v
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åÂÚËÍ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚‡˘ÂÌËfl
èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‚‡˘ÂÌËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, Ó·‡ÁÛÂÏ‡fl ‚‡˘ÂÌËÂÏ ‰‚Û-

ÏÂÌÓÈ ÍË‚ÓÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÓÒË. ÖÂ ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ
ÙÓÏÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌËÈ:

  x u u x u u x u1 2 3( , ) ( ) cos ,   ( , ) ( )sin ,   ( , ) ( ).v v v v v v= = =φ φ ψ

ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÌÂÈ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÓÏ

 ds du d2 2 2 2 2 2= + +φ φ ψ( ) .v

åÂÚËÍ‡ ÔÒÂ‚‰ÓÒÙÂ˚
èÒÂ‚‰ÓÒÙÂÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÎÓ‚ËÌ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚‡˘ÂÌËfl, Ó·‡ÁÛÂÏÓÈ ‚‡-

˘ÂÌËÂÏ Ú‡ÍÚËÒ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÂÂ ‡ÒËÏÔÚÓÚ˚. éÌ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË
Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ:

  x u u x u u x u u u1 2 3( , ) sech cos ( , ) sech sin ( , ) tgh ,v v, v v, v= = = −

„‰Â u ≥ 0 Ë 0 ≤ v < 2π.
ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÌÂÈ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  ds udu ud2 2 2 2 2= +tgh sich .v

èÒÂ‚‰ÓÒÙÂ‡ ËÏÂÂÚ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ „‡ÛÒÒÓ‚Û ÍË‚ËÁÌÛ, ‡‚ÌÛ˛ –1, Ë
‚ ˝ÚÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ÒÙÂ˚ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ „‡ÛÒÒÓ‚ÓÈ
ÍË‚ËÁÌÓÈ.

åÂÚËÍ‡ ÚÓ‡
íÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛, ËÏÂ˛˘ÂÈ ÚËÔ 1. ÄÁËÏÛÚ‡Î¸ÌÓ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚È

ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒË x3 ÚÓ Á‡‰‡ÂÚÒfl ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ c x x x a− +



 + =1

2
2
2

2

3
2 2

ËÎË ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ:

  x u c a u x u c a u x u a1 2 3( , ) ( cos ) cos ,   ( , ) ( cos )sin ,   ( , ) sin ,v v v v v v= + = + =

„‰Â c  > a  Ë u, v  ∈ [0, 2π]. ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÚÓÂ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï
˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  ds c a du a d2 2 2 2= + +( cos ) .v v

åÂÚËÍ‡ ‚ËÌÚÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
ÇËÌÚÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ (ËÎË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‚ËÌÚÓ‚Ó„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl

ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏ‡fl ÔÎÓÒÍÓÈ ÍË‚ÓÈ γ, ÍÓÚÓ‡fl, ‚‡˘‡flÒ¸ Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒË, Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ‰‚ËÊÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÌÂÂ Ò ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛. ÖÒÎË γ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÓÒË ‚‡˘ÂÌËfl x3 Ë ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ
x3 = f(u), ÚÓ ÔÓÁËˆËÓÌÌ˚È ‚ÂÍÚÓ ‚ËÌÚÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ·Û‰ÂÚ ‡‚ÂÌ

r u uson f u h h= = =( cos ,  ,  ( ) ),   const,v v v

Ë ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÌÂÈ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  ds f du hf dud u h d2 2 2 2 2 21 2= + + ′ + +( ) ( ) .v v

ÖÒÎË f = const, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ „ÂÎËÍÓË‰; ÂÒÎË  h = 0, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸
‚‡˘ÂÌËfl.
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åÂÚËÍ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ä‡Ú‡Î‡Ì‡
èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ä‡Ú‡Î‡Ì‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, ‚ Ô‡‡ÏÂÚË-

˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË:

  
x u u u x u u x u

u
1 2 31 4

2 2
( , ) sin cosh ,   ( , ) cos cosh ,   ( , ) sin sinh .v v v v v

v= − = − = 











ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÌÂÈ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

  
ds u du u d2 2 2 2 22

2
2

2
= 



 − + 



 −cosh (cosh cos ) cosh (cosh cos ) .

v
v

v
v v

åÂÚËÍ‡ Ó·ÂÁ¸flÌ¸Â„Ó ÒÂ‰Î‡
é·ÂÁ¸flÌ¸ËÏ ÒÂ‰ÎÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚Ï Û‡‚ÌÂ-

ÌËÂÏ x x x x3 1 1
2

2
23= −( )  ËÎË ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ:

  x u u x u x u u u1 2 3
3 23( , ) ,   ( , ) ,   ( , ) .v v v v v= = = −

èÓ Ú‡ÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ó·ÂÁ¸flÌ‡ ÏÓ„Î‡ ·˚ ÔÂÂ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl, ÓÔË‡flÒ¸ Ó‰ÌÓ‚Â-
ÏÂÌÌÓ ÌÓ„‡ÏË Ë ı‚ÓÒÚÓÏ. ÇÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Ú‡ÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Á‡‰‡ÂÚÒfl
ÎËÌÂÈÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ

ds su du u u dud u d2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 3 2 18 1 36= + − − − + +( ( ) ( ( )) ( ) ).v v v v v v

8.3. êÄëëíéüçü  çÄ  ì áãÄï

ìÁÎÓÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl Ò‡ÏÓÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘‡flÒfl ÍË‚‡fl, ‚ÎÓÊËÏ‡fl ‚ S3. íË-
‚Ë‡Î¸Ì˚Ï ÛÁÎÓÏ (ËÎË ÌÂÁ‡ÛÁÎÂÌÌÓÒÚ¸˛) é Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÌÂÁ‡ÛÁÎÂÌÌ˚È
ÍÓÌÚÛ. é·Ó·˘ÂÌËÂÏ ÔÓÌflÚËfl ÛÁÎ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÌflÚËÂ Á‚ÂÌ‡. á‚ÂÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ
ÒÓ·ÓÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÛÁÎÓ‚. ä‡Ê‰ÓÏÛ Á‚ÂÌÛ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Â„Ó
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ áÂÈÙÂÚ‡, Ú.Â. ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ‡fl ÓËÂÌÚËÛÂÏ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ò ‰‡ÌÌ˚Ï
Á‚ÂÌÓÏ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â „‡ÌËˆ˚. Ñ‚‡ ÛÁÎ‡ (Á‚ÂÌ‡) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË
ÏÓÊÌÓ ÔÎ‡‚ÌÓ ÔÂÂÈÚË ÓÚ Ó‰ÌÓ„Ó Í ‰Û„ÓÏÛ. îÓÏ‡Î¸ÌÓ, Á‚ÂÌÓ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í
„Î‡‰ÍÓÂ Ó‰ÌÓÏÂÌÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ 3-ÒÙÂ˚ S3; ÛÁÂÎ – ˝ÚÓ Á‚ÂÌÓ, ÒÓÒÚfl˘ÂÂ ËÁ
Ó‰ÌÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚; Á‚ÂÌ¸fl L1 Ë L2 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÒÓı‡Ìfl˛˘ËÈ ÓËÂÌÚ‡ˆË˛ „ÓÏÂÓÏÓÙËÁÏ f: S3 → S3, Ú‡ÍÓÈ ˜ÚÓ f(L1) = L2.

ÇÒ˛ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó· ÛÁÎÂ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÛÁÎ‡ –
Ú‡ÍÓÈ ÔÓÂÍˆËË ÛÁÎ‡ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸, ˜ÚÓ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ÛÁÎ‡ ÔÓÂˆËÛ˛ÚÒfl
‚ Ó‰ÌÛ Ë ÚÛ ÊÂ ÚÓ˜ÍÛ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ë ‚ Í‡Ê‰ÓÈ Ú‡ÍÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÛÍ‡Á‡ÌÓ, Í‡Í‡fl ËÁ ÎËÌËÈ
fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÎËÊ‡È¯ÂÈ Í ÔÎÓÒÍÓÒÚË, Ó·˚˜ÌÓ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ Û‰‡ÎÂÌËfl ˜‡ÒÚË ÌËÊÌÂÈ
ÎËÌËË. Ñ‚Â ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÏÓ„ÛÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÚ¸ Ó‰ËÌ Ë ÚÓÚ ÊÂ ÛÁÂÎ.
áÌ‡˜ËÚÂÎ¸Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÚÂÓËË ÛÁÎÓ‚ ÔÓÒ‚fl˘ÂÌ‡ ‚˚flÒÌÂÌË˛ ÓÚ‚ÂÚ‡ Ì‡ ‚ÓÔÓÒ, ÍÓ„‰‡
‰‚Â ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú Ó‰ËÌ Ë ÚÓÚ ÊÂ ÛÁÂÎ.

ê‡ÒÔÛÚ˚‚‡ÌËÂ ÛÁÎÓ‚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÂ‡ˆËÂÈ, ËÁÏÂÌfl˛˘ÂÈ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÂÂ-
ÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÎËÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰Û„ ‰Û„‡ (Ò‚ÂıÛ ËÎË ÒÌËÁÛ) ‚ ‰‚ÓÈÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ
‰‡ÌÌÓÈ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚. ê‡ÒÔÛÚ˚‚‡˛˘ÂÂ ˜ËÒÎÓ ÛÁÎ‡ ä fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ˜ËÒÎÓÏ
˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÓÔÂ‡ˆËÈ ÔÓ ‡ÒÔÛÚ˚‚‡ÌË˛ ÛÁÎÓ‚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂ‚‡˘ÂÌËfl
‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÛÁÎ‡ ä ‚ ‰Ë‡„‡ÏÏÛ ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓ„Ó ÛÁÎ‡, „‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ
‰Ë‡„‡ÏÏ‡Ï ÛÁÎ‡ ä. ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl, ‡ÒÔÛÚ˚‚‡˛˘ÂÂ ˜ËÒÎÓ ÂÒÚ¸ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ÍÓÎË-
˜ÂÒÚ‚Ó ÔÓÚ‡ÒÍË‚‡ÌËÈ ÛÁÎ‡ ä ˜ÂÂÁ Ò‡ÏÓ„Ó ÒÂ·fl, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl Â„Ó
‡ÒÔÛÚ˚‚‡ÌËfl.
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#-‡ÒÔÛÚ˚‚‡˛˘‡fl ÓÔÂ‡ˆËfl  ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÛÁÎ‡ ä fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ‡ÒÔÛÚ˚-
‚‡˛˘ÂÈ ÓÔÂ‡ˆËË ‰Îfl #-˜‡ÒÚË ‰Ë‡„‡ÏÏ˚, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ‰‚Ûı Ô‡ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı
ÎËÌËÈ, ËÁ ÍÓÚÓ˚ı Ó‰Ì‡ Ô‡‡ ÔË ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËË ÔÓıÓ‰ËÚ Ì‡‰ ‰Û„ÓÈ. í‡ÍËÏ Ó·-
‡ÁÓÏ, ‡ÒÔÛÚ˚‚‡˛˘ÂÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ËÁÏÂÌflÂÚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ÎËÌËÈ ÔÓ
‚˚ÒÓÚÂ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ‚Â¯ËÌ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ˜ÂÚ˚ÂıÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡.

ÉÓ‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÉÓ‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÛÁÎÓ‚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‰Îfl

‰‡ÌÌ˚ı ÛÁÎÓ‚ ä Ë K � Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡ÒÔÛÚ˚‚‡˛˘Ëı ÓÔÂ‡ˆËÈ, ÌÂÓ·-
ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂ‚‡˘ÂÌËfl ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÛÁÎ‡ ä ‚ ‰Ë‡„‡ÏÏÛ ÛÁÎ‡ K�, „‰Â ÏËÌËÏÛÏ
·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‰Ë‡„‡ÏÏ‡Ï ÛÁÎ‡ ä, ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÈÚË Í ‰Ë‡„‡ÏÏ‡Ï ÛÁÎ‡
K�. ê‡ÒÔÛÚ˚‚‡˛˘ÂÂ ˜ËÒÎÓ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ Û„Î‡ ä ‡‚ÌÓ „Ó‰ËÂ‚Û ‡ÒÒÚÓflÌË˛ ÏÂÊ‰Û ä
Ë ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Ï ÛÁÎÓÏ é.

èÛÒÚ¸ rK – ÛÁÎÂÎ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È ËÁ ä Í‡Í Â„Ó ÁÂÍ‡Î¸ÌÓÂ ÓÚ‡ÊÂÌËÂ Ë ÔÛÒÚ¸ –ä –
ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È ÛÁÎÂÎ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÂÙÎÂÍÒËË
Re f+(K) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Ó‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ä  Ë rK. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÂÙÎÂÍÒËË Re f–(K) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Ó‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ä Ë –r K.
àÌ‚ÂÒË‚Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Inv (K) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Ó‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ä Ë –ä.

ÉÓ‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ – ÒÎÛ˜‡È Î  = 1 ëk-‡ÒÒÚÓflÌËfl, ÍÓÚÓÓÂ ‡‚ÌÓ ÏËÌËÏ‡Î¸-
ÌÓÏÛ ˜ËÒÎÛ ëk-ıÓ‰Ó‚, ÌÂ·ıÓ‰ËÏÓÏÛ ‰Îfl Ú‡ÌÒÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl ä ‚ K�; ï‡·ËÓ Ë
ÉÛÒ‡Ó‚ ‰ÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ‰Îfl k > 1˜ËÒÎÓ ÓÔÂ‡ˆËÈ ·Û‰ÂÚ ÍÓÌÂ˜Ì˚Ï ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Ó·‡ ÛÁÎ‡ ËÏÂ˛Ú Ó‰ÌË Ë ÚÂ ÊÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ Ç‡ÒËÎ¸Â‚‡ ÔÓfl‰Í‡ ÏÂÌÂÂ k.
ë1-ıÓ‰ – ˝ÚÓ Ó‰ÌÓÍ‡ÚÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl. ë2-ıÓ‰ (ËÎË ‰ÂÎ¸Ú‡-ıÓ‰) – ˝ÚÓ
Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ‰Îfl ÚÂı ÔÓÒÚ˚ı ‰Û„, ÙÓÏËÛ˛˘Ëı
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ. ë2- Ë ë3-‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‰ÂÎ¸Ú‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ
Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Á‡ˆÂÔÎÂÌËfl.

#-„Ó‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
#-„Ó‰ËÂ‚˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Mura85]) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÏÌÓ-

ÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÛÁÎÓ‚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‰Îfl ÛÁÎÓ‚ ä  Ë K� Í‡Í ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ #-‡Ò-
ÔÛÚ˚‚‡˛˘Ëı ÓÔÂ‡ˆËÈ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚ı ‰Îfl ÔÂÂıÓ‰‡ ÓÚ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÛÁÎ‡ ä Í
‰Ë‡„‡ÏÏÂ ÛÁÎ‡ K�, „‰Â ÏËÌËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ‰Ë‡„‡ÏÏ‡Ï ÛÁÎ‡ ä, ÍÓÚÓ˚Â
ÔÂÓ·‡ÁÛ˛ÚÒfl ‚ ‰Ë‡„‡ÏÏ˚ ÛÁÎ‡ K�.

èÛÒÚ¸ rK – ÛÁÂÎ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È ËÁ ä Í‡Í Â„Ó ÁÂÍ‡Î¸ÌÓÂ ÓÚ‡ÊÂÌËÂ Ë ÔÛÒÚ¸ –ä –
ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È ÛÁÎÂÎ. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ #-ÂÙ-
ÎÂÍÒËË Re ( )#f K+  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl #-„Ó‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ä  Ë r K. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ
ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ #-ÂÙÎÂÍÒËË Re f#(K) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl #-„Ó‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
ä Ë –rK; #-ËÌ‚ÂÒË‚Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Inv(K) fl‚ÎflÂÚÒfl #-„Ó‰ËÂ‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
ä Ë –ä.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËfl Ì‡ ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÚÂÎ‡ı, ÍÓÌÛÒ‡ı
Ë ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚ı ÍÓÏÔÎÂÍÒ‡ı

9.1. êÄëëíéüçàÖ  çÄ  Çõèìäãõï  íÖãÄï

Ç˚ÔÛÍÎ˚Ï ÚÂÎÓÏ ‚ n-ÏÂÌÓÏ Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â �N Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ
‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ �N. éÌÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, ÂÒÎË ËÏÂÂÚ ÌÂÔÛÒÚÛ˛
‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÚÂÎ ‚ �N ˜ÂÂÁ ä, Ë ÔÛÒÚ¸ Kp
·Û‰ÂÚ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‚ÒÂı ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÚÂÎ.

ã˛·ÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó (K, d) Ì‡ ä Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÚÂÎ. åÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÚÂÎ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË
ÏÂÚËÁ‡ˆËfl ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍË ËÎË  ÏÂÚËÍË ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ
‡ÁÌÓÒÚË, fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÒÌÓ‚ÓÔÓÎ‡„‡˛˘ËÏË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË ‡Ì‡ÎËÁ‡ ‚ ‚˚ÔÛÍÎÓÈ „ÂÓ-
ÏÂÚËË (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [Grub93]).

ÑÎfl C, D ∈ K\{∅ } ÒÎÓÊÂÌËÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ë ÛÏÌÓÊÂÌËÂ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ì‡
ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚È ÒÍ‡Îfl ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í ë + D = {x + y: x ∈ C, y ∈  D} Ë αC =
= {αx: xC}, α  ≥ 0 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. Ä·ÂÎÂ‚‡ ÔÓÎÛ„ÛÔÔ‡ (K , +), ÒÌ‡·ÊÂÌÌ‡fl
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ÏË ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚È ÒÍ‡Îfl, ÏÓÊÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í
‚˚ÔÛÍÎ˚È ÍÓÌÛÒ.

éÔÓÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl hC: Sn–1 → � ‰Îfl ë ∈  K Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í h u u x x CC ( ) sup , := 〈 〉 ∈{ }
‰Îfl Î˛·Ó„Ó u ∈ Sn–1, „‰Â Sn–1 – (n – 1)-ÏÂÌ‡fl Â‰ËÌË˜Ì‡fl ÒÙÂ‡ ‚ �n Ë 〈,〉  – ÒÍ‡ÎflÌÓÂ
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡  �n.

ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ X ⊂ �n Â„Ó ‚˚ÔÛÍÎ‡fl Ó·ÓÎÓ˜Í‡, conv(X) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‚˚ÔÛÍÎÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÏÛ ï ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ.

éÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÔÎÓ˘‡‰Ë
éÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÔÎÓ˘‡‰Ë (ËÎË ˝Ú‡ÎÓÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â

Kp ‚ �2 (Ú.Â. Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ÔÎÓÒÍËı ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ‰ËÒÍÓ‚), ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ Í‡Í

A(C∆D),

„‰Â A( ⋅ ) – ÔÎÓ˘‡‰¸ Ë ∆ – ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÌÓÒÚ .̧ ÖÒÎË ë ⊂ D, ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ
ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰ A(D) – A(C).

éÚÍÓÌÂÌËÂ ÔÂËÏÂÚ‡
éÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÔÂËÏÂÚ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ Lp ‚ �2, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Í‡Í

  2 p C D p C p D(con ( )) ( ) ( ),v ∪ − −

„‰Â p( ⋅ ) – ÔÂËÏÂÚ. ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl ë ⊂ D ÓÌÓ ‡‚ÌÓ p(D) – p(C).

åÂÚËÍ‡ ÒÂ‰ÌÂÈ ¯ËËÌ˚
åÂÚËÍÓÈ ÒÂ‰ÌÂÈ ¯ËËÌ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Kp ‚ �2, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

2W C D W C W D(conv( )) ( ) – ( ),∪ −

„‰Â W( ⋅ ) – ÒÂ‰Ìflfl ¯ËËÌ‡: W(C) = p(C)/π, ÂÒÎË  – ÔÂËÏÂÚ.
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åÂÚËÍ‡ èÓÏÔÂÈ˛–ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡–ÅÎfl¯ÍÂ
åÂÚËÍÓÈ èÓÏÔÂÈ˛–ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡–ÅÎfl¯ÍÂ (ËÎË ı‡ÛÒ‰ÓÙÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ) Ì‡Á˚-

‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ä, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

max sup inf || || sup inf || || ,
x C y D y D x C

y y x y
∈ ∈ ∈ ∈

− −








2 2

„‰Â || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �2.
ç‡ flÁ˚ÍÂ ÓÔÓÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÒÎÓÊÂÌËfl åËÌ-

ÍÓ‚ÒÍÓ„Ó, ÓÌ‡ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

sup ( ) ( ) inf : , ,
u S

C D C D
n n

n
h u h u h h C D B D C B

∈
∞−

− = − = ≥ ⊂ + ⊂ +{ }
1

0λ λ λ

„‰Â B n  – Â‰ËÌË˜Ì˚È ¯‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n.
Ñ‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl Î˛·Û˛ ÌÓÏÛ Ì‡ �n ‚ÏÂÒÚÓ

Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÈ. é·Ó·˘‡fl, ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÓÌ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ‰Îfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ó„‡ÌË-
˜ÂÌÌ˚ı Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

åÂÚËÍ‡ èÓÏÔÂÈ˛–ù„„ÎÂÒÚÓÌ‡
åÂÚËÍÓÈ èÓÏÔÂÈ˛–ù„„ÎÂÒÚÓÌ‡  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ä, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

sup inf sup inf ,
x C y D y D x C

x y x y
∈ ∈ ∈ ∈

− + −2 2

„‰Â || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ì‡ �2.
ç‡ flÁ˚ÍÂ ÓÔÓÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÒÎÓÊÂÌËfl åËÌ-

ÍÓ‚ÒÍÓ„Ó, ÓÌ‡ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

max , sup ( ( ) ( )) max , sup ( ( ) ( ))0 0
1 1u S

C D
u S

D C
n n

h u h u h u h u
∈ ∈− −

−








+ −








=

= ≥ ⊂ +{ } + ≥ ⊂ +{ }inf : inf : ,λ λ λ λ0 0C D B D C Bn n

„‰Â B n  – Â‰ËÌË˜Ì˚È ¯‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n.
Ñ‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl Î˛·Û˛ ÌÓÏÛ Ì‡ �n ‚ÏÂÒÚÓ Â‚-

ÍÎË‰Ó‚ÓÈ. é·Ó·˘‡fl, ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÓÌ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ‰Îfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌ-
Ì˚ı Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

åÂÚËÍ‡ å‡ÍäÎ˛‡–ÇËÚ‡ÎÂ
ÑÎfl 1 ≤  ≤ ∞ , ÏÂÚËÍÓÈ å‡ÍäÎ˛‡–ÇËÚ‡ÎÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ä, ÓÔÂ-

‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

S

C D
p

p

C D p
n

h u h u d u h h
−
∫ −











= −
1

1

( ) ( ) ( ) .

/

σ

åÂÚËÍ‡ îÎÓË‡Ì‡
åÂÚËÍ‡ îÎÓË‡Ì‡ ˝ÚÓ ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ä, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

S

C D C D
n

h u h u d u h h
−
∫ − = −

1
1

( ) ( ) ( ) .σ
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éÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚‡ÊÂÌ‡ ‚ ÙÓÏÂ 2S(conv(C ∪  D)) – S(C) – S(D) ‰Îfl n = 2 (ÒÏ.
éÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÔÂËÏÂÚ‡); ÂÂ ÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÊÂ ‚˚‡ÁËÚ¸ ‚ ÙÓÏÂ nkn(2W(conv(C ∪  D)) –
W(C) – W(D) ‰Îfl n ≥ 2 (ÒÏ. åÂÚËÍ‡ ÒÂ‰ÌÂÈ ¯ËËÌ˚). á‰ÂÒ¸ S( ⋅ ) – ÔÎÓ˘‡‰¸ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚË, kn – Ó·˙ÂÏ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ¯‡‡ B n  ‚ �n Ë W( ⋅ ) – ÒÂ‰Ìflfl ¯ËËÌ‡:

W C
nk

h u h u d u
n

S

C C
n

( ) ( ( ) (– )) ( ).= +
−
∫1

1

σ

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÓ·ÓÎÂ‚‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ä, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl Í‡Í

h hC D w
− ,

„‰Â || ⋅ ||w – 1-ÌÓÏ‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â C
Sn−1  ‚ÒÂı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡

Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÙÂÂ Sn–1 ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n.
1-ÌÓÏ‡ ëÓ·ÓÎÂ‚‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í f f f

w w= 〈 〉, ,/1 2  „‰Â 〈  , 〉w – ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ-
‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ C

Sn−1 ,  Á‡‰‡ÌÌÓÂ Í‡Í

〈 〉 = + ∇ =
⋅−

∫f g fg f g dw w
n k

ww

S

s
nn

, ( ( , )) ,   ,
1

0 0
1

∇ = 〈 〉 〈 〉s s sf g f g( , ) grad ,grad ,  ,  – ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ �n Ë grads – „‡‰ËÂÌÚ
Ì‡ Sn–1 (ÒÏ. [ArWe92]).

åÂÚËÍ‡ òÂÔ‡‰‡
åÂÚËÍÓÈ òÂÔ‡‰‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ä, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

ln( inf{ : ( ), ( )}).1 2 0+ ≥ ⊂ + − ⊂ + −λ λ λC D D D D C C C

åÂÚËÍ‡ çËÍÓ‰ËÏ‡
åÂÚËÍ‡ çËÍÓ‰ËÏ‡ (ËÎË ÏÂÚËÍ‡ ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ

Ì‡ ä, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Í‡Í

V(C∆D),

„‰Â V( ⋅ ) – Ó·˙ÂÏ (Ú.Â. ÎÂ·Â„Ó‚‡ n-ÏÂÌ‡fl ÏÂ‡) Ë ∆ – ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ‡ÁÌÓÒÚ¸. ÑÎfl
n = 2 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÔÎÓ˘‡‰Ë.

åÂÚËÍ‡ òÚÂÈÌ„‡ÛÒ‡
åÂÚËÍ‡ òÚÂÈÌ„‡ÛÁ‡ (ËÎË Ó‰ÌÓÓ‰Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË ‡Ò-

ÒÚÓflÌËÂ òÚÂÈÌ„‡ÛÒ‡) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ Kp, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Í‡Í

V C D

V C D

( )

( )
,

∆
∪

„‰Â V( ⋅ ) – Ó·˙ÂÏ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÓÌ‡ ‡‚Ì‡ 
d C D

V C D
∆ ( , )

( )
,

∪
 „‰Â d∆ ÂÒÚ¸ ÏÂÚËÍ‡ çËÍÓ-

‰ËÏ‡. ùÚ‡ ÏÂÚËÍ‡ Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡; ÓÌ‡ ‡ÙÙËÌÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ÏÂÚËÍ‡
çËÍÓ‰ËÏ‡ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÓı‡Ìfl˛˘Ëı Ó·˙ÂÏ ‡ÙÙËÌÌ˚ı
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ.
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ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ù„„ÎÂÒÚÓÌ‡
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ù„„ÎÂÒÚÓÌ‡ (ËÎË ÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂÏ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÔÓ‚ÂıÌÓ-

ÒÚË) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ì‡ Kp, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ Í‡Í

S(C ∪  D) – S(C ∩ D),

„‰Â S( ⋅ ) – ÔÎÓ˘‡‰¸ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÚËÍÓÈ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl.

åÂÚËÍ‡ ÄÒÔÎÛÌ‰‡
åÂÚËÍÓÈ ÄÒÔÎÛÌ‰‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Kp/≈ ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ‡ÙÙËÌ-

ÌÓÈ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ‚ Kp, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

ln inf{ : :  ,  ( ) },λ λ≥ ∃ → ∈ ⊂ ⊂ +1 T x C T D C xn n n� � �‡ÙÙËÌÌ‡,  

‰Îfl Î˛·˚ı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË Ë Ò ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎflÏË ë* Ë D* ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

åÂÚËÍ‡ å‡Í·ÂÚ‡
åÂÚËÍ‡ å‡Í·ÂÚ‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â K p/≈  ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ‡ÙÙËÌÌÓÈ

˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ‚ Kp, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

ln inf{|det T ⋅ P|: ∃ T, P: �n → �n Â„ÛÎflÌÓÂ ‡ÙÙËÌÌÓÂ, C ⊂ T(D), D ⊂ P(C)}

‰Îfl Î˛·˚ı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ë* Ë D* Ò ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎflÏË ë Ë D , ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ÖÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í

ln ( , ) ln ( , ),δ δ1 1C D D C+

„‰Â δ1( , ) inf
( ( ))

( )
;  ( )C D

V T D

V C
C T D

T
= ⊂








 Ë í ÂÒÚ¸ Â„ÛÎflÌÓÂ ‡ÙÙËÌÌÓÂ ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ

�n Ì‡ ÒÂ·fl.

åÂÚËÍ‡ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡
åÂÚËÍÓÈ Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Kp/≈ ÍÎ‡ÒÒÓ‚

˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓ-ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÚÂÎ ÔÓ ÓÚÌÓ-
¯ÂÌË˛ Í ÎËÌÂÈÌ˚Ï ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËflÏ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl Í‡Í

ln inf{λ  ≥ 1: ∃ T: �n → �n ÎËÌÂÈÌÓÂ, C ⊂ T(D) ⊂ λ C)}

‰Îfl Î˛·˚ı ÍÎ‡ÒÒÓ‚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ë* Ë D* Ë Ò ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚÂÎflÏË ë Ë D ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ùÚ‡ ÏÂÚËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒÓ·˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Å‡Ì‡ı‡–å‡ÁÛ‡ ÏÂÊ‰Û n-ÏÂ-
Ì˚ÏË ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË.

ê‡Á‰ÂÎfl˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ê‡Á‰ÂÎfl˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ Â‚ÍÎË‰Ó‚Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl

ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÏËÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚ÏË ÚÂÎ‡ÏË C  Ë D  ‚ �n (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÏËÒfl ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË

�n): inf : , ;x y x C y D− ∈ ∈{ }2  ÔË ˝ÚÓÏ sup : ,x y x C y D− ∈ ∈{ }2  Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÂÂ-

Í˚‚‡˛˘ËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ÎÛ·ËÌ˚ ÔÓÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl
ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ „ÎÛ·ËÌ˚ ÔÓÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ‚Á‡ËÏÌÓ ÔÓÌËÍ‡˛˘ËÏË

‚˚ÔÛÍÎ˚ÏË ÚÂÎ‡ÏË C Ë D  ‚ �n (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl ‚Á‡ËÏÌÓ
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ÔÓÌËÍ‡˛˘ËÏË ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ �n)  ÂÒÚ¸ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÔÂÂÌÓÒ‡ Ó‰ÌÓ„Ó ÚÂÎ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰Û„Ó„Ó Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚË C  Ë D ÒÚ‡ÎË
ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÏËÒfl:

min || || : interior ( ) .t C t D2 0+ ∩ = /{ }
ùÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·Ó˘ÂÌÌÓÏ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ‡Á‰ÂÎfl˛˘Â„Ó

‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Îfl ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl Ó·˙ÂÍÚÓ‚ Ì‡ ÒÎÛ˜‡È ÔÂÂÍ˚‚‡˛˘ËıÒfl Ó·˙-
ÂÍÚÓ‚. Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Í‡Í inf{d(C, D + x): x ∈ �n} ËÎË
infsd(C, s(D)), „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ ÔÓ‰Ó·ËflÏ s: �n → �n ËÎË…, „‰Â d – Ó‰Ì‡
ËÁ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ‚˚¯Â ÏÂÚËÍ.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓfl‰Í‡ ÓÒÚ‡
ÑÎfl ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍÓ‚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÔÓfl‰Í‡ ÓÒÚ‡ (ÒÏ. ÔÓ‰Ó·ÌÂÂ

[GiOn96]) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Ì‡ ÍÓÚÓÛ˛ Ó·˙ÂÍÚ˚ ‰ÓÎÊÌ˚ Û‚ÂÎË-
˜ËÚ¸Òfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ëı Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÁÏÂ‡ ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ÒÓÔËÍÓÒÌÓ‚ÂÌËfl
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË.

ê‡ÁÌÓÒÚ¸ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó
ê‡ÁÌÓÒÚ¸ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÍÓÏÔ‡ÍÚÌ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, ‚ ˜‡ÒÚ-

ÌÓÒÚË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â ‚ÒÂı ÒÍÛÎ¸ÔÚÛÌ˚ı Ó·˙ÂÍÚÓ‚ (ËÎË Ó·˙ÂÍÚÓ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ
ÙÓÏ˚) ‚ �3, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

A – B = {x – y: x ∈ A, y ∈ B}.

ÖÒÎË Ò˜ËÚ‡Ú¸ Ç Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ ÔÂÂÏÂ˘‡˛˘ËÏÒfl Ë ËÏÂ˛˘ËÏ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ ÓËÂÌ-
Ú‡ˆËÂ˛ Ó·˙ÂÍÚÓÏ, ÚÓ ‡ÁÌÓÒÚ¸˛ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ ÒÓ-
‰ÂÊËÚ ‚ÒÂ ÔÂÂÌÓÒ˚ Ç, ‚ÎÂÍÛ˘ËÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ Ò Ä. ÅÎËÊ‡È¯‡fl ÚÓ˜Í‡ ÓÚ „‡ÌËˆ˚
‡ÁÌÓÒÚË åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó ∂(A – B) ‰Ó Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‰‡ÂÚ ‡Á‰ÂÎfl˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û Ä Ë Ç. ÖÒÎË Ó·‡ Ó·˙ÂÍÚ‡ ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl, ÚÓ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÎÂÊËÚ ‚ÌÛÚË
‡ÁÌÓÒÚË åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó Ë ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í
‡ÒÒÚÓflÌËÂ  „ÎÛ·ËÌ˚ ÔÓÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl.

å‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡
å‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ‚˚ÔÛÍ-

Î˚ÏË ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ÏË P = (p1, ..., pn) Ë Q = (q1, ..., qn), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÂ Í‡Í

max ,    { , ..., },   { , ..., }.
,i j

i jp q i n j m− ∈ ∈
2

1 1

„‰Â || ⋅ ||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡.

ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÂÌ‡Ì‰Â‡
èÛÒÚ¸ P = (p1, ..., pn) Ë Q = (q1, ..., qn) – ‰‚‡ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÏÌÓ„Ó-

Û„ÓÎ¸ÌËÍ‡ Ë l(pi, qj), l(pm, ql), – ‰‚Â ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂÒfl ÍËÚË˜ÂÒÍËÂ ÓÔÓÌ˚Â ÎËÌËË
‰Îfl P Ë Q. íÓ„‰‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÉÂÌ‡Ì‰Â‡ ÏÂÊ‰Û P Ë Q ÓÔÂ‰ÂÎËÚÒfl Í‡Í

|| || || || ( , ) ( , ),p q p q p p g gi j m l i m j l− + − − −2 2 Σ Σ

„‰Â ||⋅||2 – Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÌÓÏ‡ Ë Σ(pi, pm) – ÒÛÏÏ‡ ‰ÎËÌ Â·Â ÎÓÏ‡ÌÓÈ pi,..., pm.
á‰ÂÒ¸ P = (p1,..., pn) – ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ Ò ‚Â¯ËÌ‡ÏË ‚ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ

ÙÓÏÂ, Ú.Â. ‚Â¯ËÌ˚ ÛÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË
ÔÓ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍÂ Ë ÔË ˝ÚÓÏ ÌÂÚ ÚÂı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ı ‚Â¯ËÌ.
èflÏ‡fl l fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÓÌÓÈ ÔflÏÓÈ ‰Îfl ê, ÂÒÎË ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÚÓ˜ÂÍ ê
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ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÎÂÊËÚ ÔÓ Ó‰ÌÛ ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ l. ÖÒÎË ËÏÂ˛ÚÒfl ‰‚‡ ÌÂÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËıÒfl
ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ê Ë Q , ÚÓ ÔflÏ‡fl l(pi, qj) ·Û‰ÂÚ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÓÔÓÌÓÈ ÔflÏÓÈ, ÂÒÎË
ÓÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÓÌÓÈ ÔflÏÓÈ ‰Îfl ê ‚ pi, ÓÔÓÌÓÈ ÔflÏÓÈ ‰Îfl Q ‚ qj, ÔË ˝ÚÓÏ ê Ë Q
ÎÂÊ‡Ú ÔÓ ‡ÁÌ˚Â ÒÚÓÓÌ˚ ÓÚ l(pi, qj).

9.2.  êÄëëíéüçàü  çÄ  äéçìëÄï

Ç˚ÔÛÍÎ˚Ï ÍÓÌÛÒÓÏ ë ‚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ë ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ V, Ú‡ÍÓÂ ˜ÚÓ C + C ⊂  C , λC ⊂  C ‰Îfl Î˛·Ó„Ó λ ≥ 0 Ë
C ∩ (–C) = {0}. äÓÌÛÒ ë ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ˜‡ÒÚË˜Ì˚È ÔÓfl‰ÓÍ Ì‡ V ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ

  x yp−  ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ y – x ∈ C.

èÓfl‰ÓÍ   p−  ÔÓ‰˜ËÌflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÂ V, Ú.Â., ÂÒÎË  x yp−  Ë z p− u, ÚÓ
x y u+ − +z p ,  Ë ÂÒÎË x yp− ,  ÚÓ λ λx yp− , λ ∈ � , λ ≥ 0. ùÎÂÏÂÌÚ˚ x, y ∈ V  Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
Ò‡‚ÌËÚÂÎ¸Ì˚ÏË, ÚÓ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í x ~ y, ÂÒÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ α  Ë β, Ú‡ÍËÂ ˜ÚÓ α βy x yp p− − . ë‡‚ÌËÏÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÌÓ-
¯ÂÌËÂÏ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË: ÂÂ ÍÎ‡ÒÒ˚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË (ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘ËÂ ë ËÎË –ë)
Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˜‡ÒÚflÏË (ËÎË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË, ÒÓÒÚ‡‚Ì˚ÏË ˜‡ÒÚflÏË).

ÑÎfl ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÍÓÌÛÒ‡ ë ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó S = {x ∈  C: T(x) = 1}, „‰Â T: V → � ÂÒÚ¸
ÌÂÍÓÚÓ˚È ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ÎËÌÂÈÌ˚È ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÔÂÂ˜Ì˚Ï
ÒÂ˜ÂÌËÂÏ ÍÓÌÛÒ‡ ë.

Ç˚ÔÛÍÎ˚È ÍÓÌÛÒ ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË ‡ıËÏÂ‰Ó‚˚Ï, ÂÒÎË Á‡Ï˚Í‡ÌËÂ Â„Ó ÒÛÊÂ-
ÌËfl Ì‡ Î˛·ÓÂ ‰‚ÛÏÂÌÓÂ ÔÓ‰ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÛÒÓÏ.

íÓÏÒÓÌÓ‚ÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ˜‡ÒÚÂÈ

èÛÒÚ¸ ë – ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÍÓÌÛÒ ‚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V. íÓÏ-
ÒÓÌÓ‚ÒÍ‡fl ÏÂÚËÍ‡ ˜‡ÒÚÂÈ Ì‡ ˜‡ÒÚË K ⊂ C\{0} Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ln max{m(x, y), m(y, x)}

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ K, „‰Â m(x, y) = inf{λ ∈ �: y xp− λ }.

ÖÒÎË ÍÓÌÛÒ ë ÔÓ˜ÚË ‡ıËÏÂ‰Ó‚, ÚÓ ˜‡ÒÚ¸ ä, ÒÌ‡·ÊÂÌÌ‡fl ÚÓÏÒÓÌÓ‚ÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ
˜‡ÒÚÂÈ, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌ˚Ï ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ÖÒÎË ÍÓÌÛÒ ë ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÂÌ,
ÚÓ Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ıÓ‰Ó‚ÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Ú.Â. ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ‚ ÍÓ-
ÚÓÓÏ ËÏÂÂÚÒfl ‚˚‰ÂÎÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó „ÂÓ‰ÂÁË˜ÂÒÍËı, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌ˚Ï ‡ÍÒËÓÏ‡Ï. èÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ÍÓÌÛÒ   �+ = … ≥n

n ix x x{( , , ) :  1 0  ‰Îfl 1 ≤ i < n,
ÒÌ‡·ÊÂÌÌ˚È íÓÏÒÓÌÓ‚ÓÒÍÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ ˜‡ÒÚÂÈ, ËÁÓÏÂÚË˜ÂÌ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Û, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÔÎÓÒÍÓÂ.

ÖÒÎË ‚ÁflÚ¸ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÍÓÌÛÒ ë ‚ �n Ò ÌÂÔÛÒÚÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸˛, ÚÓ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸
ÍÓÌÛÒ‡ intC ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í n-ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn. ÖÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó-
„Ó Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ v ∈ Tp(Mn), p  ∈ M n Á‡‰‡Ì‡ ÌÓÏ‡   || || inf{ :v p

T = >α 0

    − − −α αp pp pv }, ÚÓ ‰ÎËÌa Î˛·ÓÈ ÍÛÒÓ˜ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ γ: [0, 1] → Mn

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ Í‡Í l t dtt
T( ) || ( ) || ,( )γ γ
γ

= ′∫
0

1

 a ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ·Û‰ÂÚ

‡‚ÌÓ infγl(γ), „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ Ú‡ÍËÏ ÍË‚˚Ï γ Ò γ(0) = ı Ë γ(1) = Û.
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ÉËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡
ÑÎfl ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÍÓÌÛÒ‡ ë ‚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V „ËÎ¸-

·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ ÂÒÚ¸ ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ Ì‡ C\{0}, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl Í‡Í

ln(m(x, y) ⋅ m(y, x))

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ C\{0}, „‰Â   m x y y x( , ) inf{ :  }.= ∈ −λ λ� p . éÌ‡ ‡‚Ì‡ 0 ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ x  = λy ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓ˚ı λ  > 0, Ë ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
ÎÛ˜ÂÈ ÍÓÌÛÒ‡.

ÖÒÎË ÍÓÌÛÒ ë ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÂÌ, ‡ S fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÔÂÂ˜Ì˚Ï ÒÂ˜ÂÌËÂÏ ë (‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË,
S = {x ∈ C: ||x || = 1}, „‰Â ||⋅|| – ÌÓÏ‡ Ì‡ V), ÚÓ ‰Îfl Î˛·˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ x, y ∈ S
‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ‡‚ÌÓ |ln(x, y, z, t)|, „‰Â z, t – ÚÓ˜ÍË ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÎËÌËË lx,y Ò
„‡ÌËˆÂÈ S Ë (x, y, z, t) – ‡Ì„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÚÓ˜ÂÍ x, y, z, t.

ÖÒÎË ÍÓÌÛÒ ë ÔÓ˜ÚË ‡ıËÏÂ‰Ó‚ Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÂÌ, ÚÓ Í‡Ê‰‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÍÓÌÛÒ‡ ë
fl‚ÎflÂÚÒfl ıÓ‰Ó‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ
ÏÂÚËÍË. äÓÌÛÒ ãÓÂÌˆ‡  {( , , , ) :  ... },t x x t x xn

n
n1

1 2
1
2 2… ∈ > + ++�  ÒÌ‡·ÊÂÌÌ˚È „ËÎ¸-

·ÂÚÓ‚ÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ËÁÓÏÂÚË˜ÂÌ n-ÏÂÌÓÏÛ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÏÛ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Û. èÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ÍÓÌÛÒ  �+ = … ≥n

n ix x x{( , ) :  1 0  ‰Îfl 1 ≤ i ≤ n, ÒÌ‡·-
ÊÂÌÌ˚È „ËÎ¸·ÂÚÓ‚ÓÈ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ, ËÁÓÏÂÚË˜ÂÌ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚Û, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÔÎÓÒÍÓÂ.

ÖÒÎË ‚ÁflÚ¸ Á‡ÏÍÌÛÚ˚È ÍÓÌÛÒ ë ‚ �n Ò ÌÂÔÛÒÚÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸˛, ÚÓ ‚ÌÛÚÂÌÌÓÒÚ¸
ÍÓÌÛÒ‡ intC ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í n-ÏÂÌÓÂ ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂ Mn. ÖÒÎË ‰Îfl Î˛·Ó„Ó
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ v ∈ Tp(Mn) Á‡‰‡Ì‡ ÔÓÎÛÌÓÏ‡   || || ( , ) ( , ),v v vp

H m p m p= −  ÚÓ
‰ÎËÌa Î˛·ÓÈ ÍÛÒÓ˜ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÈ ÍË‚ÓÈ γ : [0, 1] →  Mn ‡‚Ì‡

l t dtt
H( ) || ( ) || ,( )γ γ
γ

= ′∫
0

1

 a ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ı Ë Û ‡‚ÌÓ infγl(γ), „‰Â ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl

ÔÓ ‚ÒÂÏ Ú‡ÍËÏ ÍË‚˚Ï γ Ò γ(0) = ı Ë γ(1) = Û.

åÂÚËÍ‡ ÅÛ¯ÂÎfl
ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÍÓÌÛÒ ë ‚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â V. åÂÚ-

ËÍ‡ ÅÛ¯ÂÎfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â S x C x
i

n

i= ∈ =










=
∑:  | |

1

1  (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ Î˛·ÓÏ

ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÏ ÒÂ˜ÂÌËË ÍÓÌÛÒ‡ ë) Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

1

1

− ⋅
+ ⋅

m x y m y x

m x y m y x

( , ) ( , )

( , ) ( , )

‰Îfl Î˛·˚ı x, y ∈ S , „‰Â     m x y y x( , ) inf{ :  }.= ∈ −λ λ� p  àÏÂÌÌÓ, ÓÌ‡ ‡‚Ì‡

tg ( , ) ,h h x y
1

2




  „‰Â h – „ËÎ¸·ÂÚÓ‚‡ ÔÓÂÍÚË‚Ì‡fl ÔÓÎÛÏÂÚËÍ‡ .

k-ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ëËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚È ÍÓÌÛÒ ë ‚ �n ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ n (ÓÚÍ˚Ú˚ı ËÎË

Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı) ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÓÔÓÌ˚ı ÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓıÓ‰ËÚ
˜ÂÂÁ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. ÑÎfl Î˛·Ó„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï, ÒÓÒÚÓfl˘Â„Ó ËÁ n ÚÓ˜ÂÍ Ì‡
Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÒÙÂÂ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚È ÍÓÌÛÒ ë, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÈ
‚ÒÂ ˝ÚË ÚÓ˜ÍË. éÒË ÍÓÌÛÒ‡ ë – n ÎÛ˜ÂÈ, „‰Â Í‡Ê‰˚È ÎÛ˜ ËÒıÓ‰ËÚ ËÁ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓ-
Ó‰ËÌ‡Ú Ë ÒÓ‰ÂÊËÚ Ó‰ÌÛ ËÁ ÚÓ˜ÂÍ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ï.
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ÑÎfl ‡Á·ËÂÌËfl {C1,..., Ck} ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ �n Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚ı ÍÓ-
ÌÛÒÓ‚ C1,..., Ck k-ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ �n, Á‡-
‰‡ÌÌ‡fl Í‡Í

dk(x – y)

‰Îfl ‚ÒÂı x, y ∈ �n, „‰Â ‰Îfl Î˛·Ó„Ó x ∈ Ci ÁÌ‡˜ÂÌËÂ dk(x) ÂÒÚ¸ ‰ÎËÌ‡ Ì‡ËÍ‡Ú˜‡È¯Â„Ó
ÔÛÚË ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‰Ó ÚÓ˜ÍË ı ÔË ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËË ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ,
Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚Ï ÓÒflÏ ÍÓÌÛÒ‡ ë.

åÂÚËÍË ÍÓÌÛÒ‡
äÓÌÛÒÓÏ Con(X, d) Ì‡‰ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (X, d) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ù‡ÍÚÓ-

ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ X  × �≥0, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌËÂÏ ‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ ÌËÚË X × {0}.
íÓ˜Í‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û X × {0}, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚Â¯ËÌÓÈ ÍÓÌÛÒ‡.

åÂÚËÍ‡ Â‚ÍÎË‰Ó‚‡ ÍÓÌÛÒ‡ – ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Con(X), Á‡‰‡ÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı (x, y),
(y, s) ∈ Con(X, d) Í‡Í

t s ts d x y2 2 2+ − cos(min{ ( , ), }).π

äÓÌÛÒ Con(X, d) Ò ˝ÚÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Â‚ÍÎË‰Ó‚˚Ï ÍÓÌÛÒÓÏ Ì‡‰ ÏÂÚË-
˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (X, d).

ÖÒÎË (X, d) – ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ‰Ë‡ÏÂÚ‡ <2, ÚÓ ÏÂÚËÍÓÈ
ä‡ÍÛÒ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Con(X, d), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı (x, y) ,
(y, s) ∈ Con(X, d) Í‡Í

min{s, t}d(x, y) + | t – s |.

äÓÌÛÒ Con(X, d) Ò ÏÂÚËÍÓÈ ä‡ÍÛÒ‡ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ
ÒÂ‰ËÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡˚ Â„Ó ÚÓ˜ÂÍ, ÂÒÎË (X, d) Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ú‡ÍËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ.

ÖÒÎË Mn fl‚ÎflÂÚcfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËÂÏ Ò (ÔÒÂ‚‰Ó)ËÏ‡ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ g, ÚÓ ÏÓÊÌÓ

‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÏÂÚËÍÛ dr2 + r2g (‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÂÚËÍÛ 
1

02 2

k
dr r g k+ ≠,  )  Ì‡

Con(Mn) = Mn × �>0.

åÂÚËÍ‡ ‚Á‚ÂÒË
ëÙÂË˜ÂÒÍËÈ ÍÓÌÛÒ (ËÎË ‚Á‚ÂÒ¸) Σ(X) Ì‡‰ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ (X, d) ÂÒÚ¸

Ù‡ÍÚÓ-ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ X × [0, a], ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌËÂÏ ‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ ÌËÚÂÈ
X × {0} Ë X × {a}.

ÖÒÎË (X, d) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ‰ÎËÌ˚ c ‰Ë‡ÏÂÚÓÏ diam(X) ≤ π Ë a  = π, ÚÓ
ÏÂÚËÍÓÈ ‚Á‚ÂÒË Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ Σ(X), Á‡‰‡ÌÌ‡fl ‰Îfl Î˛·˚ı (x, y), y, s) ∈ Σ (X)
Í‡Í

arccos(costcoss + sintsinscosd(x, y)).

9.3.  êÄëëíéüçàü  çÄ  ëàåèãàñàÄãúçõï  äéåèãÖäëÄï

r-åÂÌ˚È ÒËÏÔÎÂÍÒ (ËÎË „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÒËÏÔÎÂÍÒ, „ËÔÂÚÂÚ‡˝‰) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ
ÒÓ·ÓÈ ‚˚ÔÛÍÎÛ˛ Ó·ÓÎÓ˜ÍÛ r + 1 ÚÓ˜ÂÍ ËÁ �n, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ÌËÍ‡ÍÓÈ
(r – 1)-ÔÎÓÒÍÓÒÚË. ëËÏÔÎÂÍÒ ÔÓÎÛ˜ËÎ Ò‚ÓÂ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ÔÓÚÓÏÛ, ˜ÚÓ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓÒ-
ÚÂÈ¯ËÈ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚È ‚˚ÔÛÍÎ˚È ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ ‚ Î˛·ÓÏ Á‡‰‡ÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â.

É‡ÌËˆ‡ r-ÒËÏÔÎÂÍÒ‡ ËÏÂÂÚ r + 1 0-„‡ÌÂÈ (‚Â¯ËÌ ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ‡), 
r r( )+1

2
 1-
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„‡ÌÂÈ (Â·Â ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ‡) Ë 
r

i

+
+







1

1
 i-„‡ÌÂÈ, „‰Â 

r

i






 – ·ËÌÓÏË‡Î¸Ì˚È ÍÓ˝Ù-

ÙËˆËÂÌÚ. ÇÏÂÒÚËÏÓÒÚ¸ (Ú.Â. ÏÌÓ„ÓÏÂÌ˚È Ó·˙eÏ) ÒËÏÔÎÂÍÒ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚˜ËÒ-
ÎÂÌ‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎfl ä˝ÎË–åÂÌ„Â‡. è‡‚ËÎ¸Ì˚È r-ÏÂÌ˚È ÒËÏÔÎÂÍÒ
Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í αr.

ÉÛ·Ó „Ó‚Ófl, „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚È ÍÓÏÔÎÂÍÒ – ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò
ÚË‡Ì„ÛÎflˆËÂÈ, Ú.Â. ‡Á·ËÂÌËÂÏ Â„Ó Ì‡ Á‡ÏÍÌÛÚ˚Â ÒËÏÔÎÂÍÒ˚ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ
Î˛·˚Â ‰‚‡ ÒËÏÔÎÂÍÒ‡ ÎË·Ó ‚ÓÓ·˘Â ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl, ÎË·Ó ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ÔÓ Ó·˘ÂÈ
„‡ÌË.

Ä·ÒÚ‡ÍÚÌ˚È ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚È ÍÓÏÔÎÂÍÒ S – ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË, Ì‡Á˚-
‚‡ÂÏ˚ÏË ‚Â¯ËÌ‡ÏË, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ‚˚‰ÂÎÂÌÓ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÌÂÔÛÒÚ˚ı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚, Ì‡-
Á˚‚‡ÂÏ˚ı ÒËÏÔÎÂÍÒ‡ÏË, Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ Í‡Ê‰ÓÂ ÌÂÔÛÒÚÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÒËÏÔ-
ÎÂÍÒ‡ s fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÔÎÂÍÒÓÏ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Ï „‡Ì¸˛ s, Ë Í‡Ê‰ÓÂ Ó‰ÌÓ˝ÎÂÏÂÌÚÌÓÂ
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÔÎÂÍÒÓÏ. ëËÏÔÎÂÍÒ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl i-ÏÂÌ˚Ï, ÂÒÎË ÒÓÒÚÓËÚ
ËÁ i + 1 ‚Â¯ËÌ. ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸  ̨S fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ Â„Ó ÒËÏÔ-
ÎÂÍÒÓ‚. ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒ‡ S ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚË‡Ì„ÛÎflˆËfl ÏÌÓ-
„Ó„‡ÌÌËÍ‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ S fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚Ï ÍÓÏÔÎÂÍÒÓÏ. í‡ÍÓÈ „ÂÓÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍËÈ ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚È ÍÓÏÔÎÂÍÒ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl GS  Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓÏÂÚË-
˜ÂÒÍÓÈ Â‡ÎËÁ‡ˆËÂÈ S.

ëËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡
èÛÒÚ¸ S – ‡·ÒÚ‡ÍÚÌ˚È ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì˚È ÍÓÏÔÎÂÍÒ Ë GS – „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÒËÏÔ-

ÎËˆË‡Î¸Ì˚È ÍÓÏÔÎÂÍÒ, fl‚Îfl˛˘ËÈÒfl „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Â‡ÎËÁ‡ˆËÂÈ S. íÓ˜ÍË GS
ÏÓÊÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ËÚ¸ Ò ÙÛÌÍˆËflÏË α : S  → [0, 1], ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
{x ∈ S: α(x) ≠ 0} fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÔÎÂÍÒÓÏ ‚ S Ë 

x S

x
∈
∑ =α( ) .1  óËÒÎÓ α(x) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ı-È

·‡ËˆÂÌÚË˜ÂÒÍÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ α.
ëËÏÔÎËˆË‡Î¸Ì‡fl ÏÂÚËÍ‡ – ÏÂÚËÍ‡, Á‡‰‡ÌÌ‡fl Ì‡ GS Í‡Í

x S

x x
∈
∑ −( ( ) ( )) .α β 2

åÌÓ„Ó„‡ÌÌ‡fl ÏÂÚËÍ‡
åÌÓ„Ó„‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ò‚flÁÌÓ„Ó „ÂÓÏÂÚË-

˜ÂÒÍÓ„Ó ÒËÏÔÎËˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÍÓÏÔÎÂÍÒ‡ ‚ �n, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÎÂÌÌ˚Â „‡ÌËˆ˚
ËÁÓÏÂÚË˜Ì˚ àÏÂÌÌÓ, ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í ËÌÙËÏÛÏ ‰ÎËÌ ‚ÒÂı ÎÓÏ‡Ì˚ı ÎËÌËÈ,
ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ÚÓ˜ÍË ı Ë Û  Ú‡Í, ˜ÚÓ Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ Á‚ÂÌ¸Â‚ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ Ó‰ÌÓÏÛ ËÁ
ÒËÏÔÎÂÍÒÓ‚.

èËÏÂÓÏ ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌÓÈ ÏÂÚËÍË fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ÏÂÚËÍ‡ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ‡ ‚ �n. åÌÓ„Ó„‡ÌÌÛ˛ ÏÂÚËÍÛ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÂ
ÒËÏÔÎÂÍÒÓ‚ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÍË‚ËÁÌ˚. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌ˚Â
ÏÂÚËÍË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ‰Îfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÓ‚, fl‚Îfl˛˘ËıÒfl ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËflÏË ËÎË ÏÌÓ-
„ÓÓ·‡ÁËflÏË Ò Í‡ÂÏ.

åÂÚËÍ‡ ÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì˚ı ˆÂÔÂÈ

r-åÂÌ‡fl ÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì‡fl ˆÂÔ¸ Ä ‚ �n Á‡‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ 
i

m

i i
rd t

=
∑

1

,

„‰Â ‰Îfl Î˛·Ó„Ó i ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ti
r  fl‚ÎflÂÚÒfl r-ÏÂÌ˚Ï ÒËÏÔÎÂÍÒÓÏ ‚ �n. É‡ÌËˆÂÈ ˆÂÔË
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fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ‡fl ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËfl „‡ÌËˆ ÒËÏÔÎÂÍÒÓ‚ ˆÂÔË. É‡ÌËˆÂÈ r-ÏÂÌÓÈ ÔÓ-
ÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ˆÂÔË fl‚ÎflÂÚÒfl (r – 1)-ÏÂÌ‡fl ˆÂÔ¸.

åÂÚËÍÓÈ ÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì˚ı ˆÂÔÂÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÚËÍ‡ ÌÓÏ˚

|| A – B ||

Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â Cr(�n) ‚ÒÂı r-ÏÂÌ˚ı ÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì˚ı ˆÂÔÂÈ. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÌÓÏ˚ Ì‡
Cr(�n) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔËÌflÚ‡.

1. å‡ÒÒ‡ ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ˆÂÔË, Ú.Â. | | | | | | ,A d t
i

m

i i
r=

=
∑

1

 „‰Â | |t r  – Ó·˙ÂÏ Á‚ÂÌ‡ ti
r .

2. ÅÂÏÓÎ¸Ì‡fl ÌÓÏ‡ ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ˆÂÔË, Ú.Â. | | inf {| | | |},A A D Db
D= − +∂  „‰Â

| D  | – Ï‡ÒÒ‡ D , ∂D  – „‡ÌËˆ‡ D  Ë ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ (r + 1)-ÏÂÌ˚Ï
ÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì˚Ï ˆÂÔflÏ; ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡  ( ( ), | | )Cr

b n b� ⋅  ·Â-
ÏÓÎ¸ÌÓÈ ÌÓÏÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì˚Ï ·‡Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ó·ÓÁÌ‡-
˜‡ÂÏ˚Ï Í‡Í   Cr

b n( ),�  Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ Í‡Í r-ÏÂÌ˚Â ·ÂÏÓÎ¸Ì˚Â ÔÎÓÒÍËÂ ˆÂÔË.
3. ÑËÂÁÌ‡fl ÌÓÏ‡ ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ˆÂÔË, Ú.Â.

  

| | inf

| | | | | |

,A

d t

r
d T tb i

m

i i
r

i

i

m

i i
r

b

i
=

+
+



















=

=

∑
∑1

1
1

v

v

„‰Â | A |b – ·ÂÏÓÎ¸Ì‡fl ÌÓÏ‡ Ä Ë ËÌÙËÏÛÏ ·ÂÂÚÒfl ÔÓ ‚ÒÂÏ Ò‰‚Ë„‡Ï v (Á‰ÂÒ¸ Tytr –
Á‚ÂÌÓ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂÏ tr Ì‡ ‚ÂÍÚÓ v ‰ÎËÌ˚ | v |); ÔÓÔÓÎÌÂÌËÂ ÏÂÚË-

˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡   ( ( ), | | )#Cr
n� ⋅  ‰ËÂÁÌÓÈ ÌÓÏÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÂÔ‡‡·ÂÎ¸Ì˚Ï ·‡-

Ì‡ıÓ‚˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÏ˚Ï Í‡Í Cr
n# ( ),�  Â„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl

r-ÏÂÌ˚ÏË ‰ËÂÁÌ˚ÏË ÔÎÓÒÍËÏË ˆÂÔflÏË. ÅÂÏÓÎ¸Ì‡fl ˆÂÔ¸ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ Ï‡ÒÒ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl
‰ËÂÁÌÓÈ. ÖÒÎË r = 0, ÚÓ | | | | .#A Ab =

åÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì˚ı ÍÓˆÂÔÂÈ (Ú.Â. ÎËÌÂÈÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ
ÔÓÎË˝‰‡Î¸Ì˚ı ˆÂÔÂÈ) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡ÌÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â
ÌÓÏ˚ ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ÍÓˆÂÔË ï ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔËÌflÚ‡:

1. äÓÏ‡ÒÒ‡ ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ÍÓˆÂÔË, Ú.Â. | X(A) , „‰Â ï(Ä) – ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÍÓˆÂÔË ï Ì‡
ˆÂÔË Ä.

2. ÅÂÏÓÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÓÏ‡ ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ÍÓˆÂÔË, Ú.Â. | | sup { ( ) | .
| |

X X Ab
A b=

=1

3. ÑËÂÁÌ‡fl ÍÓÌÓÏ‡ ÔÓÎË˝‰‡Î¸ÌÓÈ ÍÓˆÂÔË, Ú.Â. | | sup | ( ) | .#
| |#

X X A
A

=
=1


